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Theory of Density Matrices 
K. Husim1, Y. KITANO and T. NISHTYAMA 
Department of Physics, Osaka University, Osaka (Japan) 


§ 1. Introduction 


During the last twenty-five years, the theory of density matrices, first intro- 
duced by vON NEUMANN [1] and D1RAC [2], has played an important role as a 
means of attacking the many-body problems. Density matrices for equilibrium 
states have been examined by the authors [3] and its extension to non-equili- 
brium states has been attempted by BORN and GREEN [4]. Recently an appli- 
cation to the molecular problems has been made by LOWDIN [5]. 
The classical theory of density matrices has been based upon the Hartree- 
Fock approximation; however, recently, it has been subjected to the scheme 
of FEYNMAN’s path integral [6]. On the other hand, as it will be shown, the 
non-equilibrium theory of BORN and GREEN serves a mathematical founda- 
tion for the recent theories of the collective description presented by BOHM[7], 
TOMONAGA [8] and others [9]. 

In the next section,we shall, as an introduction to the theory of density 
matrices, explain the methode of generating functions proposed by one of the 
authors [10]. By virtue of this method, we can naturally go over to the scheme 
of the second quantization which enables us to describe the many particle 
system, n particle system say, in an ordinary three dimensional configuration 
space. 


§2. Generating functions for density matrices 


The normalized symmetric wave function of n Bosons for a state 7 is given 
8 
by 
1 
(nln... .,!)7 
n 
y= 
j=1 


where det implies the permanent and (2.1) is defined by the coefficient of 


W'S) (ec sy La) = det® y,(2;), (2.1) 


to. Eek... /(m,!...m,!...)'/2in the generating function given by the 
product 
: n 
m!~% TT LS pe(i) Fal, (2.2) 
a 
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the y,(z;) ’s making an ortho-normal set of one-particle wave functions. Now 
the density matrix for the canonical ensemble is defined by 


0 (Sis. Stee ey oon eal 


= Sexp(— PE) Vola, .. » 4) VP (a .- » @a)s (2.3) 


where the Boltzmann factor stands for the expectation value for the configu- 
ration (r) =(n,, Mg, ... ,%,), that is to say for the state where the first one- 
particle state is n,-fold occupied, the second is n,-fold occupied and so on. As 
one-particle approximation we assume that 


E, = Dd) 165. (2.4) 
j=1 
Utilizing the generating functions of the form (2.2), we get 
; ; 1 : 
Oey yc Cea ete aes le at det‘ 0(x,, ;|B), (2.5) 


where @ (2;,, 7;|B) is the one-particle density matrix of the form 


0 (2%, 2; [B) = 2 exp (— Bex) py (%;) Px (2). (2.6) 

For n Fermions the density matrix is expressed by a determinant in the form 
, , 1 ’ 

BOE can, Lin ar CALE Se det 0 (x,, x;| B). (2.7) 


By integrating (2.5) and (2.7) over the whole particle coordinates setting x; = 
= 2;, we obtain the partition functions: 


FO(p) = > (MP)... (EE (2.8) 


(n) Talis om al n 
(1) tit ++ + t(B) ny f(nB) Ny 
FU) = tS 2 
(8) 2 Ryleccnl () ae. (oa 
f (B) = f (x, |B) da, (2.10) 
for Bosons and for Fermions respectively, where the sum is carried out over 
all the possible sets (”,, %, .. . ., %,) subjected to the condition 
ps in; =n. 
etl 


§3. Reduced density matrices 


Integrating the density matrix of n particles with respect to the n—1 particle 
coordinates by setting x; = x;,j = 2,3,.., m we get the reduced density 
matrix with one explicit coordinate in the form 


R(x, 21) =n | o(m, Darvas dg tds Was «tay Te Re wee : da < (3.1) 
ha | 
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Thediagonal element R™(«,, x,,) represents the density distribution inthe three 
dimensional space. 

Here we try to extend the definition of the reduced density matrix utilizing 
the generating functions and to go ovr to the scheme of second quantization. 
The merit of the second quantization lies in that we can proceed without 
approximation and also in reducing the 3n-dimensional problem in the con- 
figuration space to the three dimensional problem in the ordinary space. 

We define the matrix elements of the extended reduced density: matrix by 
the coefficients of [7 ...é:*... 17... i'/(m,!... mt... my)... m!...)4in 
the integral of the generating function of the density matrix of the form 


iL n nr — ; 
at ff HLS vate Se TT & vil) 115 (%g— 22) « - . 8 (24 — 20) X 


, , 1 Seay BAIR 
X dity... day day... dan => S ye () eS vila) m (S em)". (8.2) 


Multiplying the particle number n and summing over the particle number 
n = 1, 2,.., we obtain 


HR (ary, wi) = Dye lay) Ee vila) m exp (> Erm). (3.3) 
k l k 


Here we have only to pick up the coefficients for the cases m, = n, + 1, 
m, + 1=n,, because the other coefficients become zero. One of the non- 
vanishing coefficient is given by 


Ry (Ly, Vi) = (MyM) Yx (4) Y, (7i)- (3.4) 


Now we introduce the creation operator aj and the destruction operator a, 
defined by infinite direct products such as 


Gp tue ex Gh BE SGhay 
k—1 


3.5 
ee IPs OE CL hots ey (2/5) 
k—1 
[a,, af] = 9x1, [4x, a] = [9% af] = 0, (3.6) 
where 1, a* and a are the matrices of infinite rank represented by 

L060" « = Ooie a0 see 0 =O 

1 — 0 | a= . 0 V2 pS a V1 De 
: 0 0 20 (3.7) 


In terms of these operators the extended reduced density matrix with one 
explicit coordinate can be expressed by 


R(x, x) = Vb(x') pa(2), (3.8) 


1 
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where y# and gy, are the quantized wave functions defined by 
Ga(t) = 2, Yel), 
3(2) = Dat y.(2), 

[va(2), p8(2’)] = 8 (2—2'), [pal2), gal] = [ph(2), ph(z)] =. (8.10) 


The reduced density matrix with two explicit coordinates can be introduced 
in a similar way 

For Fermions we introduce the quantized wave functions subject to the anti- 
commutation relations: 


(3.9) | 


[pr(x), pi(2')], = 0(2 — 2’), 


(pr (2), pr(% )]4 = [pF (2), pF(2')] = 0, (3.11) 
and the reduced density matrix corresponding to (3.8) is 
R(x, 2’) = ph(2’) yp(z). (3.12) 


Also in this case the generating function is useful; however, the variables &, 
and 7; should satisfy the anticommutation relations such as 


[Ee, S:)4 = &&: + EF, = 9, 


(3.13) 
[Mu M+ = eM + MM, = 9, 


where 
Em = mx: 


§ 4. Transport equations 


In oder to understand the superfluidity of liquid helium from first principles, 
BORN and GREEN extended the theory of density matrices for the equilibrium 
states to the non-equilibrium states. They started with the equation of the 
reduced density matrix. Here we derive their equation in the scheme of second 
quantization. The form of the equation is independent of the statistics of 
particles, therefore we shall speak about gy*(x) and g(x) omitting the suffices 
S and A, implying the quantized wave functions either of Bosons and of 
Fermions respectively. The total Hamiltonian of Bosons or Fermions inter- 
acting with one another through an interaction potential V (x — 2’) = 
= V(|x — 2’|) takes the form 


2 
H = 5, [ ered g* (2) - grad w(x) dx + 


1 
i i V (a —2') p*(2’) g* (2) g(x’) p(2) dada’. (4.1) 


Noting that the temporal change of a quantized operator A is afforded by | 


er 


a 
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the equation of the reduced density R (x, x’) is seen to be 
OR (a, a OR(X, } 0 


at wr axeot m \OX Or 


a 
vif 5 —*)—1 (ergo) 


v 
az 


x {R(X,r) 0(2”) +0 (2) R(X, r)} de” + (V(r) —V(—n)} R(X, n), (4.3) 
where 
Ao (24 2 )/2 re ; (4.4) 


Expanding both sides of (4.3) with respect to the relative coordinate r, we 
obtain the equation of the mass conservation and that of the momentum 
conservation on comparing the coefficients of r° and of r! respectively [11]. 
The continuity equation representing the mass conservation law runs 


d0(X) 


i aarpes + div j(X) =0, (4.5) 
where @ (X), the number density operator is 
o(X) = R(X, 0) (4.6) 


and 7 (X) is the momentum density operator defined by 


j= F [sR] =a fore BS — PE oct en 


i |0r 94 Ox ax 
The equation of the momentum conservation is 
Ogex ya" Vie 
e + iv U(X) + a o(X){e(X’) —6(X —X’)} dX’ =0, (4.8) 


where J (X), the kinetic stress tensor is defined by 
% 1a EA Fe 
(Bx)! = = (F) large BE n= 
_ BY [Ap*(X) 0p (X)_, Ag*(X) Ap (X) 
Oxt- & 0X Ox OX 


4m 
O2p*(X 02 (X 


These equations will prove to be the fundamental ones in the hydrodynamical 
description and the collective description for the many body problems. The 
Fourier transform of the reduced density matrix with respect to the relative 
coordinate r is called the phase-space distribution function of WIGNER [12], 
[13], with the aid of which we can develop a similar formulation to the kinetic 
theory of gases. BORN and GREEN started with the time-dependent equation 
of the reduced density matrix (4.3) to obtain the equations of hydrodynamics. 
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When we apply their method to the many-fermion problem, we are led to 
BLocus theory [14] of sound waves which can be justified only for the one 
dimensional problem. For the tree dimensional problem the linearization of 
the equation of the reduced density matrix works well, while BLOCHs theory 
as such proves to be inexact [15]. As for the many-boson problem [15] the line- 
arization of the hydrodynamical equation corresponding to BLOCHs theory 
affords almost the same result as BOGOLJUBOV’s theory [16] of quasi particles 
which will be mentioned in the next paper?). 


§5. Density matrices for equilibrium states 


In the following we shall consider the evaluation of the density matrix for the 
equilibrium states. One of the most serious difficulties in evaluating the den- 
sity matrices or the partition functions consists in the eigenvalue problem of - 
many body systems. If the total Hamiltonian of a system were separated into 
small independent parts, each of which can be easily diagonalized, the parti- 
tion function would easily be obtained. 

For the real problems, with which we meet at present, such as the super- 
fluidity, superconductivity and the nuclear collective motion, no exact 
solution has been found. Indeed, except for a few cases such as ONSAGER’s 
solution [17] of the two dimensional ISING model of ferromagnets, we know 
little about the rigorous solutions of strongly interacting many particle 
systems. | 
These several years a fair number of approximation methods of the evaluation 
of partition functions have been presented. As approaches from the classical | 
mechanics, expanding the density matrix in a power series of the Planck con- | 
stant h, we may mention the works of WIGNER [1/2], MAYER and BAND [18], | 
GREEN [13], GOLDBERGER and ADAMS [19] and KUBo [20]. The perturbation | 
theoretical methods have been presented by SCHAFROTH [2/], CHESTER [22], 
NAKAJIMA [23] and ICHIMURA [24], [25]. These methods are based on the 
fact that the Bloch equation of the density matrix has the same form as the 
Schrédinger equation if 8 = 1/k T is replaced by it where k is the Boltzmann 
constant, T the temperature and ¢ the time. Utilizing this analogy, FEYNMAN | 
[6] extended his method of the path integral applied to quantum electro- 
dynainics to the theory of density matrices. More recently the quantum 
mechanical theory of scattering has been applied to this problem by WATSON | 
[26]. 


§6. Approach from classical mechanics 


Concerning developments along this line, we must first mention the classical 
work of WIGNER [12]. He presented an expansion of density matrix in powers | 
of h, which is useful when there is no appreciable change of interaction poten- 
tial in a range of the de Broglie wavelength f/(mk T)%. His expansion has been’ 
improved and extended by MAYER and BAND [18], GREEN [13], Gotp- 
BERGER and ADAMS [19], and the most general expansion theorem on the 
we ee | 


1) §. Seite 16. 
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density matrix of quantum statistics has been established by Kuso [20]. 
Let the Hamiltonian of the system be of the form 


M 
Hes Hi, (6.1) 
t=1 


where the operators H, may not be always commutative with one another. If 
the H, are commutative the density matrix 


oy AE 
e{a} =exp|—6 SH, (6.2) 
can be written as 
M 
o{ MU} =i exp [— fH], (6.3) 


which is true in classical mechanics; however it is not the case in general. But 
we can show an expansion in which the first term is of such a form as (6.3), 
and the successive terms give the corrections coming from the non-commu- 
tativity of the H,. The procedure is somewhat similar to what is used for the 
URSELL expansion in the treatment of imperfect gases. 


M mM 
e (at) = | IT exp —B Hil] + ¥ o*tn ee Stal + 


+ h, lg 


tel = 
gist telcos fe 


M 
+ p*(h, bt) [fe | ee (6.4) 
k 1 k 
lI exp (—pH]| — By I exp [— PH], 


o* (1,, 12) = exp [— B (Mi, + H,,)] — [exp [— BH,,] exp [— BH], 
0* (11, le, Is) = 
= exp [— 6 (H,, + H,,+ H,,)] — exp [— PB (Hi, + 4,,)] exp [— BH,,] — 
— exp [— B (Hi, + H,,)] exp [— BA,,] — 
— exp [— B (A, + H,,)] exp [— BH,,] + 
+ 2 [exp [— B H,,] exp [— BH,,] exp [— PH,,]]., 
vanish if one of the H,, commutes with any H,, belonging to the set {/;}. The 
above expansion can be written in the following form 


0{M} = Sue $m n>0d bm}, {mn} o*{ms fs + 0* {Mn} Q (M—m, ---—m,), 
i=i 3 
(6.5) 
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a(t) =| Thexp (8 m]| 


>? 
8 


o* {m} = Steta(—W"* e{k} a{m — k}, 


where {m} means a set H;,,..., H,, chosen from the set H,,.., Hy, {k}m 
set of k operators chosen from {m}, and {m — k} the set of the other operators. 
This may also be considered as a kind of 6 = 1/k T-expansion, since it can 
be shown that | 

otim) = O(6"*1). 


For the case of gaseous systems, the total Hamiltonian is of the form 
H=K+)> 4, K =) pj/2m. 


Regarding K, uo, U3, . . . a8 the individual operators, we may apply the above | 
expansion theorem. The higher terms of the expansion give the corrections | 
resulting from the non-commutativity of the momenta and coordinates, so | 
that they can be again expanded in powers of h. Thus the expansion developed 


by WIGNER [12], MAYER and others can be obtained from this theorem. | 
Another application of this expansion to the Heisenberg model of ferroma- 
gnets and the resonance absorptions has also been made by KUBO [20]. 


§7. Perturbation theory in quantum statistics 


Another important expansion of the density matrix is the perturbational ex- 
pansion, which was devel:ped by SCHAFROTH [21], CHESTER [22], NAKA- 
JIMA [23] and others [24], [25]. This was also developed by GOLDBERGER and 
ADAMS (19), though the most essential part of their work is the description 
of an expansion in powers of h. The latter methods have made use of the fact 
that the Bloch equation 


do 
ap — He (7.1) 


is formally equivalent to the Schrédinger equation if 8 is replaced by it, per- 
mitting application of methods employed in quantum electrodynamics. 
Let the Hamiltonian be decomposed into two parts as 


H=H,+9V, (7.2) 


where H, is the unperturbed term for which the density matrix can be easily 
evaluated, and g V is the perturbation. We now introduce u(8) defined by 


@ = exp [— BH] = exp [— BA] u(8) (7.3) 
instead of 9. Then u(f) statisfies the following equation 


F "eben 
aR = IV) 4, u(0)=1, V(A) =exp [AH] Vexp[— 2H], (7.4) 
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which corresponds to the interaction representation in quantum electrodyna- 
mics. Equation (7.4) is evidently equivalent to the integral equation 


B 
u(B) =1 =| V(A) u(A) da. (7.5) 
0 


This equation can be solved by iteration to yield 
B B 4 
u(B) =1—g[ V(A)da +g {da fdr VA)V() +++. (7.6) 
0 0 0 


Thus we can obtain an expansion of the density matrix in powers of g as 
follows: 


B B 4a 
o (8) =exp[—B Hy] ! —g [V(A) da + g? [da [aa V(A) V(X’) teed, (7.7) 
0 0 0 


This can be expressed compactly by introducing the notation of ‘“‘ordered 
exponential” which has been utilized in quantum electrodynamics: 


B 
e(6) = exp [— BH,] exp, + —9/ V (A) aa). (7.8) 
0 


CHESTER [22] evaluated the partition function in a way of calculating directly 
the factor of g" in the Taylor expansion. Of course it can also be carried out by 
use of (7.7) as follows 


Z= Tr (6) =2Z+ 3 9" 2p, (7.9) 


Z, = Tr exp [— PH] = 2 exp [— BE,], 


B A An-1 


Zn = 1 fexp [8 | (—1)" {da, [ da,--- [ 4a, x 
0 


0 


x exp [A, H,] V exp [(A, —4,) Hy] V... V exp [— 14] = 


= (— B)” a, Vie atte? V gat: pa {exp [— BEIT (E,, — Hy)}, (7.10) 
j tj 


%} 


where the H, are eigenvalues of H, and V,,,,, are matrix elements in the 
representation in which H, is diagonal. In the above we assume E,, = E,,, 
but this restriction is not necessary. Because the expression for Z, has a finite 
limit when Z,, — E,, > 0, although it contains E,, — E,,, in the denominator, 
and when E,, = E,,, the expression just coincides with the limit for Ej, > E,,. 
It should be noted that thereis no divergence of Z, due to the continuity of the 
eigenvalue spectrum, which is contrasted to the case of the usual perterbation 
theory in quantum mechanics. However, the series in (7.9) is not always con- 
vergent. Since this expansionis also a high temperature expansion, as seen from 
the expression of Z,, it is evident that Eq. (7.9) becomes divergent in the neigh- 
borhood of the transition temperature, if there occurs a phase transition. Such 
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a situation has an important meaning in the theory of the superconductivity. 
As shown by SCHAFROTH [21], in fact, if the series in (7.9) is convergent, 
the MeiBner-Ochsenfeld effect in superconductors can never be expected. 


§8. Path-integral method 


We can express the density matrix in the Lagrangian form of quantum me- | 
chanics, replacing it by B. This leads us to the path-integral method which was 

first developed by FEYNMAN [6] in quantum electrodynamics. The advan- 

tage of a Lagrangian form is that in a system with interacting parts it permits 

a separation of the problem such that if the motion of any part can be solved | 
first, this solution may be used in the solution of the motion of the other parts. 

Basing on this advantage, FEYNMAN [6], [31] has made some applications of 

his path- integral to the molecular theory of liquid He and to the motion of 

slow electrons in a polar crystal. 

Now we shall derive an expression for the density matrix in terms of the path- | 
integral from its definition. The procedure used here has been described by 
ABE [28] and is similar to MORETTE’s [29] method in quantum electrodyna- : 
mics. First we rewrite the density matrix as ) 


exp [— BH] = eap [—A[H, + V)] = lim lexp |— iH] exp |—+ vy 


N- oo 


If N remains finite 


exp [— BH] = fexp |— us H,| exp |— = vy (8.2) 


is not correct, but the error is only of order 1/N, so that we may neglect it for 
sufficiently large N. FRIEDMAN and BUTTLER [30] have used (8.2) in their 
discussion of thermodynamical properties of liquid He as an expression of the 
density matrix. Let the Hamiltonian be of the form 


1 
Hy = 3 Vie Ve, .. 2), (8.3) 


Then we get the element of the density matrix 
(x|o| 2’) = lim i dig. di ae (= exp mes: exp syle V E . 
noe ; 1 Dy ite N 0 N | uN 
B 
: (x, exp |— VT H,| exp | — a Wa 4) or (294 exp | — f H| x 
Ps 
; 


ro oN 1 lm N 3nN 
Ara wk — d3* x, 4 — |/ . 
*) tim f LH, ae Vea 


S \2 ee 
-exp|— 5 > lam ( (eran *) Be V (aia) |] (o — 2) 02 Say) (8.4) 
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in the “-representation, where a set of coordinates (af, ary a”) is denoted 


N 
briefly by x; and >’ Cae — af Ye by (24, — 2;)?. 
jul 


Here if we introduce a function X(t) which satisfies 


we will be allowed to put 


=. Saks (8.5) 


in the limiting case of N — oo. A set of intermediate states represented by 
%y,..., Zy_, are supposed to determine a path 


D.C. (4). (8.6) 


and the integral with respect to 2; in (3.4) may be considered as a sum over 
all possible paths which satisty 


XO) ir) TXB) yo 


Thus (8.4) can be written in the form of a path-integral 


B 
; dX\? 
(zlo[2’) = | DX() — exp | Eee (a) + v(xylat], 7) 
X (0)=2, De h? dt | 
e X (8) =z" 0 
where the notation f ® X (t) implies the integration along all the possible paths. 
For a system of identical particles, we must symmetrize or antisymmetrize 
the density matrix according to the Bose-Einstein or the Fermi-Dirac stati- 
stics. Then the partition function is given by 


B 
(AX 2 
Z=D> p(t 1)? | DX) exp — {le + vx) ae , (8.8) 


X (8B) = N p(0) 
0 


where X p meansa set X‘?? which is obtained by interchanging the order of the 
coordinates in a set X = {X}. 

Now we proceed to the calculation of the path-integral. For this purpose, it 
is convenient to expand the exponent functional around its maximum. To 
maximize the exponent 


sy (a) + V(X) dt, 
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X(t) must satisfy the following equation according to the calculus of varia;| 
tion 


PROT MeO 
mn ane: 


a = Baye XO ==, X(~)=2. (8.9) 


We write the solution of (8.9) as X(t), and substitute X(t) — X(t) = Y(b)| 
for (8.7). Neglecting the higher order powers of Y than the second, we get 


B wes 
ya naan 
(| o|2") = exp | — fim aE) +1(35)| dt 
0 


er 
te / GENS ed a 0 0 | 
DY (t) exp -/ {sae ae) + 5 Se axw YO eq Vala 
0 


Y (0) =¥ (6)=0 ij 


(8.10) 


The integration in respect to Y can be carried out easily going back to the 
definition of path-integral ; however, in many cases, especially fora many-body 
problem, it makes no important contribution. It should be noted that the essen- 
tial feature of the behavior of the density matrix is determined by the classical 
path X(t) which is the solution of the equation of motion (8.9) for the imaginary 
time. This is the reason why the path-integral method is useful to gain an 
intuitive sight into various problems. 


§9. Variational method in quantum statistics 


Another method used by FEYNMAN (31) to perform the path-integral is a 
type of variational method. Choose any S;, which is simple and purports to be 
some sort of approximation to the true action: 


es are vix)| dt. 
0 


[exp [S] DX (t) = [ exp [S — S;,] exp [S:,] DX (2). (9.1) 


Then write 


Now this last expression can be looked upon as the average of exp (S—S,,) 
taken with positive weight exp (S;,). For any set of real quantities f, the 
average of exp [f] exceeds the exponential of the average of /. Therefore we get 
the following inequality 


[exp [S] DX (t) > exp <S — S:,> fexp [S,,] DX (t),. (9.2) 


where ae 


(8 — Six) =f (S — S,) exp [Sx] OX (f)/fexp [Si] BX). - 
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The variational procedure is now that if there are any free parameters in Sin 
we can choose as the best values those which maximize the right hand side of 


, (9.2). Inequality (9.2) can also be written in the form 


Tr [exp [— BH] > exp(— 6 (H — H,,)] Tr [exp[—BHi J], (9.3) 


_ going over to the Hamiltonian formalism. Here the average denoted by <)> 


implies 
<H — fo Ee: = Tr [((H | H,,) exp ae BH, ,]]/Tr [exp [— BH, ,}I. 


It has the advantage to use (9.3) over applying (9.2), especially in cases such 
that H contains spin operators or it is given in the scheme of second quantiza- 


) tion. Now we consider the latter case and assume the trial Hamiltonian in the 


form H,, = d¢, X®, (9.4) 
Tr 


where X are some known operators. The variational procedure is simplified 


_ if the diagonal elements H,,,, can be given in the form 


Hee ns Xe 


and it can be set to be 


(Hy = Hi (-=5 (XO), --.). 
Then it can easily be proved that the extremum condition of (9.3) is reduced 


_ to a set of equations 


OH 

—_—_ CO v9 Ge gaa I. 2, cee 

IXM ~° Ce 
OF t, = OS — apes ’ 

0c, meee aa? ) 
where 
1 
Py, = — log {Tr [exp [— BH: ]]}- 


B 
This method has been introduced by KUBO [27] in his spin wave theory which 
was applied to antiferromagnetism. Here we consider an application to a 
simpler system of which the Hamiltonian is given by 


1 
H = 3) &, ak a, + > Dy Vy Ok Oi 4K OpsK A’: (9.6) 
Kk Kk.K’ 
As a trial Hamiltonian we choose 
Ve oo E, az aps (9.7) 
K 
where E, are variation parameters. Then we have 
1 2, 
F,,=— Gs log Trlexp [— PB (#:,— oD ak a) + ¢N = 
= — 4 & Flog {1 F exp(—P (Er — 5} + 69, (9,8) 
i 


Sal 
H = D> & (at ayy + a > Vic (ak a> GE K Oy4K>> 
i Kok 
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where the double sign refers to the Bose-Einstein and the Fermi-Dirac stat 
stics. Substituting (9.8) for (°.5) we arrive at the following equations: 


OR ey 1 
jn, Se — Sap = OPED 
dH | 7 | 
data, = E,=&% + 2 Vig Qk+K Osx» » | (9.9 


where E, is determined so as to be consistent with the both equations. Th 
equation (9.9) is the so-called ‘simplified’? Hartree-Fock equation. | 


§10. Application of scattering theory to quantum statistics 


Recently WATSON [26] has presented an application of scattering theory to th 
evaluation of partition functions. This is based on the equivalency betwee: 
the Bloch equation 
de 
ap 
and the Schrédinger equation. Let the Laplace transform of the densit} 
matrix @ be W, which is given by 


=—Ho=—(K+V)@ (10.1 


W (E) = — | exp [BF] Q(B) 48, (10.3 
0 


where E is a complex number. The convergence of (10.2) can be confirmed, | 
Re [E] < E,, (10.3 


where £, is the least eigenvalue of H. Applying the transformation (10.2) t, 
(10.1) and using the boundary condition that 0 (0) = 1, we obtain 


(£ —K)W=1+4VW. (10.4 

Applying (Z — K)~} which is non-singular in the domain (10.3), .we obtaii 
1 1 

Pes etme (10. 


The W is evidently Greens function for the operator E — H as has bee 
noted by KopPeE [32]. Here we introduce the Moller wave matrix 

Q(E) = W(E)(E—K), | 
which satisfies the following equation | 
This is precisely the familiar nee state etauees equation. There ar 
available a great variety of techniques for handling the scattering equatior 
For instance, we may formulate the problem in terms of the solutions to th 
two-body problem in quantum mechanics, eliminating completely any appea 
rance of the potentials V;;. This involves applications of the quantur 


Theory of Density Matrices 15 


mechanical theory of multiple scattering. Thus we can obtain the solution of 
(10.6) with the help of results in scattering theory. The density matrix can 
immediately be obtained by the inverse transformation 


C—ioco 


if 
e(8) = 5 Hf exp [—f B] W(B) dE, (10.7) 
C+ioo 
where c is a real number smaller than Ez. 
Practical application of this method has been made by WATSON to the evalua- 
tion of the second virial coefficient and to the discussion of the perturbational 
method of BRUECKNER and his collaborators [33]. 
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Hydrodynamical and Collective Description 
K6di HusIMi and Toshiyuki NISHIYAMA 


Department of Physics, Osaka University, Osaka (Japan) 


§ 1. Introduction 


From the classical point. of view the macroscopic phenomena such as the 
propagation of sound waves in a gas and the waves in a shallow water are 


recognized as the collective motions to represent the organized behaviors of | 
gases or liquids. These collective motions have been successfully described by | 
hydrodynamics. Also in quantum mechanics the collective motions appear in || 


many Cases. 


If the interaction energy of particles is negligible, an eigenstate of a many- |} 
particle system is given by one-particle states and quantities specifying one- | 
particle states yield good quantum numbers. On the other hand, as the inter- | 
action becomes appreciable, it is not these quantities but those specifying the |} 


organized behavior of a many particle system that is capable of yielding good | 


quantum numbers. One of the most typical examples for this is the Debye |} 
phonon. The particle number of phonons is considered as a good quantum |} 


number for a solid. Another example is the excitation of spin waves in a 
ferromagnet. 


By recent investigations other interesting collective motions have been found. || 
- LANDAU’s phonon and roton [J] have played their important roles in the || 


theory of superfluidity of liquid helium. Further, as pointed out by BOHM 


and PINES [2], the plasma oscillation which has first been discussed by 
LANGMUIR and TONKS [3] in relation to the gaseous discharge is well-recogni- || 


zed as an organized oscillation of metallic elect ons interacting with one 


another with the long-range Coulomb force. As to nuclear matter, the sur- | 
face oscillation of a nucleus is treated as a hydrodynamical incompressible || 


motion [4]?). 


There are two methods of approach in the treatment of quantum mechanical || 
collective motion. One is to quantize directly the hydrodynamical equations || 


as done by THELLUNG [5] and others [6] by the analogy of quantum electro- 


1) Anm. d. Red.: Folgende Arbeiten in den ,,Fortschr. d. Phys.“ sind den hier genannten 
Problemen gewidmet: W. L. GinsBurG, 1, 101 (1953): Supraleitung und Helium; 


I. M. CHALATNIKow, 5, 211, 287 (1957): Helium; W. L. BontscH-BRuJEWITSCR, 8, | 
408 (1955): Fester Kérper; S. W. WonssowskI, 1, 239 (1953): Fester Korper; T. Ta-| 


MURA, 6 (1958) in Vorbereitung: Kernphysik. we Sg 


i 


] 
a) 


| 
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dynamics. But this method does not make clear what relation the equations 
obtained have to the original Schrédinger equation of the particle system. The 
other is the method of collective description of BoHM and others starting with 
the Schrédinger equation. 

In the first three sections we outline the methods of hydrodynamical approxi- 
mation of BOGOLJUBOV [7] and ToMoNAGA [8] and in the following two 
sections the collective description. 


_ §2. BoGoLjuBov’s theory of a Boson gas 


BOGOLJUBOV [7] considered a system of Bosons interacting with one another 
through a weak potential, assuming that almost all the Bosons are degenerate 
to the single-particle state of zero momentum. 

In the scheme of second quantization, the total Hamiltonian of this system is 
expressed as 


h? 1 
H= ny bz b, + Fey nas 0, bT_ x2 bf +. x2 by —H2bi4%2, (2-1) 
Mm" Ss kU 


where the creation operators b{ and the destruction operators 6, are defined 
as the Fourier coefficients of the quantized wave functions y* (x) and (x) by 


bf = [ p*(x) exp (ik - x) dx 


(2.2) 

b, = [ v(x) exp (—ik- x) dx 
in the box of unit volume, where v, = v_, stands for the Fourier coefficients of 
the interaction potential. These operators are subject to the well-known 
commutation relations of the form 


[p (x), p*(x')] = (a — 2’), [p (x), p(x')] = [p* (x), p*(x')] = 0, 
[b,, bi] = 541, [by, b,] = [b%, BF] = 0. (2.3) 


Here we restrict ourselves to the low excited levels and we assume that the 
occupation number of the zero-momentum state is nearly equal to the total 
number of Bosons: 


b3 by = % & N. (2.4) 


Further we regard the operators 6 and b, as c-numbers identical to N*/:, Such 
a reasoning is familiar to us in the classical approximation forhigh quantum 
numbers. Under these assumptions we select the quadratic terms in bj and 
b; (& + 0) from the total Hamiltonian (2.1) to the effect 


2 
Hy = SM vE by + MO Dog EOE, +p Dy + OE Oy +b, 08) + 
2m Fo é 2 k+0 
+ NN —1). (2.5) 
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The other terms are of higher order than the third order in bf and b,. The | 
Hamiltonian H, can be diagonalized by a “unimodular” transformation of the | 
form 


bt =o,6k + by (2.6) 
by = 0,5, — Teer 
where 
ot — th = 1, ee 
(E.. 67] =On1, (Ee, &] = (6%, é7] = 0. (2.9) | 
Now (2.5) turns out into | 
Halen ae (Sar) + N(N —1)—° —n,0(0). 
E ds aps 2m iD 
(0) = > »%. (2.10) | 


Thus the assembly of Bosons has been replaced by that of free quanta called 
“quasi particles” by BoGoLjuBov. When the fourier coefficient v,, a even | 
function of k, is expanded in the form 


Oy = % +k +--., (2.11) | 


the eigenvalue «, takes the form 


1 


Is 
$40 (2) Sets , (2.12) | 


No oe 


ope h lie 


for small wave numbers. We can see that the energy spectrum for small wave 
numbers resembles LANDAU’s phonon spectrum. It can be shown that the 
total momentum of the quasi particles is equal to the total momentum of the | 
Bosons, which is conserved, while the total number of the quasi particles is not _ 
conserved; the quasi particles can appear and disappear. 
The relationship between the occupation number of the Bosons and that of | 
the quasi particles is given by ; 


Cie = bi b> = oF ELE + een E_E> + TE. (2.13) | 
Inthe ground state the total number of the quasi particles is zero and the lowest _ 
eigenvalue of H, becomes 


h=5 3 \a—ge tile peanut One (2.14) 


which can be compared with the lowest energy afforded by the Hartree-Fock 
approximation. In this approximation, we obtain the energy eigenvalue from 


the diagonal element of H expressed by 

vy N (N —1) 

Hy eng eae ae a 
2m % 2 ye08 
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When all the coefficients v, are positive, the energy becomes minimum for the 
state of the configuration such that N, = N, N, =0, k +0. This is recogni- 
zed as the consequence of the fact that the particles tend to condense into the 
same momentum state in order to minimize the spatial repulsion. The lowest 
expectation value of H, is given by 


N(N—1)% _, N*e% 


oye 2 2 


(2.16) 
Noting that 

h2 k?2 
2m 


2 
{n, + > & (2.17) 
(2.14) is certainly smaller than (2.16). We can see that BOGOLJUBOV’s method 
proves to be a better approximation than the Hartree-Fock approximation to 
the many Boson problem. When the interaction potential is ‘of infinitely 
long range such as the Coulombian, the positively or negatively charged 
particles tend to condense at the surface of the vessel confining them, unless 
they are immersed in a negative or positive uniform charge distribution. 
Here we exclude such cases and the interaction potential is considered as 
having a finite range. The validity of BOGOLJUBOV’s result will be discussed in 
Section 3. 


§3. Density operator and velocity operator in quantum medhanics 


We can consider that BOGOLJUBOV’s method [7] furnishes a quantum 
mechanical foundation of LANDAU’s theory of quantum hydrodynamics. In 
this article we would like to investigate LANDAU’s theory [1] to see what 
relation the classical hydrodynamical density and velocity have to the 
quantum- mechanical quantities. 

LANDAU [1] defined the quantum-mechanical velocity operator in terms of 
the density operator and the momentum operator in the form 


v?(a) = os {o(x) 1G (2) + G® (x) o(%)-4}; 7 = 1,2,3 (3.1) 


where 


m 
: A X re) 0 
0 (2) = 9, Fam ble — a) +82 — 2) aol, (3.2) 


is the momentum density expressed in the configuration space, where the 
suffix denoted by (j) indicates one of the three components of the vectors. 
From the commutation relation: 


h re ie , 
[o (x), GP (a’)] = 7 Ol?) aw 8% —#), (3.3) 
we get the formal relation such as 


d(x — 2’). (3.4) 


} h oO 
m (g(x), 0? (2')] = = 


ax” 


Q* 
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LONDON [9] opposed to this proposal of LANDAU saying that the operator 
divided by the density operator must be a singular operator, since the density 
operator may have zero eigenvalues. We agree with LONDON in this point, 
but we should point out that, in some cases considered in the following sec- 
tions, the approximate canonical quantity conjugate to the density operator 
can be introduced. 

Next we consider the relationship between the quantum-mechanical momen- 
tum density and the hydrodynamical momentum density expressed in terms 
of Clebsch’s parameters [10] to represent the vortex lines. The commutation 
relations among the density operator and Ae abl of (3.2) are given by 


h 
[o(2), (2!) =0, [e(a), @(2')] =* 9(2') x95 8(x — 2), 


i | 3 (3.5) 
[4 (a), GO(x] =F OP (2! Vg Gz —#) +60 (2) xo) \ 
or expressed in terms of their Fourier coefficients: 
[0x> Q.] = 9, [ox, Gy” =hk” Oyu, 3.6 
[ae Gf Pay | (g? B!) — @® 1) ( ; ) 
ko k+l k+l }s 


On the other hand, in the classical hydrodynamics, the momentum density is 
expressed as 


BS) OEia. AB (x 


0 B(x) 
je cee 


O24 Q(x) + pe (a) FO) we Ox” (2) ’ 
(3.7) 


where (x) and f(x) are the Clebsch parameters [10]. From the Lagrangian den- 
sity of Pear tvanieles we find that the canonical momenta of the quantities 
@(x) and f(x) become o(x) and u(x), respectively. When these quantities are 
- quantized on the analogy of quantum electrodynamics as 


m{o(x), B(x’)] = (n(x), B(x')] = thd(x—2’), 
all the other [C. R. ] = 0, 


GO (2) => {me (2) 


(3.8) 


the quantized momentum density and the density operator turn out to satis- 
fy the same commutation relations as (3.5). 

In the configuration space the Fourier coefficients of the density operator and 
the momentum density (3.2) are expressed by 


= >) exp (—ik- x) (3.9) 
) 
. i cea | 
Gy = D exp (—itk- a) | P}? — 5 it (3.10) 
j 


According to the classical hydrodynamics the canonical momentum of the 
mass density mo(x) is given by the velocity potential. BoGOLJUBOV and 
ZUBAREV[11]introduced the canonical conjugates of the Fourier coefficients 
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hd/t0o,. They expressed the momenta of the coordinates of the Bose partic- 
les by 


Pere IE SLO ee hes ae 
) 2 exp ( t xj) 00,” 


but the canonical conjugates 40/100, cannot be expressed in terms of the 
momenta P;. When we regard (3.9) as a point transformation in the configu- 
ration space it becomes meaningless to introduce formally the canonical con- 
jugatesh 0/i 0 0,, unless we know the explicit form of the singularity-free inverse 
transformation. As will be shown in the following sections, the canonical con- 
jugates of 9, can be introduced only in an approximate meaning. 


§ 4. One-dimensional Fermion system 


For Fermions, corresponding to the creation and the destruction operators 
(2.2), we introduce aj and a, subjected to the anti-commutation relations: 


[a @r]4=1, [ay, a], = [a%, af], = 0. (4.1) 
The Fourier coefficients of the density expressed as 
O. = 2 at x2 1+ K/2, (4.2) 
can be divided into two parts: 
=o? +e”, 
on”? = Dd) af_pj2 d+ x25 oh = D2} af_ij2 % + x/2- (4.3) 
120 1<0 


TOMONAGA obtained the canonical conjugates of 0,’s in the form 
®, = — (0) — 02), (4.4) 


utilizing the following approximate commutation relations: 


ea SF obo I=-sch AD) 
| [ox er] = 0 
which are valid only for small wave numbers k and J. For example we consider 
; tine — K/2 A+ k/2+h'/2. bak 
[os?, or’ a | Hh2 clk’ /2 CLE et RS FP (4.6) 


( k2<l<—k'/2 . 
and we find that (4.6) disappears for such states that the phase points of wave 
numbers | —14 —1k’ are occupied.Imposing some conditions upon the states 
under consideration, we can make use of the approximate commutation 
relations (4.5) instead of the exact ones such as (4.6). 
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Under the condition that (1) no Fermion exists in the region of the wave num- 
bers such as |k| > 5h)/4, ko =2N, (2) no hole in the region of the wave 
numbers sue a | &| cs 3k,/4 and (3) the magnitude of the wave number k 


specifying of +) and of ig smaller than k,/2, the total Hamiltonian of the 
Fermions turns out to be 


22h? ky 
Wie AA et * & (ete CRD ) (= D+ Sr Qee-n + 


+ N?v,/2 — Nv(0)/2 + Epo, (4.7) 
E, = N (h?k?/6m) (Fermi energy) 
which just corresponds to the transition to the Hamiltonian (2.5) from (2.1) 


in the case of Bosons. Introducing the creation operator Bf and the destruc- 
tion operator B, by 


all Wp ‘a __, (Nmk\": 
ees (sear Can Ge Px, 
“a (soy Ie y N mk? “tHe 
Buse Gaar) Gras (a = 


hky\? _ Nv,|*!2 
om i (ae) + 


2 
Hb SoBB, +5 Elo, — Al 4S Dg i, ee) 
i i m 2 2 


(4.1) 


(4.7) becomes 


In this way the energy of the Fermions has been expressed by that of Bosons. 
This situation has an analogy with the neutrino theory of light in which the 
energy of photons has been expressed by the operators of neutrinos. 

When the interaction potential is of so short range that the Fourier coef- 
ficients of larger wave numbers thanik, cannot benegligible, the above method 
becomes invalid. A limit of applicability of this method is given by the following 
reasoning. According to the assumptions (1) and (2), the maximum excitation 
energy is obtained by pushing all the Fermions occupying the phase points 
lying within the Fermi top and outside the wave numbers 3k,/4 and —3k,/4 
out to the neighboring phase points lying within the wave numbers 5k,/4 and 
—5k,/4. This energy amounts to h?k?/4m per particle. This affords the limit 
of the applicability. For a shortrange potential, the mean kinetic energy per 
particle might exceed this critical value. For the ground state the mean kinetic 
energy is given by 


(Ky, _ 16xm Se (h2k2 + 4 Nv,/2m)'/2 (4 k2/2m)'/s : 
N (2xh)? (h k2/2 m)'/2 (Ak? + 4N0,/2m)2 | 


which must be smaller than the critical value. rae 
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§5. Collective description 


Recently the quantum-mechanical collective description has been proposed by 
BouM [2] and Tomonaca [8], [13]. In Boum’s theory of metallic electrons 
making use of a contact transformation we are led to the collective represen- 
tation in which the total Hamiltonian splits up into the energy of the plasma 
oscillation and the energy of the motion of individual particles, or shortly the 
internal motion. TOMONAGA [13] pointed out that the same procedure as 
Bohm’s can be extended to more general cases where the collective motions are 
described by collective coordinates given by functions of the W particle coor- 
dinates. 

Boum introduced a set of auxiliary variables to describe the organized beha- 
vior of metallic electrons observed as plasma oscillation. The results obtained 
by this method, especially the cohesive energy and the paramagnetic sus- 
ceptibility of a metal are fairly inaccord with the experimental results!) ; how- 
ever, as shown by ADAMS and others [12], some inaccuracies can be pointed 
out in his method. These weak points are not proper to the problem of metallic 
electrons but they are encountered on applying BoHM’s theory to a simpler 
problem such as BOGOLJUBOV’s hydrodynamical approximation [J] in which 
the canonical conjugate of the density operator is utilized. Another problem 
left unsettled in BOHM’s theory is the applicability of the random phase 
approximation which becomes invalid as the excitation energy increases, 
especially for the case of a short-range potential. 

Here we consider the hydrodynamical approximation of BOGOLJUBOV [7] and 
ToMONAGA [8] in the scheme of BOHM’s collective description. 

As mentioned in Section 3 the momentum density operator can be considered as 
the canonical conjugate of the density operator under certain conditions. In 
the following we shall deal with approximate commutation relations such as 


» GQ?) = Nhe, [4% , 69] =0;7,7 =1,2,3 (5.1) 
Q 


instead of the exact ones (3.6). A measure of this approximation is afforded 
by the mean deviations of the exact relations (3.6). The mean deviation of 


[ous Gi | for the ground state is given by 
D = (h2K®P? Cops, Or ek oS h| k®| Nl: frat (5.2) 


where f, is the form factor as observed in the scattering of x-rays. As in the 
case of liquid helium, the form factor is usually negligible for small wave num- 
bers and tends to unity as the wave number increases. Therefore the mean 
deviation is at most of order N’/: and can practically be dropped out for small 
wave numbers. 

Here we deal with an interaction potential which is of so long range that the 
Fourier coefficients specified by larger wave numbers than a cut-off wave 
number k, can be neglected. Either for a Bose system or for a Fermi system 


1) Anm. d. Red.: Vgl. Pines, Rev. Mod. Phys. 28, 184 (1956) und D. Pings in Solid 
State Physics. Vol. 1 (1955), Academic Press, New York. 
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the total Hamiltonian is expressed by 


pee Sp? oe ex ies ee sa (5.3). 
= Fm ey Pi te x meenp teh 3 : 2 : i | 


jai 


Instead of this Hamiltonian, BoHM and PINEs started with the Hamiltonian 
H, obtained by a contact transformation of the form 


- ke 
U, =exp | 3 feat, (5.4) 
1, ly N 
t= (F) Weary (Fr) tee (—ik - x;) (5.5) | 


where f, are the canonical conjugate of the auxiliary variables «,. Now the 
transformed Hamiltonian H, takes the form 


A, = aie AU, = Hin + Aeon +H, (5.6) 
Nodes 1 N? N 
Aa a : : — % — — v(0 5.7) | 
ek No be | 
Aeon = > 2 PRB ae Dy HP Vy, Oy Oy 5 (5.8) 
ke 
Hy; = > Bx (5.9) 
where 

Le : SP? =. Ce (5.10) 

reo io tater ea ko i6 ° 


In order to cancel out the redundant degrees of freedom introduced by the 


auxiliary variables, we impose a set of subsidiary conditions 


(a, — &,) ®; = 0 (5.11) | 


upon the wave function (state vector) ®,. The Hamiltonian H;, represents the 


energy of the individual particles interacting with one another through a weak 
short range potential, which is assumed in the above to be negligible. The 
Hamiltonian H’ corresponds to the interaction energy between the electrons 
and the longitudinal electric field in BoHM’s theory. If H’ were ignored, H, 
would be divided into two parts: Hj, and H.oy. Heo, might be considered as 
the energy of the collective oscillation; however, it can be pointed out [12] that 
the neglect of H’ leads to the absurd result that the number of oscillation 
quanta becomes divergent. 

Next we consider a second transformation which should cancel the interaction 
energy: 


as 
U, = exp j— + ra 7041 f (5.12) 


The transformed Hamiltonian H, = U>!H,U, takes the form 
N20,  Nv(0) 


2 5. hs ve 


Hy = Hi) + HG, + Hs + (5.13) 
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ihe reali 
(2) s 
Ho == 3B, Begs =e: 2 4(z) [w_, [%, T]] + © in Xp Xp 


Hix = Sim, T} yeaa (5.14) 


and the subsidiary conditions turns out into 
E,D, = 0. (5.15) 


In this representation the Hamiltonian H, is not commutative with z,, there- 
fore it depends upon the collective coordinates é,. For the true wave functions 
satisfying (5.15) the eigenvalues of H, are identical with those of the rest part 
of H, independent of &, denoted by H,|<,— 0. For nuclear collective motions, 
following TOMONAGA’s reasoning M1yAZIMA[14] expanded Hg] ¢,— 0 in a power 
series of €,. The same result can be obtained more directly by a contact trans- 
formation of the form 


U =)050,U;, (5.16) 
for which we find that 
é,U == Uc, 7t,,U aoe UB,. (5.17) 


In this representation the transformed quantities, as well as the transformed 
Hamiltonian, become independent of both &, and 2,. Therefore the wave 
functions are, in principle, expressed in terms of the coordinates independent 
of &,, the relative or the internal coordinates. The eigenfunctions of H, are 
determined uniquely except for some arbitrary functions of &,, which should 
be determined by taking account of the subsidiary conditions. In Bohm’s 
theory the treatment of the subsidiary conditions has not been presented. 
Since it is not feasible to take account of the conditions given in the form 
(5.15), we try to modify them into the form 


QO, =0, (5.18) 
‘ ws we 1 "Is 
of =|) "eat i (sea) mf (5.19) 
2 
ees (Bosons) 
m 
wo = 
| Ie| Keg 


(Fermions); hk, : Fermimomentum 


which take the place of the conditions (5.15) corresponding to those ey 
jn Boum’s theory. These conditions turn out to be 


0 1} 
(0) — (On ; lo 
2, Po= (Sa) 3 ar tila) | pene <4 oy 
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in the original representation. They require that thestate of the auxiliary) 
field is restricted to the state of the zero-point oscillation. | 
Now we consider the eigenvalue problem of the Hamiltonian H, expressed by 


N2v, Nv(0) 
Oa ae a 


H, = Hin + Heon + H’ + (5.21). 
1 ke 1 ke 4 \2 | 
Hy = TS Sime +> D(z) Sebalrelt, TH 6.22) 


m= by a [m., 7], (5.23) 


ke 2 N 
Aeon = = 2 Be Ps — (5) eal! ea pe kK? | a, A_z, 


keoce | 
H! = 3 — (mm, T) a, (5.24)) 
where the commutators are written as | 


, Me 

— [n, T) =(¥) [k|-1 (kk: T,), (5.25)) 
h2 kt 
me 


4 2 N 
(+) [em TI = 2 NS | 3(k- Pye + 


To?) — [ T9)(x)exp (—ik- 2) dz = 


| 


| 
| 
| 
and 7’, implies the Fourier coefficients of the kinetic stress tensor | 
N a ge 
=m? S [esp (tk: 2) | PP PY? — 
i 


Go PF 4 PY par 
hk pall aa ah 


~ 


220) BG 3 th 
:: a (READ ey PROT ES” 


a aes 


Here we assume the wave function ®, in such a formas ®, = py, wherey is a 
function of the N-particle coordinates and the auxiliary variables a, and y 
is a function of the a,. This is the well-known adiabatic approximation applied 
first by BORN and OPPENHEIMER [19] to the theory of molecular spectra. 
Neglecting the derivatives of y with respect to the a,, y is obtained from th 
eigenvalue equation of the form 


1 ke 
[H. a a pub-+| y= L,y (5.27) 


where E,,depends on the a, regarded as external parameters. The eigenfunction 
x is determined from the equation 


es 3S BeBe + E. z seg TP a (5.28) 
’ | 
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This approximation can be applied to the problem of a Bose system considered 
by BoGoLjuBov and to that of a one-dimentional Fermion system treated by 


_TOMONAGA. 
_In the case of the Boson system the eigenfunction wo for the lowest state is 


simply given by 
vy = 1: (5.29) 


Tt can be shown that (5.29) satisfies the subsidiary condition (5.19). The eigen- 
functions of the auxiliary variables representing states of the collective 


oscillation are determined from the eigenvalue E, for (5.29) which reads 


Nn? N Baa gee he 
Bag = 7% — 50) + 5 2 (tar Fel), (5.30) 
N h2k? 1s 
oo, = |k| (= %% + : 


rae (5.31) 


In this representation the Hamiltonian of the collective oscillation is expres- 


sed by 
1... 9 ke * 1 K 
Aeon = 2 Dy (Bx B-x + WE, &~) = h i My, (01 b, + =) (5.32) 


where the creation and the destruction operators of the oscillation quanta are 


defined by 


aE "a f . 
bt — ($4) a+ —F@hony-"s Al, = (53) a, + §(2he,)- pal. (5.33) 


This result is precisely in accord with that of the method of quasi particles 
of BOGOLJUBOV [7], except for that the occupation number n, appearing in the 


expression (2.7) has been replaced by the total particle number N. The diffe- 


rence comes from the excitation of the internal motion ignored in BOGOLJu- 


| BOv’s theory [7], [20]. As the wave function representing the lowest excited 


states we consider 


a i 
WK = N-/s Poy exp (1K . 2;) (5.34) 
j 


which represents the one-particle states corresponding to FEYNMAN’s one- 


roton states. We exculde the wave functions specified by smaller wave 


_ numbers than k,, because they do not satisfy the subsidiary condition (5.19) 


and giverise to the same eigenvalues H, as y,. The excitation energy for (5.34) 


defined by the expectation value for px%: 


éx = <H, — Ep>x,o (5.35) 


results in 


: De ea Ts4 
cppratifihatad eat waa) [a alt (5.36) 
0 
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Therfore we can conclude that the excitations for smaller wave number 
than k, are given by the collective oscillation and those for larger wav 
numbers are afforded by the internal motion. This result is almost the sam 
as that presented by BRENIG [16] [20]. ; 
Next we consider the Fermion problem of ToMONAGA [8]. In this problem w 
consider the lowest single-particle state represented by the antisymmetrize 
wave function | 
Wy = N-*s det exp (tk - xj), (Sia) 
instead of (5.29). Noting that ; 


Hy, =9 


we get the Hamiltonian of the collective oscillation in the form 


“ 1 ke % 
Hoon = 5 > (6b. + Wh” Oy Op) (5.38 


where the frequency of the oscillation wy is 


h2k? Ne Nas 
of =|kl (Fe + 3%) ors (5.3 


This result is in accord with TOMONAGA’s. The excitation of the interna: 
motion can be considered in a similar way to the case of Bosons. 


§ 6. Concluding remarks 


In Section 4 we have shown that the hydrodynamical approximation o| 
BOGOLJUBOV for Bosons and that of TOMONAGA for Fermions are capable o 
affording the correct results for the excitations of small wave numbers whick 
correspond to the excitations of LANDAU’s phonon, and that the excitationso 
the internal motion become of importance as the wave number increase 
tending to and beyond the inverse of the mean atomic spacing. By takin} 
account of the interaction energy H’ it can be shown that the change in th 
excitation energy of the internal motion becomes positive and the energ 
spectrum exhibits an “‘energy gap’’ to resemble LANDAU’ sroton energy. Ther 
fore we can conclude that there appear no excitations except for the phono 
at very low temperatures. As pointed out by LANDAU [J], BOGOLJUBOV [ 
and FEYNMAN [17], this is the condition that the superfluidity occurs. 

In the above, we have dealt with a long-range interaction potential, therefo 
this method cannot be applied to the real problem of liquid helium for whic 
the Fourier coefficients of the potential become divergent, So far as the sma 
wave numbers are concerned, evenin this problem, the approximate commut 
tion relations (5.1) are useful, because their mean deviations given by the forn 
factor are practically negligible for the small wave numbers; however, for thi 
large wave numbers, we ought to deal with the exact commutation relations 
For such a problem of a short-range potential, it seems to be promising t} 
apply FERMI’s pseudopotential determined by phase shifts [78]. 
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For Fermions, we have considered the one-dimensinal problem. In extending 
the above method to three dimensions, we meet with the difficulty that the 
interaction energy H’ cannot be ignored in obtaining the energy even for the 
ground state. In order to evade this difficulty, one of the authors [19] intro- 
duced a set of one-dimensional oscillators. Such a treatment is allowable only 
for a weak and long-range interaction potential. The results given by BoHM 
and PINEs for metallic electrons have been supported by a number of experi- 
mental results!) and seem to be physically correct. Though they assumed that 
the subsidiary conditions can be ignored and the random phase approximation 
is useful, these assumptions will be invalid for the case of a short-range 
potential. Even in such a case the collective motion is possible, if the energy 
spectrum to the motion of individual particles exhibits a large ‘energy gap” 
compared with the spacings of energy levels of the collective motion. 

Here we have not tread into the problem of the collective surface oscillation 
or the collective rotation of a nucleus). 
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Mesische Atome’) 


Von D. D. IVANENKO und G. E. PUSTOVALOV 


§ 1. Einleitung 


Die Annahme, daB negative Mesonen unter Bildung eines mesischen Ato 
einige Zeit um einen Kern kreisen kénnen, bis sie von ihm eingefange 
werden oder spontan zerfallen [1], ist vor einigen Jahren experimentell be 
statigt worden. Ferner fand man, da Mesonen aus der kosmischen Strahlung 
die in schweren Elementen zur Ruhe kommen, die Entstehung von y- Quante 
mit einer Energie der GroSBenordnung einiger MeV verursachen (das entspric 
etwa der Energie fiir den Ubergang 2P —> 18 eines Mesons in schweren mes} 
schen Atomen [2]). SchlieBlich wurde von CAMAC u. a. [3] (1952) die Existen 
z-mesischer Atome (z-Atome) bei der Untersuchung der charakteristische 
Réntgenstrahlung nachgewiesen, die auftritt, wenn kiinstlich mit Hilfe vo 
Beschleunigern erzeugte Mesonen in der Materie zur Ruhe kommen. Dur 
ein 4hnliches Verfahren fanden FITCH und RAINWATER [4] u-mesische Ato 
(u-Atome), deren Strahlung fir das gesamte perjedicchs System bis Z = 
untersucht wurde. 

Das mesische Atom besitzt im Vergleich zum gewohnlichen wasserstoffah 
lichen Atom eine Reihe spezifischer Besonderheiten: Das Meson befindet si 
in ,,Kernnahe“, es kann vom Kern eingefangen werden, es geht mit den Kerr 
nukleonen Kernwechselwirkung ein, auf den Bahnen eines mesischen Ato 
gibt es verschiedene Teilchensorten (Elektronen und ein Meson), die Meson 
besitzen anderen Spin usw. Aus dem Studium mesischer Atome darf man als 
neue Aufschliisse tiber Kernbau und Teilchenwechselwirkung erwarten. 
Die Bildung mesischer Atome durch negative Mesonen, die in Materie zy 
Ruhe kommen, laBt eigenartige und tiefgehende Schliisse auf Kerneinfang un 
Zerfall negativer Mesonen zu. Das macht die auBerordentlich hohe Zahl v 
Publikationen tiber die Kigenschaften mesischer Atome verstandlich. In d 
Arbeiten [5 und 8]*) werden die Erscheinungen ausfihrlich betrachtet, di 
auftreten, wenn Mesonen in Materie zur Ruhe kommen, namlich der Einfan 
von Mesonen durch das Coulombfeld des Kerns, die Bildung mesischi 
Atome, Strahlungsiiberginge und Augeriiberginge, bzw. im Falle me 


scher Atome, Konversionsiibergiinge und der Einfang eines Mesons aus eint 
Bahn durch den Kern. 


1) Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 61, 27—43 (1957). een 
*) AuBer der in [7] angefiihrten Literatur s. a. [9—20]. 
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Das u-Meson besitzt eine verhaltnismaBig groBe Lebensdauer (v = 2,22 - 10-8 

sec). Die Wahrscheinlichkeit, daB es durch Nukleonen absorbiert wird, ist so 
_ gering, daf es in leichten mesischen Atomen zerfallt, bevor es eingefangen 
wird. Die Lebensdauer solcher mesischer Atome ist daher praktisch durch die 
des Mesons selbst gegeben. Von Z ~ 10 ab beginnt der Kerneinfang zu tiber- 
wiegen. Daher ist die Lebensdauer schwerer j-mesischer Atome durch die 
Wahrscheinlichkeit fiir den Kerneinfang bestimmt. Sie betragt gréBen- 
ordnungsmaBig 10-8 sec. 
Andererseits besitzen die z-Mesonen sogar in den leichtesten mesischen Ato- 
men eine groBe Wahrscheinlichkeit, vor dem Zerfall vom Kern eingefangen 


"31a, 7= %2,Q=6x10-**cm? 88 Ph, T=0 
Die nichtrelativistische Nullpunkts- 


energie wurde tur konstante |, Vullpunkts’-Energie 1, Mullpunkts”- 

ie ten gsdichte eines Kerns mit etwas groBer als 4¢MeV \Energie etwa 5MeV 
dem Radius R=1,4-10-%A 83cm | 

berechnet | | lI bet | 

Magnetisches Moment ig: 


des Mesons M = eh/uc 
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Moment des Mesons 


M=1,2-ehfuc | 


| 
1 
| 
Jc a 
{ 
| 
7 ' 
Dieladungsdichte, wachst 
zur deragrenze hin | I | 
(R) APES Polos 
ae =1+A/455 | 
i hana 
! 


“02° 0  Odai0ee 06% -02 0 02 04 06 
Energiednderung in MeV 


_ Bild 1. Einflu& verschiedener Eigenschaften von Kern und y-Meson auf die Ubergangsenergie 2 P > 1S fiir 
die “-mesischen Atome Tantal und Blei [27]. Q — elektrisches Quadrupolmoment des Kerns; 7 — 
Kernspin. 


zu werden. Die Niveaus z-mesischer Atome haben daher eine betrachtliche 
'Breite. Die Lebensdauer des z-mesischen Wasserstoffes betragt nur 10- sec, 
_ die Lebensdauer des freien z-Mesons 2,6 - 10-8 sec. 
“In erster Naherung sind Energien, Bahnradien und Ubergangswahrscheinlich- 
keiten fiir mesische Atome durch die Formeln fiir gewéhnliche wasserstoff- 
_ahnliche Elektronenatome gegeben. Der Bohrsche Bahnradius wird dabei 
| um den Faktor u/m, kleiner als der Elektronenbahnradius (m,-Elektronen- 
| Masse, pt-Mesonenmasse). Die in ,,Kernferne“ kreisenden Elektronen tiben 
keinen wesentlichen EinfluB auf ein in,, Kernnahe“ befindliches Meson aus. Im 
Grundzustand schwerer mesischer Atome (z. B. in w-mesischem Blei) befindet 
sich das Meson etwa wiahrend der Halfte seiner Gesamtlebensdauer ( ~ 4 - 10-8 
sec) im Innern des Atomkerns. In dieser Zeit legt es in der Kernmaterie einen 
Weg von etwa 5 m zuriick (Dichte der Kernmaterie ~ 10°t/mm%, d. h. ~ 1014 
g/cm). Gestalt und GréBe des Kerns iiben daher groBen Einflu8 auf das 
System der Energieniveaus eines Mesons im mesischen Atom aus. Wenn man 
die Eigenschaften eines gebundenen Mesons studiert, kann man folglich weit- 
aus mehr Aufschliisse tiber die Kerneigenschaften gewinnen (GréBe und 
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Gestalt des Kerns, Verteilung der positiven Ladung tiber das Volumen, elektri- 
sches Quadrupolmoment des Kerns sowie auch Krafte nichtelektromagneti- 
schen Ursprungs, die zwischen Mesonen und Nukleonen wirksam sind [21]), als 
wenn man ein Elektron in einem gewohnlichen Atom untersucht. Anderer- 
seits kann man aus den Eigenschaften mesischer Atome einige praziser 

Kenntnisse iiber das Meson selbst erhalten (z. B. iber magnetisches Moment 
und Masse). Aus Bild 1 ist ersichtlich, wie verschiedene Eigenschaften von 
Kern und Meson die Gro8e der Ubergangsenergie 2P +18 beeinflussen. | 


| 


§ 2. Experimentelle Untersuchungen an mesischen Atomen 


Es wurde bereits erwahnt, daB mesische Atome kiinstlich mit Hilfe von Be; 
schleunigern erhalten werden kénnen. Bild 2 zeigt die typische Anordnung 
fiir die Untersuchung der mesischen Atomspektren. Die bei der Bremsung vo 
Protonen in einem Target im Innern des Zyklotrons gebildeten negativen 
z-Mesonen werden durch das 
Magnetfeld des Zyklotrons 
selbst und durch  spezielle 
Magnete fokussiert. Danack 
werden sie durch ein System 
von Zahlern auf einen Ab) 
sorber geleitet, der dasjenig¢ 
Element enthalt, dessen me} 
sische Atome uns _ intere | 
sieren. Das Biindel enthalij 
auch die beim z-Zerfall ge: 
bildeten u-Mesonen. Die Any 
J ‘ : zahl der z-Mesonen verringe 
ee sich mit dem Abstand vo 
0 05 10 15m Zyklotron, waihrend die Zah 
Se : iy 
der u-Mesonen zunimmt. I 
folgedessen kann man m 
iba ianeden Filter Far Hilfe einer solchen Anord 
Réntgenstrahlen nung sowohl az- als auc 

it-Mesonen untersuchen. 


1 
, 
fi 
| 


HH Photo - Die Réntgenstrahlen, die vo 
y | multiplier} den Mesonen im Absorb 4 
Y u 5 erzeugt werden, werden dure] 
Mesonenbinde/ UG Absorber, in dem die einen Szintillationszéhler ref 
07234 5em sap Atome gebildet gistriert, der mit einem Photd 


. multiplier gekoppelt ist. De 
Bild 2. Versuchsanordnung zur Untersuchung der Spektren tektor fiir die Impulse dé 


mesischer Atome [22]. « — Gesamtanordnung; sae : . | 
b — Ziihlersystem: 1, 2, 3, 4, 6 — Szintillationszahler Photomultipliers ist ein Meh 
zum Registrieren von Mesonen; 6 ~— Zihler (NaJ—  kanal- Amplitudenanalysato 


| 


Kristall) zum Registrieren der Photonen, die beim Uber- * * * 

gang der Atommesonen entstehen; die Zahler J, 2, 3, 5 der mittels irgendeiner Ron 

sind in Koinzidenz und die Zahler 4, 6 in Antikoinzi- enstrahlenquelle beka 
’ , nnt 

denz geschaltet. Mit Hilfe von Aluminiumplatten kann ae ie a icht ; 

man erreichen, da&® der gré&te Teil der Mesonen im teeel gl gEoeics wird. 

Absorber zur Ruhe kommt. einigen Fallen wurde 
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Kichung mit Hilfe der Strahlung von mesischen Atomen bei bekannter Uber- 
gangsenergie vorgenommen [23]. 


Die Messung der Ubergangsenergie einiger mesischer Atome war durch die 
Anwendung einer Technik méglich, bei der die kritische Absorption aus- 
genutzt wird. Dazu werden Filter zwischen dem Absorber und dem Photonen- 
zahler aufgestellt. Die GréBe der Ubergangsenergie wird mit der gut bekann- 
ten scharfen Absorptionsgrenze der K-Serie der Réntgenstrahlung fiir das 
Filtermaterial verglichen. Durch Wahl von Filtern mit verschiedenem Z kann 
man die Grenzen feststellen, zwischen denen die Ubergangsenergie liegt. 
Insbesondere kann man mit diesem Verfahren genauere Werte fiir die Massen 
von #z- und z-Mesonen erhalten [24, 25]. 


Mit der beschriebenen Anordnung kann man nicht nur die Ubergangsenergie, 
sondern auch die Quantenausbeute messen, d. h. die Zahl der Mesonen, deren 
zur Ruhe kommen im Absorber mit einer Photonenstrahlung bestimmter Ener- 
gie verbunden ist [22, 26—29]. Mit Hilfe der Quantenausbeute kann man fest - 
stellen, wie sich die Wahrscheinlichkeit fiir den Kerneinfang eines Mesons 
von einer bestimmten Bahn zu der Wahrscheinlichkeit fiir Strahlungsiiber- 
gange verhalt). Dieses Verhaltnis mu8 z. B. fir die Einfangswahrscheinlich- 
keit Wp aus dem 2 P-Zustand und die Ubergangswahrscheinlichkeit We p_.1s 
fiir den Ubergang 2 P 18 proportional Z? sein. Die Wahrscheinlichkeit fiir 
den Strahlungsibergang ist namlich proportional Z*, wahrend die Kernein- 
fangswahrscheinlichkeit proportional ist einerseits der Zahl der Kernprotonen 
Z und andererseits der zu Z® proportionalen Wahrscheinlichkeit, daB sich das 


_ Meson im Kerninnern aufhalt (d. h. der GréBe|y.,(0)|?). Die Kerneinfangs- 


wahrscheinlichkeit fiir das Meson ist somit insgesamt proportional zu Z®. Die 
experimentellen Ergebnisse [22] befinden sich in Ubereinstimmung mit der 
theoretischen Z-Abhangigkeit W2p/Wep_.i1s = 0,2 Z* nach MARSHAK und 
MESSIAH [30]. 


Der Vergleich zwischen den experimentellen und den theoretischen Werten 
fiir die etre enetile 2P—>1S in p-mesischen Atomen mit Z-Werten von 
13 bis 83 fiihrte zu einem tiberraschenden Resultat fiir die KerngréBe [4, 31]. 
An Stelle des scheinbar durch viele Daten gut bestatigten Wertes Ry = 1,4 - 
- 10-13 cm in der Formel R = R,- A’: fiir den Kernradius ergab sich Ry = 1,2 - 
-10-13cm. Wir werden uns hier nicht mit einer Diskussion der KerngréBe be- 
fassen2). Wir vermerken nur, da8 die Verteilungen fiir Protonen und Neu- 
tronen nicht tibereinzustimmen brauchen, wenn von einer ,,effektiven Kugel“ 
im Falle nicht kugelférmiger Kerne die Rede ist. Ferner ist die effektive Kern- 
gréBe fiir verschiedene Effekte anscheinend verschieden. 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Die Konkurrenz zwischen Strahlungstibergangen und Auger- 
iibergingen wurde kiirzlich von DEMEUR, Nuclear Physics 1, 506 (1956) und von 
STEARNS, Phys. Rev. 105, 1573 (1956) untersucht. PODGORECK!J zeigt, wie man aus 
Winkelkorrelationen zweier aufeinanderfolgender Quanten auf den Spin des Mesons 
schlieBen kann [Zurn. eksper. teor. Fiz 29, 374 (1955); Soviet Physics JETP 2, 363 
1956)}. 

5 mo d. dtsch. Red.: Vgl. MiTTELSTAEDT, Fortschr. d. Phys. 8, 497 (1955) und 
Forp und HI, Ann. Rev. Nucl. Sci. A, 25-72 (1956). 

3 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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§ 3. Beriicksichtigung des Kernvolumens 


Die Ladung ist iiber ein endliches Kernvolumen verschmiert. Daher liegen 
die Niveaus mesischer Atome héher, als fiir punktformige Kerne zu erwarten 
ist (Schwichung der Wechselwirkung). Dieser Effekt ist aus der Theorie der 


121 
Ji-P bse f-Sb 5 
1 2a 26° 7 2a 26 
0 3S 1,753 0 35 0,762 
1 2, 2.08% : [3D.,,0,876 
Dy, 2, 124 3D, 2,122 3%, 0,816 [32,0818 
2 5h, 30,2108 RS, 207 gf PA RID, 0823 
4 353R,2332 —‘3Dy, 2165 353, 0848 3P, 0,831 
—~ 25 3563 a82 25 1,585 2S 1,603 
4 P4607 2P yy 1845 22,1832 — 2p 1832 
ae = a a = i , 
seat ——< SS ——2P,, 1881 —2P 1895 
& 28, 4842 22, 4,787 2 25,28, 1,887 Ve Yo 
—-25,2P, 5,390 2 2 
6 
7 
3 
8 
Ps 
10 —15999 4 
— 1S 10,477 
11 
12 
5 
13 
Se ha 185,436 
% 
15 6 
16 
7 
7 
18 
% — 15 7.590: 
20 8 
MeV 


27 —7521,011 
MeV 


Bild 3. Energieniveaus in «-mesischem Blei und u-mesischem Antimon, berechnet 1. ohne Beriicksichtigung 
des Kernvolumens mit Hilfe der Dirac-Gleichung; 2. bei konstanter Ladungsdichte im Kern a) mit 
Hilfe der Dirac-Gleichung durch die Methode der AnschluBbedingungen fiir die Wellenfunktionen an 
der Kerngrenze und b) mit Hilfe der nichtrelativistischen Schrédinger-Gleichung durch die 
Variationsmethode. Neben den Niveaus sind ihre Energien in MeV angegeben. Mesonenmasse 207 me, 
Kernradius 1,2- 10-** cm [44]. — Anm.: Bei Antimon, 1. Spalte, mu8 es beim Term 28, 2 Pry, 1,915 
statt 1,881 MeV heiBen. 


Isotopieverschiebungen gewohnlicher (Elektronen-) Atome bekannt. Dort 
ist er ibrigens weitaus unbedeutender als fiir die hier betrachteten mesischen 
Atome. 

Dieser Effekt tibt auf S-Niveaus einen gréBeren EinfluB aus als auf P-Nive- 


aus, auf P-Niveaus einen gréBeren als auf D-Niveaus usw: So liegt z. B. das 


oF ‘ N 
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2S-Niveau fiir u-mesisches Antimon héher als die Niveaus 2 Pi, und 2P3,,, 
und das Niveau 38 liegt héher als 3 P:,,,3Ps),,3Ds, und 3D:),. Injz-mesischem 
Blei liegt auBerdem das Niveau 3P:), (bzw. 3P:),) hoher als das Niveau 3D:;,, 
(bzw. 3Ds);) (Bild 3). 

In einem Atom kénnen sich im Prinzip mehrere Mesonen befinden, so daB die 
f-mesischen Atome in einem periodischen System fiir w-mesische Elemente 
angeordnet werden kénnen. Offensichtlich ist das fiir z-mesische Atome nicht 
méglich. z-Mesonen kénnen sich als Bosonen in beliebiger Zahl in einem 
Niveau aufhalten. Da die Endlichkeit des Kernvolumens eine Anderung der 
Niveauanordnung bewirkt, stimmen die Eigenschaften des Systems der p- 
mesischen Atome nicht mit denen des Mendelejewschen Systems fiir Elektro- 
nenatome tiberein. 

Zur Ermittlung der Energieeigenwerte und der Eigenfunktionen eines Mesons 
im mesischen Atom miissen wir die nach den bekannten kernphysikalischen 
Daten verniinftigste Verteilung der positiven Ladung im Kern wahlen und die 
Bewegungsgleichung fiir das Meson im elektrischen Feld des Kerns lésen. Man 
schreibt gewéhnlich den u-Mesonen die Dirac-Gleichung zu), waihrend fir 
z-Mesonen die relativistische skalare (oder die in unserem Falle mit der ska- 
laren tibereinstimmende pseudoskalare) Klein-Gordon-Gleichung gewahlt 
wird. 

Die denkbar einfachste Protonenverteilung liegt vor, wenn die Protonendichte 
im Kerninnern konstant ist und auBerhalb des Kerns verschwindet. Inner- 
halb des Kerns hat man in diesem Falle das Thomsonsche Oszillatorpotential 
und auBerhalb des Kerns das Coulomb-Potential zu wahlen: 


eZ [3 1 r \2] 
V(r) = aE = (q) |@<® 
ce 
asia 


(1) 
V(r) (tat). 

Die Ermittlung der Eigenfunktionen und Energieeigenwerte fiir das Meson 
ist sogar fiir eine so einfache Potentialkombination eine recht schwierige 
Aufgabe, die nicht in geschlossener Form ausfihrbar ist. 

Fir leichte mesische Atome (bis Z ~ 10) kann man zur Berechnung der Ener- 
gieinderung des Mesons infolge des Einflusses des Kernvolumens in nicht- 
relativistischer Naherung die Storungstheorie heranziehen. Als Storung kann 
die Differenz zwischen Coulomb- und Thomson-Potential im Kerninnern an- 
gesehen werden. AuBerhalb des Kerns gibt es keine Stérung. Dann ist 


R 
Zer Ze*{ 3 1 nN 
AB y= f pti AV y—s dv = feat) | rr R iB 2 (z) I pat 
0 


(2) 


(R-Kernradius; R,,,(r) — radiale Wellenfunktion des Keplerproblems fiir ein 
mesisches Atom). Wenn wir die radiale Wellenfunktion bei r = 0 nehmen, 


1) Amn. d. dt. Red.: Diese Zuordnung wird durch den kirzlich bestimmten Wert 
des g-Faktors des -Mesons bestatigt. Vgl. GARWIN et. al., Phys. Rev. 105, 1415 (1957). 
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ergibt sich leicht 


AR. £0 1Z RN ARS PE a 1) ZR 
e2-—sale): poe Ons (Fe 
AE,  —- 2 (n? — 4) (n? — 1) (ZRY® (3) 
Boers 225 n> ( b ie 


2 
Hier ist 6 =*, der Bohrsche Radius der Mesonenbahn und y die reduzierte 


Masse des Mesons. 
Kinen besonders groBen Einflu8 auf die Lage der Energieniveaus tiben Kern- 
groBe und -gestalt bei mesischen Atomen mit hohen Z-Werten aus. In diesem 
Falle darf man die Endlichkeit des Kernvolumens nicht mehr als kleine 
Stérung und das Keplerproblem nicht mehr als die nullte Naherung ansehen. 
Bei Z ~ 30 wird der Radius der Bohrschen Bahn eines Atommesons bereits 
vergleichbar mit dem Kernradius. Fiir Blei ist der Bohrsche Bahnradius sogar 
um den Faktor 2,3 kleiner als der Kernradius (u-Meson). Der EinfluB des 
Kernvolumens macht sich hier schon derart stark bemerkbar, daB die Energie 
des Niveaus 1 S um das 2- bis 2,5fache geringer ist, als aus einer Rechnung fiir 
punktférmige Kerne folgt. 
Fiir schwere mesische Atome kann man als ungestértes Problem die Lésung 
fiir das unendlich ausgedehnte Oszillatorpotential wahlen, wahrend man die 
Differenz zwischen Coulomb- und Oszillatorpotential auBerhalb des Kerns als 
Stérung auffaBt [32]?). 
Man kann dieses Problem auch mit Hilfe der Variationsrechnung l6sen, die bei 
geeigneter Wahl der Probefunktion auch fiir mesische Atome mit groBem Z 
brauchbare Resultate liefert. Die Variationsmethode hat den Vorzug, da8B 
die Wellenfunktionen verhaltnismaBig einfache analytische Ausdriicke 
sind. Dieses Verfahren kann auch bei der Lésung einer ganzen Reihe 
anderer Probleme verwendet werden (siehe z. B. den folgenden Paragraphen). 
Genauer wird die Lésung, wenn man die Wellenfunktion an der Begrenzung 
des Kerns gewissen AnschluBbedingungen unterwirft. Im Falle der Dirac- 
Gleichung wird fiir die Wellenfunktion an der Kernbegrenzung Stetigkeit ge- 
fordert, wahrend bei der Klein-Gordon-Gleichung sowohl die Funktion selbst 
als auch die erste Ableitung stetig zu sein hat. Fur nicht normierte Funktionen 
hat also 

F; R; 

G; r=R i R; 


zu gelten (F,, G; und F,, G, sind die Realteile der Wellenfunktionen aus der 
Dirac-Gleichung, wahrend R; und R, die Realteile der Wellenfunktion aus 


_ Fo 


aie Ra 
Tae oY 
r=R Ralr=r 


(4) 


r=RK G, 


1) Anm. d. dt. Red.: SHau, Proc. phys. Soc. A 68, 945 (1955) hat den 1,$:;, und 2 P3),- 
Term fiir “-mesisches Pb mit der Kernladungsverteilung 


cB? —| 


= Ze|—(c—1)6 — 

Zeo e| (c ) haar : 

berechnet und findet nach stérungstheoretischer Beriicksichtigung der. Spin-Bahn- 
Wechselwirkung 5,81 MeV als Energiedifferenz (Nichtrel. Naherung). 

. 
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der Klein-Gordon-Gleichung sind. Die Indizes i und a beziehen sich auf die 
Lésung innerhalb bzw. auBerhalb des Kerns, R bezeichnet den Kernradius). 
Die Energie geht in die Wellenfunktionen als Parameter ein. Daher sind die 


Beziehungen (4) Gleichungen zur Bestimmung der Energieeigenwerte. 


n(Zahl/ der Protonen inX?) 


40 


w7 


35 


anf =1,8666-70-3¢m 


Na ele 
i tebed 
el fowsler 


Lae 
[5 | 
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3,623 3,620 3,615 3,609 3,600 3596 2S 


4508 $529 4556 4572 4,606 4623 oPy, 
—— et 457 4,606 4623 oP, 


5 4458+ 4,706 5734 $753 £797 Ge09°%, 


5 Die Niveaus wurden bei konstanter 
Ladungsdichte im Kern (a) fir 
R=1,17:10-8A cm berechnet 

ai Ybergangsenergie 22, 1S 
‘in allen Fallen 5,9965MeV 

8 

9 a 

10 


10,504 10,525 10,551 10,568 10.608 10,620 HG; 
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Bild 4. Verschiedene Verteilungsformen der Ladungsdichte im Kern und die entsprechenden Energieniveaus 
fiir w-mesisches Blei. Neben den Niveaus sind ihre Energien in MeV angegeben. (Nach [37] ge- 
héren die Kurven 1, 2 und 3 der Familie I!) mit den Werten n = 0,1 und 3 an, die Kurve 4 der 
Familie II mit m = 4 und die Kurve 5 der Familie III mit n =8 und» 8 = 3; 6 = konstante 
Ladungsdichte. Die Energie fiir den Ubergang 2 Ps iz 1S wurde in allen Fallen zu etwa 6 MeV ge- 
w4hlt, um Ubereinstimmung mit dem Experiment zu erreichen). — Anm.: Der untere der beiden mit 
2 Pay, bezeichneten Terme ist 2 P'/,. 


1) Anm. der dtsch. Red.: Die Familien sind definiert durch @(7) = Qo- fy (z) mit % = r/ro: 


Familie I: 


Familie II: 


Familie III: 
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Die im Unendlichen verschwindenden Lésungen der Dirac- und der Klein- 
Gordon-Gleichung kénnen auBerhalb des Kerns durch Whittaker- Funktionen 
oder durch Kombinationen aus entarteten hypergeometrischen Funktionen 
ausgedriickt werden. Die Lésung im Kerninnern kann man als verallge- 
meinerte Potenzreihe ansetzen. Die Energieeigenwerte ergeben sich aus der 
numerischen Lésung der Gleichungen (4). Dieses Verfahren eignet sich nicht 
nur fiir den Fall konstanter Protonendichte im Kerninnern, sondern auch fiir 
beliebige andere kugelsymmetrische Protonenverteilungen, die man als 
Potenzreihe in 7 darstellen kann‘)?). 

Wir kénnen auch das umgekehrte Problem formulieren: Aus den experimen- 
tellen Daten tiber die Energieniveaus mesischer Atome ist die Verteilung der 
Ladungsdichte im Kern zu finden. Zur Lésung dieser Aufgabe wurde die 
Dirac-Gleichung fiir reines u-mesisches Blei fiir verschiedene Verteilungs- 
formen der Ladungsdichte im Kern numerisch mit Hilfe einer elektronischen 
Rechenmaschine integriert [37]. Dabei stellte sich folgendes heraus: Fihrt 
die Zunahme der Ladungsdichte zum Kernzentrum hin zu einer Verschie- 
bung der Niveaus 18, 2 P.,, und 2P:,, um etwa ein und denselben Betrag 
nach oben, dann wird das Niveau 2S um einen etwa viermal kleineren Betrag 
nach unten verschoben (siehe Bild 4). Indessen wurde an u-mesischem Blei 
bisher nur die Energie fiir den Ubergang 2P — 1S gemessen, weshalb vor- 
laufig keinerlei Riickschliisse auf die Ladungsverteilung méglich sind. 
Ferner vermerken wir, daB das Meson seinerseits auf den Kerneinen gewissen 
EKinfluB ausiibt, der eine Deformation (Polarisation) des Kerns zur Folge hat 
(31, 38]. Dadurch kénnen die Rotationsniveaus des Kerns gestért werden. 
Das hat die Bildung einer Feinstruktur mesischer Spektrallinien zur Folge. 


§ 4. Die Polarisation des Vakuums in mesischen Atomen 


Eine interessante und sehr wesentliche Korrektur an den Energieniveaus mesi- 
scher Atome ergibt sich aus der Beriicksichtigung der Polarisation des 
Vakuums. Wahrend der Lambshift der Energieniveaus eines Wasserstoff- 
elektrons hauptsachlich von einer Korrektur an der elektromagnetischen Feld- 
masse des Elektrons oder dem EinfluB der Fluktuation des Vakuums (d. h. 
von den Nullpunktsschwingungen der Photonen) herriihrt und nur etwa 1/25 
der Verschiebung auf die Polarisation des Vakuums (d. h. auf den EinfluB der 
Fluktuationen des Elektronen-Positronen-Vakuums) entfallen, ergibt sich 
fir mesische Atome ein anderes Bild. Die Polarisation des Elektronen-Posi- 
tronen-Vakuums 4ndert das elektrostatische Potential des Kerns, in dessen 
Feld sich das Meson bewegt, unabhingig von der Masse des Mesons. Diese 


1) Uber die Methoden zur Erfiillung der Anschlu&bedingungen unter Beriicksichtigung 
der Endlichkeit des Kernvolumens siehe [4, 34, 35], aber auch [36] § 7, c. 


*) Anm. d. dt. Red.: BRENNER, Phil. Mag. VIII, 1, 432 (1956) hat fiir Ladungsdichten 
der Form 


y2— RN-1 
e(7) = to| + exp — B2 ] 


CBA ee . Ney ‘ 
einige Terme fiir schwere u-mesische Atome berechnet (Dirac-Gleichung* und nicht- 
relativistische Naherung). : 
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Anderung erfolgt in einer Entfernung von der GréBenordnung der Compton- 
Wellenlange des Elektrons (~ 10-1! em), die die GréBe des Kerns ubersteigt, 
der GréBenordnung nach jedoch mit dem Radius der Mesonenbahn iber- 
einstimmt. Die Korrektur an der elektromagnetischen Eigenmasse, die dem 
Quadrat der Masse des bewegten Teilchens umgekehrt proportional ist, ist fiir 
mesische Atome weitaus geringer als im Falle des Lambshift fiir ein Elektron, 
da die Mesonenmasse die Elektronenmasse iibersteigt?). Fiir kleine Z ist der Ein- 
flu8 der Polarisation des Vakuums auch fiir Niveaus mit groBem Bahndreh- 
impuls merklich, wenn der Kinflu8 des Kernvolumens gering ist. Diesen Sach- 
verhalt kann man leicht aus Bild 5 ablesen. 
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Bild 5. Z — Abhangigkeit der Aufspaltung des zweiten Niveaus in leichteren Kernen infolge verschiedener 
Effekte: 1 -- Relativistische Aufspaltung ohne Beriicksichtigung von Kernvolumen und Polari- 
sation des Vakuums; 2 — das Kernvolumen wird beriicksichtigt; 3 — die Polarisation des Vakuums 
wird ebenfalls beriicksichtigt. Unter ,,0‘‘ ist die nichtrelativistische Niveauenergie zu verstehen. Die 
Mesonenmasse betragt 207 m,, der Kernradius 1,2 - 10 ** A’/* cm. Wir machen darauf aufmerksam, 
daB die normale Anordnung der Niveaus in leichten mesischen Atomen (leichter als Bor) durch den 
EinfluB der Polarisation des Vakuums wiederhergestellt wird (das Niveau 2P liegt iiber dem 
Niveau 25). 


Die durch die Polarisation des Vakuums bedingte Niveauverschiebung fiir 
ein Meson ist durch 


oo 


AE, = — dae f Tar(k) (8) x 
0 
[443 — 2k? V4ks +i? ea any : 
| 38 (1 k ere 9 | (5) 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Zur Abhangigkeit der Korrektur von der Masse des Teilchens 
siehe SALPETER, Phys. Rev. 89, 92 (1953). 
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gegeben, wobei | 
Yee) ve [r\R,.(r)|? sin kr dr (6) | 
(siehe z. B. [43]). « = e*/he ist die Feinstrukturkonstante, &,,,(r) die radiale | 
Wellenfunktion des Mesons, gp (k) die Fourierkomponente des Potentials des _ 


auBeren Feldes, d.h. in unserem Falle die des Kernpotentials, und schlieBlich | 


ist ky = m,c/h (m,-Elektronenmasse). Fir einen punktférmigen Kern gilt | 
eZ 


| 

Po (k) = On? k2 (7) | 

und | 
1 | 

egy plese = | 

y(t) = oa | 

fens igs | 

147 | 

T,; (k) — k (1 + 422)4 usw. / 


| 
(¢ = bk/2Z, b = h?/ue? ist Bohrscher Radius der Mesonenbahn), und das | 
Integral (5) kann durch komplexe Integration ausgerechnet werden [44]. | 
Dabei ergibt sich ' 
| 
| 


3727 92 | 
AB eo fel (9) 
wobei 
__ nm, 
ot wa 
1 3 
D1 ees craps (F of 268) + (2 —? — 4e4) D(c), 


K,4(£) = a — 14¢? +a(Ss + 724) fai —e*) t+ 


+p dered | E+ det et — Fey] oe, (10) 


Kay(e) = = —10¢? ta(pe + 5.3) +> =e) t se 


+d a4 |G +2et— 10612) Fay], 
P(e) = (1 — e®)e In {e-1 [1 + (1 — €8)]}. 


Ahnliche, aber etwas umfangreichere Formeln kann man auch fir die Ver- | 
schiebungen der héheren Niveaus ausrechnen. Die aus solechen.Formeln be- | 
rechneten Resultate sind in Bild 6 und Bild 7 aufgezeichnet. 
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Wir untersuchen nun den Einflu8 des Kernvolumens auf die Polarisation des 
Vakuums. Man kann zeigen, daB die Polarisation des Vakuums infolge der 
Ladungsverteilung tiber das Kernvolumen fiir Kerne mit groBem Z merklich 
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Bild 6. Z — Abhangigkeit der Verschiebung der Bild 7. Z — Abhangigkeit der Verschiebung der Ener- 
Energieniveaus x-mesischer Atome infolge gieniveaus “-mesischer Atome infolge Polari- 
Polarisation des Vakuums [44]. sation des Vakuums [44]. 


geringer wird (siehe [45, 46]). Wenn wir als Quelle fir die Polarisation des 
Vakuums einen Kern mit gleichmaBig tiber das Volumen verteilter Ladung 
wanlen, dann ergibt sich fiir die Fourier-Komponente des Kernpotentials (1) 


eZ 3 /sinkR 
Pol) = oT Ree ER 


(R-Kernradius). Zur Berechnung der Anderung der Wellenfunktionen eines 
der Einfachheit halber durch die nichtrelativistische Schrédinger-Gleichung 


— cos ER) (11) 
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beschriebenen Mesons durch die Endlichkeit des Kernvolumens nehmen wir 
fiir die Zustande 18, 2S und 2P die Probewellenfunktionen 


Z\*2 | Z 
Ry9(7) =2(25) exp \—2er 


Z Z | 
R(t) = Ta Le | — 5 (0 +arfexp |—e Fr], (124) 


2 Z\"l2 Z 
Rate) = (+5) rexp|—t51| 


mit den Variationsparametern q, s und t.Wie tiblich werden diese Parameter: 
durch die Forderung nach einem Minimum der Energie mit dem durch (1)) 
gegebenen Potential bestimmt. Wir erhalten | 
| 

k | 

I, (4) = => 

Cr a | 

387k 1 stq 3—s* 
(i pxerss J 38 (lo cease | 
(s +9)? 1— Cs (13)) 

Sn ee ei 

1 -—= C2¢-2 
C+ ery | 


Hier ist gq < 1, s,¢ < 1/2; beigq = 1, s = ¢ = 1/2 wird aus (13) die Formel (8).| 
Zur Ermittlung der Niveauverschiebungen sind (11) und (13) in (5) einzu-; 
setzen. In Bild 7 sind die unter Beriicksichtigung des Kernvolumens durch) 
numerische Integration gefundenen Werte fiir die Verschiebung der Energie-, 
niveaus “4-mesischer Atome aufgezeichnet. Als Beispiel sei angefithrt, da8 die! 
Polarisationsverschiebung des 1S-Niveaus fiir “-mesisches Blei ohne Be- 
ricksichtigung des Kernvolumens 217 keV betragt, wahrend sie bei! 
Beriicksichtigung des Kernvolumens nur etwa 53 keV ausmacht; fiir die 
Niveaus 2S bzw. 2 P betragen die Verschiebungen 37 bzw. 33 keV ohne Be-. 
ricksichtigung des Kernvolumens und 17 bzw. 28 keV bei Beriicksichtigung| 
des Kernvolumens. | 
Nun sind bei allen bisherigen Berechnungen von Niveauverschiebungen in} 
mesischen Atomen, die durch die Polarisation des Vakuums bedingt sind, nur’ 
Terme der Ordnung aZ beriicksichtigt worden. Wenn man Terme hGheret 
Ordnung einbezieht, erhalt man im Falle punktformiger Kerne sogar fir bo 
mesisches Uran eine Verschiebung, die weniger als 0,02 °% der Niveauenergie 
ausmacht [46]. Diese Verschiebung wird offensichtlich nur noch geringer, wenn 
man das Kernvolumen beriicksichtigt. | 
Der Einflu8 der Polarisation des Vakuums ist tatsichlich durch das Experi 
ment nachgewiesen worden. Um einen mit anderen experimentellen Angaben 
tibereinstimmenden Massenwert fiir das y-Meson zu erhalten, war man beim 
Vergleich der theoretischen und der experimentellen Werte fir die Energie 


+ 


I, (k) =k 
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der Uberginge 2P 18S in f-mesischem Kohlenstoff, 3D— 2P in p- 
mesischem Phosphor und 4F -—> 3D in y-mesischem Sauerstoff gezwungen, 
eine auf der Polarisation des Vakuums beruhende Korrektur einzufihren 
[24]. 

In den Tabellen I und II werden die relativen Energien fiir den Ubergang 
2P — 1S fir z- und y-mesische Atome mit Z <.10 fiir die Effekte verglichen, 
die eine Niveauverschiebung verursachen (ausgenommen die Niveauver- 

_schiebung in z-mesischen Atomen infolge der Kernwechselwirkung zwischen 
z-Meson und Kernnukleonen). Die unkorrigierten Werte fiir die Ubergangs- 
energie wurden aus der nichtrelativistischen Schrédinger-Gleichung mit 
dem Coulomb-Potential bestimmt. Die relativistischen Korrekturen wurden 

mit Hilfe der Feinstrukturformeln fir die Dirac-Gleichung (u-mesische 

- Atome) und fiir die Klein-Gordon-Gleichung (z-mesische Atome) berechnet, 

-wobei Terme bis einschlieBlich zur Ordnung a2Z? beriicksichtigt wurden. 
Die Endlichkeit des Kernvolumens wurde durch die Stérungstheorie [siehe 
(3)] und die Polarisation des Vakuums durch die Formeln (10) beriicksichtigt. 
Fir Mesonenmassen und Kernradius wurden die Werte m, = 207 m,, 
m, = 272,5m, und R = 1,2 - 10-38. A’/s cm angenommen?). 


§5. Die Wechselwirkung zwischen 1-Mesonen und Kernnukleonen 


In z-mesischen Atomen muB sich die starke Wechselwirkung zwischen dem 

Meson und den Kernnukleonen bemerkbar machen. Die durch diese Wechsel- 

wirkung bedingte Niveauverschiebung kann nicht unmittelbar berechnet 

werden, da keine abgeschlossene Mesondynamik existiert. Man kann aber 
einen Vergleich zwischen den Experimenten zur Streuung und Absorption 
von a-Mesonen an Kernen und den experimentell bestimmten Daten tiber die 
_ Niveauverschiebungen in z-Atomen vornehmen. Die Bewegung eines Atom- 
_mesons kann anschaulich als Aufeinanderfolge von Streuungen des Mesons im 
' Kernfeld verstanden werden. Wir vernachlassigen die bei der Meson-Nukleon- 
_ Streuung an das Nukleon abgegebene Energie. Die mittlere hinzukommende 
-potentielle Energie der Meson-Nukleon-Wechselwirkung ist der Termver- 
_schiebung fiir einen gebundenen Zustand des Mesons in der ersten Naherung 
der Stérungstheorie proportional und auch der Anderung der Streuamplitude 
'a gegeniiber der Strenamplitude am Coulombfeld des Kerns (d.h. Phasen- 
_verschiebung 6, der S-Welle) in Bornscher Naherung: 


; : 
| a= = — 4 f Avar; AE =|y(0)|? [ AV ar. (14) 


‘Hier ist & = p/h; (0) = 1/V/x (Z/b)': gibt den Wert der Wellenfunktion 
. e 
des Mesons im Nullpunkt an (p-tmpuls des Mesons, b = et Bohrscher 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Neuere Werte fiir die Massen gibt CoHEN et. al., Phys. Rev. 
104, 266 (1956) mit m, = (206,84 + 0,12) m, baw. ma = (273,25 + 0,12) m, an. 


44 D. D. IvANENKO und G. E. PUSTOVALOV 


Tabelle 1: 


z-mesische Atome 


M4E2p— AEis 
_ Eep— Fis 


108 Eop— Es [keV] 


nichtrelati- Relativi- | 
Element Pia : Gesamt- vistisch ohne | stisch mit | 
IG AEN Volumen- SUCRE: anderung der| Beriicksichti- |Beriicksichti 
stischer effekt tion des Ubergangs- gung von gung you | 


Effekt Vakuums energie Volumen und |Volumen un 
Polarisation Ea aea | 
SL 
H} 0,09 i jy 1,40 2,421 2,424 | 
He 0,34 —0,38 2,81 297 10,722 10,752 | 
Li? 0,77 —1,28 3,82 3,32 24,50 24,58 | 
Be? 1,39 9172 4,62 3,28 43,76 43,90 
Bi 2,15 —4,89 5,26 2,52 68,58 68,75 | 
cr 3,14 =7;48 5,77 1,42 98,86 99,00 | 
Ni¢ 4,22 =1136 6,13 £01 134,79 134,66 | 
O16 5,54 —16,31 6,68 —4,10 176,29 175,57 | 
Fis 7,05 —23,34 0G —9,24 223,43 221,39 | 
Ne29 8,74 —29,97 7,40 13,84 275,96 272,19 | 
Tabelle 2: 


p-mesische Atome | 


a 
AE2 ps) — 4E\s { 


ae Top E2p, — Eis [keV] 
Ee Pe Fis Is 
i . . . . 
nichtrelati- Relativi- | 
Element Ree Bates Gesamt- vistisch ohne | stisch mit 
aiuaher Volumen- ok aes anderung der] Beriicksichti- |Beriicksicht 
Effekt effekt Pe idintes bergangs-| gung von gung von 


energie Volumen und /Volumen un 
Polarisation | Polarisatio 


Mesische Atome 45 


Radius der Mesonenbahn, -reduzierte Masse des Mesons). Unter Benutzung 
der Beziehung 


2 1 1 3 
= — si = _— —— — = — 
a x o( x) teal? >) (15) 
aus der Theorie des Isotopenspins folgt fiir die Niveauverschiebung in z- 
mesischem Wasserstoff 


AE 4 sioner: 
TR ua a py are ied le le Ls 
wobei 6, und 6, die Phasenverschie- ae Be* Be CRN ee Or ak 


bungen sind, welche die S-Streuung SpA tors Seri nia Phin 0 


eines z-Mesons an einem Nukleon als 
Folge der Kernwechselwirkung in 
_Zustanden mit dem Isotopenspin 
pL = 1/2 und T = 3/2 charakteri- 
sieren; E,,; = — e?Z?/2b ist die 


Bild 8. Anderung der relativen Ubergangsenergie 
2 P —1S in z-mesischen Atomen unter EHin- 
wirkung der Kernwechselwirkung zwischen 
a-Meson und Kernnukleonen. Experimen- 
telle Ergebnisse [23, 51]: @ — durch die 
Lage der Umkehrspitze im Mehrkanal- 
Amplitudenanalysator; 6 — durch Absorp- 
tion der Strahlung mesischer Atome in 
Targets mit verschiedenem Z. Berechnet 
fiir Kerne mit Z = N: 1 — nach DESER- 
GOLDBERGER-BAUMANN-THIRRING 
[48]; 2 — nach BRUECKNER [53]; nach 
der Formel (17) berechnet: 

E,p — E,g = 3/4 Ey. 


-ungestérte Energie des Niveaus 1S. Fir Kerne mit Z Protonen und N Neu- 
tronen ergibt sich 


AE ae 3N+4+2 ) 
= ——z—— 0s}. 


(ih aL ae ae (17) 
| Dabei wurde die Additivitaét der Streuung an Protonen und Neutronen vor- 
_ ausgesetzt (bei der Streuung von z -Mesonen an Neutronen sind nur Zustaénde 
mit dem Isotopenspin 7 = 3/2 beteiligt). Fir Kerne mit gleicher Anzahl von 
! Protonen und Neutronen ergibt sich fiir die Verschiebung des Niveans 1S 
mit 

AB 820, + 20, 
iyo ae pened: Ne 


eine quadratische Z-Abhangigkeit (siehe [48] und auch [49]). 

Die experimentellen Ergebnisse fiir die Verschiebung des Niveaus 18 in ver- 
schiedenen z-mesischen Atomen (bis zum Fluor) bestatigten nicht nur diese 
Proportionalitaét zu Z?, sondern sie stimmen auch gut mit den Experimenten 


(18) 
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zur Bestimmung der Phasenverschiebung bei der Pion-Nukleon-Streuun)| 
uberein. Aus (18) ergibt sich unter Beriicksichtigung der experimentelle}| 
Daten iiber die Verschiebung des Niveaus 18 (s. Bild 8) i] 


6: + 205 =a == 11% 20:2" (n = =). (19 
37 ec 
Andererseits erhielt OREAR (52) aus der Phasenanalyse der Streuung die Bel 


zichungen 6, = +9,2°7=0,167, 6 =—6,3°7—=—0,11 (far del 
Energiebereich 20 + 60 MeV). Durch Einsetzen dieser Werte in (19) ergiby 
sich gerade — 1,1°. Die Beziehung (6, — 63) > 0 ist erfiillt. Mit Ricksicht au} 


die angegebenen Daten nimmt (19) die Form 
An Ze 
E,s 850 
an. | 
Analoge Rechnungen wurden fiir den Fall durchgefiihrt, in dem das N ukleo) 
bei der Strenung des z-Mesons im Zwischenzustand einen groBen Impuls auf 
nimmt. Ein solcher Zwischenzustand entspricht der Absorption des Meson} 
durch den Kern unter Bildung eines Sterns (z~--+ Kern—> Stern). Nach BRUECK 
NER [53] erhélt man bei Kernen mit Z = N unter Beriicksichtigung de 
experimentellen Daten tiber die Absorptionswahrscheinlichkeit von Mesone} 
durch Kerne fiir die Verschiebung des Niveaus 1S?) 
AE, Vie ple 


Eis 985 | ° 2150° 


a) 
j 


Der Imaginarteil gibt die Niveaubreite an, die von der Absorption eine} 
Mesons von der K-Bahn herriihrt. Die Gesamtverschiebung ist durch di¢ 
Summe aus (20) und (21) gegeben: 


AE y fe Z 


Tig 1 456... + S150 


In Bild 8 werden die gemessenen Verschiebungen des Niveaus 1S in mesif 
schen Atomen mit den Formeln von DESER, GOLDBERGER, BAUMAN i 
THIRRING [20] und BRUCKNER [22] verglichen. Das Experiment liefert gutif 
Ubereinstimmung mit [20], wahrend [22] etwas zu hohe Werte angibt. BRUC 1 
NER erklart diese Abweichung aus unzureichender Genauigkeit bei dey 
Messung der Phasen der Mesonen bei der Streunng mit geringen Energien un i 
aus den Vereinfachungen, die bei der Ableitung der Formeln getroffe}} 
wurden. | 

| 

| 


, 


Die letzten Experimente zur Untersuchung der K-Serie der Spektren z-mes 
scher Atome wurden mit Hilfe von Proportionalzaihlern vorgenommen, dill 
in dem interessierenden Energiebereich (bis zu 100 keV) gréBere Genauigke 
als Szintillationszahler aufweisen. Die Ergebnisse dieser Versuche entspreche}} 
ebenfalls gut den Formeln von DESER u. a. und nicht denen von BRUECKNE 
(siehe Tabelle 2) [54]. 


1) Anm. d. dtsch Red.: Vgl. auch THOULESS, Proc. Phys. Soe. A 69, 280 (1956). 
4 
Ht yak 


| 
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Aus der Existenz einer zusatzlichen Verschiebung des Niveaus 1S nach oben 
bei der Beriicksichtigung von Kernvolumen, Polarisation des Vakuums und 
relativistischen Korrekturen ergibt sich das fundamentale Ergebnis, da8 
Meson und Nukleon sich bei kleinen Abstanden (von der GréSenordnung 
~ 4,2-10°%* cm, d.h. etwa das Doppelte der Compton-Wellenlange des 
Nukleons) stark abstoBen. Ahnliche, aber anzichende Krafte vom Typ der 
Kernkrafte sind zwischen Elektronen und Neutronen in gewéhnlichen Atomen 
wirksam; sie sind anscheinend bei der Isotopieverschiebung verhiltnis- 
maBig wesentlich (vergleiche z. B. in [36] § 7, d). 

Das Problem der Phasenverschiebung bei Meson-Nukleon-Streuung ist in 
letzter Zeit experimentell und theoretisch vielfach untersucht worden. 
Offensichtlich kann aus der Deutung der Pion-Nukleon-Wechselwirkung auf 
die etwas kompliziertere Frage der durch z-Mesonen vermittelten Nukleonen- 
wechselwirkung geschlossen werden, d. h. insbesondere auf die Kernkriafte 
und die Nukleonenstreuung. Die Daten iiber die Phasen und ihre Energie- 
abhangigkeit wurden in letzter Zeit wesentlich prazisiert. Sie bestatigen die 
Hypothese von der Ladungsunabhangigkeit der Kernkriafte und rechtfertigen 


_ die Beschrankung auf die S- und P-Streuung bei nicht zu hohen Energien. 


Die theoretischen SchluBfolgerungen werden wir hier nicht im Detail be- 


_ trachten. Wegen der Wichtigkeit dieser Frage bemerken wir immerhin, daB die 


moderne pseudoskalare Mesondynamik bei gewissen vereinfachenden Vor- 


- aussetzungen viele grundlegende GesetzmaBigkeiten fiir die Phasenver- 


schiebung bei der S- und P-Streuung von Pionen an Nukleonen in den beiden 
Zustanden mit dem Isotopenspin T = 1/2 und T = 3/2 befriedigend erklaren 
kann. Insbesondere ergab sich in Ubereinstimmung mit dem Experiment das 
Ergebnis, da die Phasenverschiebung 6g, (P:;,-Welle, T = 3/2) die in einem 
Energiebereich um 200 MeV 90° erreicht (d. h. eine Resonanzstelle passiert), 


| am wesentlichsten ist. Diese Resonanz wurde auch durch die Analyse der 
- Photoerzeugung von Mesonen bestatigt. Friiher wurden zur Deutung der 
_ Resonanz halbphanomenologische Modelle herangezogen (Modell eines ge- 
t gestérten Isobarenzustandes u.a.). In dem Bereich kleiner Energien nehmen 
‘die experimentellen Werte wie die dritte Potenz des Impulses (7%) zu, ober- 
_ halb 30 MeV sogar etwas schneller. Diese Resultate wurden durch die Analyse 


der Pionenstreuung bis zu der Energie 300 MeV bestatigt [54—56]. Die 


| Hauptphase 6,, geniigt der Beziehung 


3 
(5) ctg dg, = 8,05 — 3,8.0* (23) 


w* 


von CHEW-Low, die sich aus der Low-Gleichung ergibt (w*-Anfangsenergie 


| des Mesons minus Ruhenergie des Protons). Fir kleine Energien folgt hieraus 
| bg, = 0,235 73. Der Resonanzwert wird bei 192 MeV erreicht?). Diese wichtige 


Gleichung fiir die Phasen wurde auf der Grundlage von Kausalitaéts- und 


_ Invarianzforderungen abgeleitet. Im Vergleich zu der Behandlung der Pro- 
_ zesse durch die Stérungstheorie und die Tamm-Dancoff-Methode stellt diese 
Gleichung einen Fortschritt dar. Die Analyse der Streuung von Pionen und 


1) Uber die theoretische Analyse der Low-Gleichung siehe [57 —65]. 
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-mesischen Atomen gestattet es, den Charakter der spezifischen nichtelektro-| 
magnetischen Wechselwirkung zwischen Pionen und Nukleonen zu klaren 
(pseudoskalare, pseudovektorielle Kopplung, Rolle der nichtlinearen Terme 
in der Kopplung). Insbesondere ist die Bestimmung der Wechselwirkungs- 
konstanten méglich; als bester Wert wird heute /?/kc = 0,08 angeseheni 

(f — a-mesische pseudovektorielle , Ladung‘‘ des Nukleons). | 
AbschlieBend betonen wir, daB die auf sehr allgemeinen Beziehungen beru- 
hende erfolgreiche theoretische Analyse der Mesonenstreuung in den letzten: 
Jahren das Hauptergebnis der Mesondynamik war. Es macht moran | 
klar, daB trotz der durch mannigfaltige Experimente geschaffenen pessimisti-. 

schen Atmosphare kaum von einem ,,Zusammenbruch“ der Mesondynamik 
gesprochen werden kann. Im Gegenteil, die Méglichkeiten der Mesonentheorie 
sind lingst nicht erschépft. Sie entwickelt sich weiter und ,,erhebt“ sich auf 
das Niveau der Elektrodynamik. Die Fragen der Behebung der tiefen Schwie- 
rigkeiten der gegenwartigen Feldtheorie sind der Elektrodynamik und der 
Mesondynamik in bedeutendem MaBe gemeinsam. Sie beziehen sich vor allen 
Dingen auf die Divergenz der Feldbeitrage der Massen, der elektrischen 
Ladungen und anderer Kopplungskonstanten der Teilchen und auBerdem auf 
das Fehlschlagen der Versuche, bestimmte empirische Werte fiir diese GroBen 
zu erhalten. Diese Schwierigkeiten kénnen allem Anschein. nach auf dem 
Wege einer radikalen Verallgemeinerung der Theorie gelést werden, die bet 
Beriicksichtigung einer minimalen Lange méglich ist. 


Ubersetzt von Jiirgen Burmeister 
| 
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I, Die Methode der Funktionale in der Quantenfeldtheorie 


Einfiihrung 


In den letzten Jahren wurden in der Quantenfeldtheorie in weitem Umfang 
funktionale Methoden angewendet. Die Beachtung, die man diesen Methode 
schenkt, stiitzt sich auf die Hoffnung, mit ihrer Hilfe exakte Lésungen einige 
Probleme zu erhalten oder wenigstens einige exakte Beziehungen der Quan-+ 
tenfeldtheorie abzuleiten. Bis in die jiingste Zeit wurden fast alle Arbeiten auf 


1) Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 61, 53 (1957). 


) Die Paragraphen 3 und 4.2 sind von TULUB geschrieben worden; die ubrigen vo 
NovoZirov. 7% 
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dem Gebiet der Quantenfeldtheorie auf der Grundlage der Stérungstheorie 
durchgefihrt. 

Gegenwartig ist die Mehrzahl der Physiker der Ansicht, daB sogar in der 
Quantenelektrodynamik, wo die Kopplungskonstante klein ist, die Stérungs- 
theorie nicht als Grundlage zur Klarung prinzipieller Fragen dienen kann, 
weil die Reihenentwicklung divergiert. Dann sind funktionale Methoden 
zur Lésung der Gleichungen der Quantenfeldtheorie des Mesonfeldes unent- 
behrlich, da die Kopplung der Nukleonen an das Mesonenfeld nicht als klein 
angesehen werden kann. 

Im Gegensatz zu den anderen Methoden gestattet die funktionale Methode, 
die Feldgleichungen streng zu formulieren und erméglicht eine formale 
Lésung des Problems wechselwirkender Felder. Diese Besonderheit der 
Methode der Funktionale ist wichtig fiir die Erforschung des allgemeinen 
Charakters, fiir die Ausarbeitung von Naherungsmethoden, die sich von 
denen der Stérungstheorie unterscheiden, und fir die Lésungen der Feld- 
gleichungen. 

Die Arbeiten tiber funktionale Methoden kénnen heute (vom Standpunkt der 
Anwendung der Funktionale) in zwei Gruppen eingeteilt werden: Arbeiten, 
die erzeugende Funktionale behandeln und Arbeiten im Zusammenhang mit 
der funktionalen Integration. ’ ; 

Die Methode der erzeugenden Funktionale wurde 1928 von Fock eingefiihrt 
[1] und ausfihrlich in seiner Arbeit [2] aus dem Jahre 1934 behandelt. Diese 
Methode wurde in den folgenden Jahren zur Lisung einer Reihe von Auf- 
gaben verwendet [5—8]; aber eine breite Anwendung und Entwicklung 
erreichte die Methode der Funktionale erst in den letzten Jahren im Zusam- 
menhang mit der allgemeinen Entwicklung der Quantenfeldtheorie, die die 
Forderung nach relativistischer Kovarianz der Feldgleichungen und der 
Méglichkeit ihrer Losung ohne Benutzung der Stérungstheorie in den Vorder- 
grund schob. Der bedeutendste Fortschritt in der Entwicklung der Methode 
der Funktionale erfolgte mit der Einfiihrung der Funktionale von auBeren 
Quellen durch SCHWINGER [9], die erzeugende Funktionale der relati- 
vistischen Feldfunktionen und aquivalent der Lagrangeschen Formulierung 
von FEYNMAN [10] sind. 

Einige Arbeiten tiber funktionale Methoden wurden in den zusammen- 
fassenden Artikeln von BERESTECKIJ und GALININ [3], sowie von SILIN 
und FEJNBERG [4] beschrieben. Daher nehmen bei uns die in diesen Arbeiten 
behandelten Fragen nur einen verhaltnismaBig geringen Raum ein. 

In Teil I dieser Ubersicht behandeln wir ausfiihrlich die Methode der Funk- 
tionale in der Quantenfeldtheorie und erzeugende Funktionale fiir nicht- 
relativistische Funktionen. 

Erzeugende Funktionale fiir relativistische Funktionen, Funktionale in 
Raumzeit-Behandlung und funktionale Integrationen fiir das Fermi-Feld 
werden in Teil II der Ubersicht betrachtet. 


§1. Quantenfeldtheorie und Funktionale 
Bekanntlich wird ein Feld, vom klassischen Standpunkt aus gesehen, durch 
eine oder mehrere Funktionen der Koordinaten— die Potentiale p(x) des 
Feldes, die der Wellengleichung geniigen — charakterisiert. Das Feld kann als 
4* 
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mechanisches System mit einer unendlich groBen Zahl von Freiheitsgraden 
betrachtet werden. Denn will man klassisch den Zustand eines Systems mit 
endlich vielen Freiheitsgraden festlegen, so muB man nm voneinander unab- 
hangige Koordinaten q,; und n zugeh6érige Impulse p, (J = 1, ---, n) angeben. 
Der Zustand eines Feldes ist aber erst dann festgelegt, wenn fiir jeden Punkt 
1, Ta Tg, °-: des Raumes das Potential y und seine Ableitung nach der Zeit 
Op/ot bekannt sind, d. h. wenn man die unendliche Gesamtheit der Groen 
) 
y (ti); San: (Ea), A -++ kennt. 
Im Fall eines Systems mit endlich vielen Freiheitsgraden haben wir es mit 
Funktionen f (q, -++, Qn» Pi>***> Pu) (Energie, Bewegungsgr6Be usw.) der Koordi- 
naten gq, und der kanonisch konjugierten Impulse p, zu tun. Fir den Fall des 
Feldes werden die Energie und die anderen Feldgréf8en von einer unendlichen 
Zahl von ,,Koordinaten‘‘ g(z,;) und zugehérigen Impulsen abhangen; 7; 
durchléuft dabei alle Punkte des Raums. Somit mu8 man in der Feld- 
theorie Funktionen von einer unendlichen Zahl von Variablen (rj); ---, 
y(¢;) oder Funktionen der Funktion g(x), d.h. Funktionale der Funktion 
y (x) betrachten. 
Diese funktionale Abhangigkeit wird durch geschweifte Klammern be- 
zeichnet: F {y(z)} oder F {y} ist ein Funktional von (rz). Das einfachste 
Beispiel eines Funktionals ist das Integral F {y} = fh f (x) p(x) dz. 
- Betrachten wir zunichst die Variation 6F {gy} eines beliebigen Funktionals 
F {gy}, die durch Variation der Funktion g(x) am Punkte 2’ hervorgerufen 
wird: OF {py} = F {p(x) + Ad(a — 2’)} — F {py}. Die GroBe 


OPO} | a. aie 
seieh im oP a) 


hei®t dann funktionale Ableitung von F {y} nach ¢(z’). 
An Stelle von (1,1) kann man auch 


OF 3 
OF {g} - {5 dy(x) dx (1.2) 


é 


schreiben. Daraus folgt, wenn wir 


F {p} = y(2) = [ 6(2 — 2’) p(2') da’ 

setzen, daB 
Op (a) 
Op (x’) 


= 6(4 — 2’) (1.3) 


gilt. 

Ist F {py} das Funktional einer Funktion g(a), die ihrerseits wieder das 
Funktional einer Funktion y(x) ist, so ist die funktionale Ableitung von F 
nach y(2’) gleich 


SF {pty} f dp(z) OF ip}, 
Spleen Spear | te 
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Die Definition des funktionalen Integrals geben wir weiter unten?). 

Wie allgemein bekannt ist, lauten in der Quantenmechanik von Systemen 
mit einer endlichen Zahl n von Freiheitsgraden die Vertauschungsrelationen 
zwischen den Operatoren der Koordinaten g, und der Impulse p, 


[pr VI = By G1 — Nib = — tbw. (1.5) 


Wenn alle Ortsoperatoren ¢,; untereinander vertauschbar sind, so kénnen wir 
das System mit Hilfe einer Wellenfunktion Y(q, ---q,) beschreiben, der 
gegentiber der Operator q, wie eine Zahl wirkt (die Anwendung von g, 
bewirkt eine Multiplikation mit q,). Aus (1.5) folgt, wie allgemein bekannt, 
daB p, sich als Differentiationsoperator schreiben laBt: 6; = — i0/0q. 
Wenn wir jetzt zu unendlich vielen Freiheitsgraden tibergehen, indem wir n 
gegen unendlich streben lassen, so wird der Index / eine kontinuierliche 
Menge an Werten durchlaufen. Die so erhaltenen unendlichen Mengen von 
Koordinaten g; und Impulsen p; kénnen als Funktionen q(l) bzw. p(l) auf- 
gefaBt werden, die von der Variablen / als Parameter abhangen. In diesem 
Grenzfall mu8 man die Vertauschungsrelationen (1.5) in der Form 


[p (2), g(U’)] = — 16 —7) (1.6) 


schreiben, indem man auf der rechten Seite 6, durch 6(l — I’) ersetzt, 
wobei / stetig variiert. Die Wellenfunktion Y wird dann von einer unendlichen 
Zahl von Koordinaten qg, bzw. von der Funktion q(l) abhangen, d. h. Y wird 
ein Funktional von q(l): YW = ¥ {q(J)}. 
In der Quantenfeldtheorie haben die grundlegenden Vertauschungsrelationen 
fir Felder mit ganzzahligem Spin gerade die Form (1.6). Der Operator (z) 
des Mesonenfeldes (das Mesonen-,,Potential‘‘) haingt von den Raumzeit- 
Koordinaten x als Parameter ab. Sind die Zeitkoordinaten in den Operatoren 
g(x’) und 0g(x)/Ax, gleich, so gilt zwischen diesen Operatoren die Ver- 
tauschungsrelation 

bese v(e)| = —t63(2 — 2’), 2% = 2%. (1.7) 
Da die Operatoren g(x) und g(z’) fiir verschiedene Punkte x und 2’, aber 
gleiche Zeiten x) = x, miteinander vertauschbar sind, kénnen wir y(z) 
(bei festgehaltener Zeit) als Funktion der Koordinate q(/) wahlen, d.h. wir 
kénnen die Anwendung des Operators g(x) einfach als Multiplikation mit der 
Funktion gy’ (x) betrachten und das Feld mit Hilfe des Funktionals Q {9} 
der Raumfunktion q’ (x) beschreiben. Dann folgt aus der Vertauschungs- 
relation (1.7), daB der Operator 0g/0x, die Rolle der Impulsfunktion > (2) 
spielt. Die Beziehung (1.7) wird dann wegen (1.3) erfillt, wenn wir setzen 


Op (zx) natiw. wed , 1.8 
Tate ats oem nal Ce) 


1) Kinige mathematische Fragen im Zusammenhang mit der funktionalen Formulierung 
der Quantenfeldtheorie werden in dem Buch von FRIEDRICHS [11] betrachtet. Sie 
werden auch in dem Artikel von SyMANZIK [12] behandelt. 
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So ergibt sich die funktionale Formulierung der Quantenfeldtheorie als 
natiirliche Folgerung der Tatsache, da8 das Feld unendlich viele Freiheits- 
grade besitzt. 


Eine wichtige Rolle in der Quantenfeldtheorie spielt der Begriff des er- 
zeugenden Funktionals. Wir nehmen einmal an, da das Funktional F {p} 
der Funktion g(x) in eine funktionale Potenzreihe entwickelt werden kann 


Fig} = Pap): (1.9) 


F, {gy} = (0!) [ fa(@ +++ m) (a) «++ P(tn) G2... day. (1.10) 


Dann heiBt F {y} das erzeugende Funktional fiir die beziiglich ihrer Variablen 
24,-+-,% symmetrischen Funktionen f,(%,,..., 2%). Der Begriff des er- 
zeugenden Funktionals ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der erzeugen- 
den Funktion. Fir den Spezialfall, daB die Variable x nur den Wert x =a 
annehmen kann, erhalten wir aus (1.10), wenn wir g(x) = Cd6(x — a) 
setzen, 


die erzeugende Funktion fiir die Koeffizienten f,. 

Zwischen dem Funktional F, {gy} und der Funktion f, (a, ... z,) besteht ein 
eindeutiger Zusammenhang, der es gestattet, an Stelle der Funktion f, das 
Funktional F,, {y} zu verwenden. Das bedeutet, da man statt der unend- 
lichen Menge von Funktionen f, (x1, ..., %) 2 = 0,1, 2,..., die in (1.10) 
vorkommt, nur mit einer Gr6éBe, nimlich dem Funktional F {py}, zu rechnen 
braucht. 


Die Methode des erzeugenden Funktionals kann auch fiir den Fall, daB die 
Funktionen f,(2,,..., %) antisymmetrisch in den Variablen 2, ..., % sind, 
verallgemeinert werden. Dann kénnen aber die in dem Integral F,, {y}, vor- 
kommenden GroBen g(x) [s. Gl. (1.10)] keine Funktionen mehr sein. Denn 
waren die g(x) doch Funktionen und ware f,(2,,..., %,) antisymmetrisch in 
den Variablen 2, ..., %,, so wiirde das Integral F,, verschwinden. Damit sich 
das Integral F, bei Vertauschung zweier Variablen x; und a, nicht dndert, 
missen die Gré8en p(x) antikommutieren: p(2;) p(x) + p(x,) y(%) = 0. 
Die Bedeutung dieser antikommutierenden Groen wird in § 2 klar werden. 
Die Methode der erzeugenden Funktionale ist eng mit dem korpuskularen 
Aspekt der Quantenfeldtheorie verkniipft. Die Interpretation der Ubergange 
und des Zustandes des Feldes erfolgt mit korpuskularen Vorstellungen, die 
wir vorlaufig beibehalten; als die wichtigsten das Feld beschreibenden 
GroBen miissen wir die Wellenfunktionen f, (%,, ..., %,) ansehen, die sich auf 
eine bestimmte Teilchenzahl n beziehen und die geforderten Symmetrie- 
eigenschaften beziiglich der Teilchenvariablen 2,, ..., 2, besitzen. Wenn sich 
die Zahl der Teilchen andern kann, so miissen der Zustand und die Ubergange 
des Feldes im allgemeinen Falle durch eine unendliche Gesamtheit von 
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Funktionen f,(%,,..., %) [13], n = 0, 1,2..., beschrieben werden: 


fo, 
fi (%), 
f2(%, %2); 
Pere Xo, +++ Ly). 
An Stelle der Gesamtheit der Funktionen f,(x,, ..., %,) kann man auch das 


erzeugende Funktional von der Form (1.10) betrachten. 

Auf diese Weise kann ein Funktional nur dann den Zustand des Feldes oder 
Ubergangsprozesses beschreiben, wenn es erzeugendes Funktional beziiglich 
irgendwelcher Funktionen f, (2, ..., %,) ist. Die einfachsten Funktionen, die 
von den Veranderlichen von n Teilchen abhangen, sind die Wahrscheinlich- 
keitsamplituden Y,(2,,..., 2%), deren Absolutquadrat |¥,|? die Wahr- 
scheinlichkeitsdichte dafiir angibt, daB sich die Teilchen in den Zustanden 
2X4, ---, X» befinden. Das erzeugende Funktional fiir die Wahrscheinlichkeits- 
amplituden ist das ,,Focksche Funktional“. 

AuBer der Gesamtheit der Wahrscheinlichkeitsamplituden YW, (a, ..., 2n) 
sind uns noch andere Funktionen bekannt, mit denen man die Zustaénde des 
Feldes und Uberginge zwischen ihnen beschreiben kann (vierdimensionale 
Wellenfunktionen, Greensche Funktion); die Beschreibung durch Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden entspricht der nichtrelativistischen Quanten- 
mechanik, wahrend bei der Definition der vierdimensionalen Wellen- 
funktionen und der Greenschen Funktion der Forderung nach relativistischer 
Invarianz der Theorie geniigt wird. Diese relativistischen Funktionen hangen 
mit den Schwingerschen Funktionalen der 4uBeren Quellen zusammen. 

Die vierdimensionalen Wellenfunktionen, die Greensche Funktion und die 
anderen relativistischen Funktionen kénnen nicht so einfach gedeutet werden 
wie die Wahrscheinlichkeitsamplituden. 


Die Methode der Funktionale kann z. B. an einem Nukleonenfeld, das in 
Wechselwirkung mit einem neutralen, pseudoskalaren Mesonenfeld steht, 
erlautert werden!). Die Operatoren des freien Nukleonenfeldes mégen mit 
a(x) und p(x) (p = p*y4) bezeichnet werden, v(x) ist der Operator des 
freien Mesonenfeldes, die Spinorvariablen a@ und f werden gewohnlich 
zusammen mit den Koordinaten durch einen einzigen Buchstaben beschrie- 
ben, z. B. y(z), p(y). Dann bedeutet eine Integration tiber die Koordinaten 
x, y gleichzeitig eine Summation tiber die tbrigen Variablen. 

Fiir das weitere ist es ndtig, Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ein- 
zufihren. Wenn f(z) ein Losungssystem der Klein-Fockschen*) Gleichung 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. auch die betreffenden Kapitel in SCHWEBER-BETHE- 
Dr HorrMann, Mesons and Fields (2 Bde); Verlag Row u. Peterson (1955/56). 

2) Anm. d. dtsch. Red.: In der deutschen und englischen Literatur Klein-Gordon- 
Gleichung genannt; Schrodinger hat sie zugleich mit seiner nichtrelativistischen 
Gleichung aufgestellt. 
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(CO — w?){ (a) = 0 zu positiven Prscinony sate ist, das orthogonal und nor- 
miert im Sinne von 


=i [ 20,62) 372 2 = bj, (1.11) 


ist (do, ist hierbei das vierdimensionale Flachenelement einer raumartigen 
Hyperfliche), so wird der Vernichtungsoperator c, fiir das Mesonenfeld y(2) 


durch 
af! (h)® ; 
ee © [donot ae a (1.12) 
definiert. In (1.11) und (1.12) ist die Bezeichnung 


Oe gee 0A 


ris 1.13 
OX, On. "Ox, & Cts 


verwendet worden. 

Seien uw und » die Lésungssysteme der Diracgleichung (w™) und der 
konjugierten Diracgleichung (v™) zu positiven Frequenzen. Sie mdgen 
orthogonal und normiert sein entsprechend 


jue Vn UP? dou = On5, 


(1.14) 
[o® Vn 0? dog = dy; fue v,.v? do, =90 
(v = v*y,). Dann werden die Vernichtungsoperatoren fiir das Nukleonen- 
feld durch die Gleichungen 


el es [uw (2) Yu p(2) doz, | 


(1.15) | 
b, = | p(x) yn. v(x) do, | 
definiert. 

Die Erzeugungsoperatoren aj, bj, ci sind zu den Vernichtungsoperatoren 
ay, by, Cy hermitesch adjungiert. Betrachten wir das Feld zu einem gewissen 
Zeitpunkt und unterscheiden sich die Zustaénde der Teilchen in ihren Im. 
pulsen, dann erweisen sich die durch (1.12) und (1.15) definierten Ver-. 
nichtungsoperatoren und die Erzeugungsoperatoren als Koeffizienten dey 
entsprechenden Fourier-Entwicklungen 


1 | 

p(x) = scold [c(f)e** + ct(f)e-**] dk, aa@ 
1 | 

v(@) = [[u(p)a(p)e* + v(p) bt (p)e-*] d8p a | 
; Nig Heap ; , : 

p(x) | [u(p)at(p)e'?* + v(p)b(p)e'?”] dep, (1.18), 


~ (2a) 


x 
ven 
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wobei kx = (fx) — kywo ist und w und »v die Diracschen Spinoren sind. In 
(1.17) und (1.18) wird gleichzeitig mit der Integration tiber p tiber die Polari- 
sationen summiert. 

Die Vertauschungsrelationen zwischen den Erzeugungsoperatoren a*, b+, c+ 
und den Vernichtungsoperatoren a, b, c haben die Form 


{a* (p), a(p')} = 63 (p — p’), (1.19) 
{o* (p), b(p’)} = 43(p — py’), (1.20) 
[c(p), c*(p’)] = Hp — py’). (1.21) 


§ 2. Die Methode der Fockschen Funktionale+) 


1. Die Idee der Methode. Wir erlautern die Idee der Methode zunachst an 
einem einfachen Beispiel, um Komplikationen, die durch die Einfithrung der 
Funktionale auftreten, zu vermeiden. 

Wir betrachten daher aus didaktischen Griinden den Fall, daB die Mesonen 
sich nur in einem einzigen (fiir alle Teilchen identischen) Zustand befinden 
kénnen. Das Nukleonenfeld lassen wir voriibergehend unberiicksichtigt. 
W, sei die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dag ™ Mesonen im Feld vor- 
handen sind (sie hangt nur von der Zahl n ab). Bei einer unbestimmten Zahl 
yon Mesonen ist zur vollstandigen Beschreibung des Feldes die Kenntnis des 
gesamten Systems der GréfBen W,, n = 0,1, 2,..., 00 notig. 


In der Methode der Fockschen Funktionale wird der Zustand des Feldes 


statt durch das unendliche System der ¥,, durch eine GroBe 
va corny sy x. 
@(c) = A = YE CeO 10), (2.1) 
n! 


beschrieben. Dabei ist ¢ ein Parameter. Offensichtlich bestimmt @, ein- 
deutig Y%, und umgekehrt. So erweist sich w in dem betrachteten einfachen 
Beispiel als Funktion von ¢ und als erzeugende Funktion der Wahrscheinlich- 
keitsamplituden Y,. 

Um mit Hilfe der einen GréBe w(C) die Mittelwerte der FeldgréBen ausrechnen 
zu kénnen und um eine Gleichung fiir w(¢) aufstellen zu k6nnen, mu8 man 
festsetzen, wie die Feldoperatoren auf w(¢) wirken sollen. 

Die Erzeugungsoperatoren c+ und die Vernichtungsoperatoren ¢ gentigen in 


| unserem Beispiel den Vertauschungsrelationen 


ect — cto = 1. (2.2) 
Der Teilchenzahloperator ist 


Oe. (2.3) 


Wir zeigen, daB w(c) die Wellenfunktion des Feldes in der Darstellung ist, 
in der ct auf w(¢) angewendet einer Multiplikation mit c¢ entspricht: 


ctw(t) = €w(C). (2.4) 


1) Anm d. dtsch. Red.: Vgl. hierzu: BECKER und LEIBFRIED, Z. Physik 125, 347 (1948). 


58 J. V. NovoZiLov und A. V. TULUB 


Wenn (2.4) gilt, so folgt aus der Vertauschungsrelation (2.2), daB c dem 
Operator der Differentiation nach ¢ entspricht: 


cw(t) = ~ @(@). (2.5) 


Die Eigenwertgleichung des Teilchenzahloperators m mit den Eigenfunk- 
tionen A, kann jetzt in der Form 


& Ay (@) = 4n(0) (2.6) 


geschrieben werden, wobei n (positive, ganze Zahl) die Teilchenzahl ist. 
Die Eigenfunktionen von (2.6) sind Potenzen von c: 


A, = A,c*, (2.7) 
wobei A, eine Normierungskonstante ist, die sich aus der Bedingung be- 
stimmt, daB das Skalarprodukt von /, mit sich selbst gleich Eins ist: 
(An: An) = AiAy = 1. Daraus ist sofort ersichtlich, daB |A,|= 1 ist, d.h. 


in dieser Darstellung ist die normierte Zustandsfunktion fiir Zusténde ohne 
Teilchen A, = 1. Dann kénnen wir aber A, in der Form 


An = wale (ct)" Ao 


schreiben. Das Skalarprodukt der beiden Eigenfunktionen /, und d,, wird 
dann gleich 
(Ans Am) = AXA m((C*)" Ag, (ct)™ Ag) = AR Am(Ap, 6” (c+)™ Ay) = 
qe 
=A, A. qan c™ = |A,*nl6,_, oder A, = (x!) Pa Was 


c= 


Hier wurden die Gleichungen (2.4) und (2.5) verwendet sowie die Tatsache, 
da8B c+ der hermitesch adjungierte Operator von c ist. 

Somit erweist sich die Reihe (2.1) als Entwicklung der Funktion w(c) nach 
Eigenfunktionen 4,,(¢) des Operators der Mesonenzahl mit den Koeffizienten 
Y,. Da uns die Bedeutung der ¥Y%, von vornherein bekannt ist (es sind ja die 
Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir das Vorhandensein von n Mesonen im 
Feld), so ergibt sich w(¢) tatsichlich als die Wellenfunktion des Feldes. | 
Das Skalarprodukt der Wellenfunktionen w und w’ ist nach (2.1) und (2.8) 


gleich 

(Gin) eat OP eb ng (2.9) 
und fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude ¥Y, kann man den Ausdruck 
Y= (nl)-? Gy, ee) (2.10) 


oder 
d” = 
a (6), |. (2.11) 
c=0 
setzen. Wegen (2.10) erhilt man fir das die Funktionen Y, = Vn! ¥%, er- 
zeugende Funktional @ die Gleichung 


@(6') = (Ay, ee w). te, (2.12) 
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Zur Erlauterung von (2.12) bemerken wir, daB in der Darstellung, in der die 
Anwendung von ct wie eine Multiplikation wirkt, die Eigenfunktionen w. 
des Vernichtungsoperators c sich aus der Gleichung 


d < x 
del We'(C) = ¢ w(C) 
bestimmen, woraus 

we ~ exp [c’c] 


folgt. Dabei ist c’ ein Eigenwert des Operators c. 


2. Das erzeugende Funktional fir die Wahrscheinlichkeits- 
amplituden. Gehen wir nun zu dem wirklich vorliegenden Fall tiber. Wir 
wollen den Zustand des Mesons durch den Impuls p angeben. Die Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden dafiir, daB sich n Mesonen mit den Impulsen 
P,,--->Pn im Feld befinden, sind jetzt die Funktionen YW, (p,,..-., Py») der 
Mesonenvariablen. Der Zustand des Feldes wird genau so wie friiher auch im 
-allgemeinen Fall durch die Gesamtheit der unendlich vielen Amplituden 
W(pp---> Pn) 2 =0,1,2,...,00 beschrieben, von denen jede ein System 
von » Mesonen im Impulsraum beschreibt. Die Funktionen Y,(p,, - - -, Pn) 

sind symmetrisch beziiglich ihrer Variablen. 

Jetzt fiihren wir eine Hilfsfunktion ¢(p) mit einem Vektor als Argument 
ein und betrachten statt der Wellenfunktion ¥%,(p,, ..., Pn») das Funktional 
der Funktion c (p) 


1 ites = 
[Parr - ++ Pa) C(Pr)- ++ (Px) Bp, ---d py. (2.13) 


Da die GréBe Q,{¢} eindeutig die Funktion ¥, bestimmt und umgekehrt, 
kann man den Zustand des Feldes statt durch die Gesamtheit der Wahr- 
_scheinlichkeitsamplituden ¥, durch das erzeugende Funktional 


Q{c} = > 2,{2) (2.14) 


-Dpeschreiben. Erlautern wir nun die Bedeutung des Funktionals Q{c}. Wir 
sehen, da8 genau so wie in dem elementaren Beispiel § 2.1 §2{c} der Zustands- 
vektor des Feldes in der Darstellung ist, in der der Erzeugungsoperator c* (p) 
wie eine Multiplikation wirkt. Um uns davon zu tberzeugen, betrachten wir 
den Zustandsvektor ® in dieser Darstellung. Da jetzt der Operator c*(p) 
von dem Mesonenimpuls als Parameter abhingt, ist das Ergebnis seiner 
| Anwendung auf den Zustandsvektor ® eine Multiplikation von ® mit einer 
Funktion von p. Wir setzen also 


ct(p)® = c(p)® (2.15) 
Auf der rechten Seite steht dieselbe Hilfsfunktion ¢(p) wie in Forme] (2.13). 


In § 1 wurde durch die Formeln (1.5) —(1.7) gezeigt, daB aus einer Gleichung 
der Form (2.15) zusammen mit der Vertauschungsrelation 


[c(p), ct (p’)] = B(p — p’) (2.16) 
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folgt, da8 ® ein Funktional der Funktion ¢ (p) sein. mu8. AuBerdem mu o() 
der Operator der funktionalen Ableitung nach c(p) sein, d. h. es muB 
al 

dc (p) 

gelten. Die Formeln (2.15) und (2.17) im allgemeinen Fall entsprechen de ; 
Formeln (2.4) und (2.5) unseres elementaren Beispiels, in dem es nur einen 
einzigen Mesonenzustand gab. 


In der betrachteten Darstellung erhalt der Operator der Mesonenzahl di 
Form 


(p)® {2} = = B{e} (2.17] 


be 6 

n= ct Cc Cbp = Cc ————_— 9), (oad 

if (p)e(p) d*p Hi 350)" | 

Man kann sich leicht tberzeugen, daB die Eigenfunktionen von n Produkt¢ 
der Funktionen c (p) sind; das Funktional | 
Ay{@} = An@ (P1)@ (Ps) - - - € (Pa) (2.19 

(A, ist eine Normierungskonstante) gehért zum Eigenwert n. Fir de 


Spezialfall, daB die Impulse aller Mesonen gleich sind p, = pp =... = Pa 
erhalten wir Gleichung (2.7) des elementaren Beispiels. Eine besondere Be} 
deutung kommt dem Funktional A, des Vakuums zu (genauer dem Funk 
tional des freien Vakuums, da wir die Operatoren des nichtwechselwirkendet 
Mesonenfeldes verwenden). Nach (2.19) ist in der betrachteten Darstellun 
das normierte Funktional des Vakuums A, = 1. Deshalb ist (2.19) gleich: 
bedeutend mit dem Ausdruck | 


Ay = Anc* (py) c* (Pa) « - - C* (Pn) Ao- (2.2 


DefinitionsgemaB ist c(p) der hermitesch adjungierte Operator zu ct(p). Daj 
her kann das Skalarprodukt (Q,, 2’) = Q7.’ des Funktionals Q, [Gl. (2.13)] 
mit dem beliebigen Funktional 2’ in der Form 


1 
0 2 ma (f Pa(Ps--- Pade* (Py) «6° (Pn) Ao dp, - . . 4° Pq, 2’) = 


1 
= vail ale - ++ Pn) (Ao, ¢(Pr) - + €(Pn) 2’) Bp... Bp, (2.2 


geschrieben werden. Wenn man beachtet, daB c(p)Ao = 0 und Aject(p) = 
gilt, so kann man fiir das Matriexelement auf der rechten Seite von (2.21} 
auch 

6" QQ’ 
Oc (p1) --. 8 (Pn) | ep) = 0 


schreiben, wobei nach Ausfiihrung der funktionalen Differentiation c¢(p;) = | 
gesetzt werden mu. Ist speziell 2’ = 2),, so finden wir (Q,, Q),) + 
Snm(2n, 2.) oder im allgemeinen Fall | 


(Q,.2') = [PR --- Pa) Pipe Pa) BHP. (2.24 
n we eae : 


(Ap; ¢(P1) - « - ¢(Pn) 2’) = 
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Wenn wir in Formel (2.22) Q’ = A, setzen, so erhalten wir fiir die Nor- 
mierungskonstante A, [Gl. (2.19)] den Wert A, = (n!)-?. So erweist sich 
idie Reihe (2.13) als Entwicklung des erzeugenden Funktionals nach Eigen- 
funktionalen des Teilchenzahloperators. Da wir den Koeffizienten der Ent- 
wicklung Wi (py, -- +> Pn) die Bedeutung von Wahrscheinlichkeitsamplituden 
geben, ist 2{c} tatsachlich der Zustandsvektor ® in der Darstellung, in der 
die Anwendung von c*(p) einer Multiplikation mit c¢ (p) entspricht. 

Die Amplitude ¥/(p,, . . ., pz) konnen wir jetzt definieren als die GroBe 

1 6" Q{c} 1 

Wp, --- Pn) =—— (Ay, ¢ sere (De aay S = 

; ie io Vn! oo a) 6 (py) ---OC6(Pn) Vn! \5~0. 
Aus (2.24) folgt sofort eine Beziehung zwischen den Funktionen ¥, und ¥7, 
jin den Funktionalen 2 und 2’, wenn QQ’ = c+(p) Q ist. Setzen wir 2’ in 
| (2.24) ein und bringen die Funktion c(p) auf die linke Seite, so erhalten wir 


2.24) 


, 1 
En (PrP2 +++ Pn) = Va [Wr-1(Po Ps - +» Pn)O?(p — Pi)]s- (2.25) 
Dabei bedeutet [ ],, daB der Ausdruck in der Klammer beziiglich der Vari- 
-ablen p und p; symmetrisiert werden soll: 
[F(p,--- PrP) le = F(pi--- Pap) + F(Pr-- + PoP Pa) +--+: 
Ist 2” = c(p)Q, so tritt in (2.24) noch eine zusitzliche Differentiation auf, 
wir erhalten dann 


Wi (Pr. Pa) = Vn $1 Pas (pPr- ++ Pe) (2.26) 


Wir suchen jetzt Eigenfunktionale des Vernichtungsoperators ¢(p). Nach 
(2.17) gilt fir den Eigenwert c’ 


a 6 2. M3 
lp) Fel@} = so Fee} =e (p) Fu (@} 


c (p) 
oder 
F.-(0} ~ exp [['(p)e(p) @p]. (2.27) 
Betrachten wir nun 
} (Ay, exp [[ c(p) ¢’(p) dp| 2). (2.28) 


‘Entwickeln wir hier den Exponenten in eine Reihe und erinnern uns an die 
Definition (2.24) der Amplituden ¥Y,, so kénnen wir uns leicht davon tiber- 
izeugen, da® (2.28) nichts anderes als das erzeugende Funktional [der 
Funktion ¢’ (p)] fiir die Amplituden Y, = Vn! ¥, ist. 

3. Die Methode der Funktionale und die Fermi-Statistik. Die 
Verallgemeinerung der Methode der erzeugenden Funktionale auf Felder, 
die der Fermi-Statistik gehorchen, macht einige Schwierigkeiten. Die Ver- 
tauschungsrelationen (1.19) —(1.20) fiir die Erzeugungsoperatoren a*, b+ und 
die Vernichtungsoperatoren a,b haben das positive Vorzeichen an Stelle 
des negativen bei den Operatoren des Bose-Feldes, die Operatoren a+ und bt 
‘antikommutieren : 


fa*(p). at(p’)} = 0, {a*(p), B*(p)} = 9. (2.29) 
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In diesem Falle kann man keine Darstellung einfihren, bei der die Wirkung¢} 
des Operators a+(p) auf das Funktional 2 auf eine Multiplikation mit ap, 
hinauslauft: wenn man namlich zula8t, daB die Gleichung 


a*(p) 2 = a(p)2 
gilt, so muB auch die Gleichung 
a*(p)a*(p') 2 = a(p)a(p’) Q = a(p’) a(p) 2 


gelten, im Widerspruch zu den Vertauschungsrelationen (2.29), aus deney 
auBerdem folgt, daB a(p)? = 0 ist. 
Kine Méglichkeit der Verallgemeinerung ist mit einer zu (2. 20) analogen Forme 
verkniipft. Nach (2.20) ist die Entwicklung von Q in eine funktional 
Potenzreihe (1.15) gleichwertig mit einer Reihenentwicklung nach Produkter 
von Erzeugungsoperatoren, die auf das normierte Funktional A, des Va: 
kuums wirken. Das Produkt 


Anmt = (rtm! 1!) o¥ (E,) «0 (£1) B* (qm) -«- B* (qn) a* (Pa) «++ @* (Pi) Ay, oat 
[a(p)A, = 0, -b(g)A, = 0,.. c(A, = 0, (Ay, Api = 11 


erweist sich als Eigenvektor der Teilchenzahloperatoren far( a*(p)a(p)d® 


und if a b(q)d*q fir den Fall der Fermi-Statistik. Wir Rips mi 
Yami (Pr-+-PnlQi--+4m| &,---£:) die Wahrscheinlichkeitsamplitude d : 
fiir, zu einem bestunmeon Zeitpunkt t n-Nukleonen mit Impulsen 9,, . . ., Pil 
m-Antinukleonen mit Impulsen q,,..., qm und /-Mesonen mit Impulse? 
f,,-.., £, im Felde zu finden. Die Funktion VY, ,; ist antisymmetrisch beziigy 
lich der Variablen p,,.-.., Pp, Q1,--->Qm und symmetrisch beziiglich de | 
Variablen f,,..., £,. Der Zustandsvektor Q ist dann gleich | 


Q = Qa =" SiGeimilya iy Wild. (a) heal ues) x 


aml 
x ct (f,)...o()O*(Gn) . »-b*(a,)a* (pa). e*)A,, | ae 


Fir die GroBe ¥,,,,; erhalten wir 


~ <: i 


Pir Divsdn De hdr? Gen tick < G) = | 
= (n! m)1!)-"/2(Ao, at (py)... @* (Pn) b* (qa) « .. b* (Gm) c* (Ey)... e* (£1) Q). (2.32 


Aus (1.4) kann man leicht ableiten, wie der Erzeugungsoperator a+ und de 
Vernichtungsoperator a auf 2 wirken. Wenn Q’ = at(p)Q, so gilt zwische 
den Amplituden Y),,; aus Q’ und den Amplituden ¥,,,; aus Q eine B 
ziehung, die man erhalt, wenn man in (2.32) Q’ statt Q einsetzt und de 
Operator a*(p) auf die linke Seite zu A, bringt. Wenn wir beachten, da 
[Ag, at (p) 2] = 0 fir beliebige Q ist, erhalten wir 


; 1 | 
imi (Ba Pal <= | ---) = = 8 — Pr) Panami (Ba «Pal =< [os -) = 
0) = Pa) Varrme PaPae ats |<] 3) + ae 


.. & (eile ph) Peat ey. | ee 
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Wenn 2” = a(p)Q ist, so bestimmt man die zugehorigen Amplituden ¥%,,,,, 
direkt aus (2.32) zu 


amir... DP, |e [-t-) = Yoel Peet Pie Palle ae). (2.94) 


Jedoch erweist sich die Darstellung des Zustandsvektors in der Form (2.31) 
schon wesentlich als ein Abweichen von der funktionalen Methode und eine 
Rickkehr zur Operatormethode der zweiten Quantelung. Um in Uberein- 
stimmung mit den Vertauschungsrelationen (2.29) eine Funktionalmethode 
fiir die Fermi-Statistik zu entwickeln, muB man ein System von GréBen a (p) 
und 6(q) definieren, die von den Impulsen p und q des Nukleons bzw. des 


Antinukleons abhangen, die untereinander sowie auch mit den Operatoren des 
Nukleonenfeldes antikommutieren: 


a(p), a(p')} = 0, {0(q), B(q’)} = 0, | 
{a (p), b(q)} = 0 | 


und die gleichzeitig proportional der Einheitsmatrix im Raum der Nu- 
kleonen-, Antinukleonen- und Mesonenbesetzungszahlen sind. Man kann das 
mit Hilfe der von SCHWINGER [9] eingefihrten Vorstellung tiber die 4uBeren 
Quellen 74 (x) und 7 (x) des Nukleonenfeldes durchfiihren. Die Quellen 7 (x) 
und 7 (x) kénnen als GréBen, die sich auf ein beliebiges anderes vorgegebenes 
Feld beziehen, aufgefaBt werden. Da die Operatoren verschiedener Spinoren- 
felder untereinander antikommutieren, antikommutieren die Quellen 7 
und 7 mit den Operatoren Y und W’. AuBerdem ist {n, H\.== 05, da das 
Spinorfeld », 7 als vorgegeben vorausgesetzt war. Die GroBen @ (k) und b(k) 
mit den Eigenschaften (2.35) kénnen mit der dreidimensionalen Fourier- 


transformierten des negativen Frequenzanteils der auBeren Quellen identi- 
fiziert werden: 


(2.35) 


esl 1 Toye a , 
IO (2%) = Toy | @(p)U (pe-'?* Bp, , 
(2.36) 


1 — 

9 (#) = Toray f O(p) V (ple *P* dp. 

Dabei sind V (p) und U(p) Diracsche Spinoren des gegebenen auBeren Feldes, 
analog zu den Spinoren v(p) und w(p) in den Formeln (1.17) —(1.18). 


Jetzt kann man zu der Darstellung tbergehen, in der die Operatoren at (p) 
und 6*(q) einfache Multiplikationen bewirken: 


a*(p)2 = a(p)Q; bt (p) Q = b(p)Q. (2.37) 
Wegen der Antikommutativitat von @ und 6 ist bei der Definition der funk- 


tionalen Ableitung nach @ und b die Beachtung der Reihenfolge der Faktoren 
wichtig. Definitionsgem4B ist 


» es 62 
fa} = | dato) o> 


2 50 a 
6 = t= ene 6b d3 . 
2d} ‘ Fp) bw)? 


Bp, 
(2.38) 
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Die Operatoren der funktionalen Ableitungen nach @ und b antikommutieren: | 


fan ay = a it =O. 
da(p) db(q)J (bap) Sal’) 
Aus der Definition (2.38) folgt, daB 
tes , ap} = oe — 9, Gat bey} =m —py 
da(p) 6b(p) 
gilt. Daraus folgt weiter, daB man in voller Ubereinstimmung mit der 
Methode der Funktionale im Falle der Bose-Statistik setzen kann: 


a(p) é > ~b{p) = ae (2.39) | 


=) Se 2; ) 
6a(p) 6b(p) / 


In Analogie zum Fall der Bose-Statistik kann man schluBfolgern, daB im 
allgemeinen Fall der Wechselwirkung eines Nukleonenfeldes mit einem | 
Mesonenfelde die Entwicklung des Zustandsvektors sowie des Funktionals | 


von @, b, ¢ sich von (2.31) durch die Ersetzung des Produkts c(h)... 
_ 6*(f,)b* (Gm) - - - BY (qu) a* (Pp). a*(p,) Ap durch €(t,)... €(E,)b (qm) --- 
...6(q,) G(Pp) ... @(p,) unterscheiden. ! 

Betrachten wir nun den Operator 


R{a’, b'} = exp { [ [a (p)a(p) + b(p)b’ (p)] ap}. (2.40) ] 
Er ist ein Funktional von @’ (p) und 0’ (q). Wir erhalten 


o"R 
Oa’ (p,)..- 0a’ (Pn) 


} 
j 


Soe hile, ; 
aa) (p) 
und analoge Formeln fir die funktionalen Ableitungen nach 6(q). Vergleicht | 
man diese Formeln mit dem Ausdruck (2.32) fiir die Wahrscheinlichkeits- 
amplitude, so kann man folgern, daB dem erzeugenden Funktional Q fir 
die Amplituden VY,,,,, = Vn! m!1! Ym, die Gestalt 


Qa’, c’} = (Ay, Rexp ({ c” (k) c(h) Bk) Q) (2.41) | 


gegeben werden kann. 
Dann kann man statt der Formeln (2.32) fiir die Wahrscheinlichkeits- | 
amplituden Y,,,, schreiben: 


= Ra(Ppnp) - - - @(P,) 


Pant (Dit i Pas iG isi elaine ee 
il Ontm+l GC 


~ Ynimill 8a(p,) ...0a (Pq) 06(a,) ..6b (dm) 06(f) ... 00 (ty 


a=b=c=0 
(2.42)} 
Wie bei der Ableitung von Formel (2.23) kann man zeigen, daB aus der} 
hermiteschen Adjungiertheit der Operatoren a und at sowie bund b+. fiir die}|} 
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Definition des Skalarprodukts zweier Funktionale Q und £2’ 
(2', 2) = 


= Bf Pine (Pr +++ Pa| a s- Am | t+ ++ £1) Pome (Pr «+ Pal Qi-++ 4m | b--- ) X 
x Bp,... dp, d®q,..- dB qmd2k,...d?k, (2.43) 
 folgt. 
4. Gleichungen fir das Zustandsfunktional. Zur Ableitung einer 
Gleichung, der das in § 2 betrachtete Zustandsfunktional geniigt, mu8 der 
Energieoperator H durch die Erzeugungsoperatoren a*(p), 6*(q) und c*(f) 
sowie durch die Vernichtungsoperatoren a(p), b(q) und c(f) der verschiedenen 
Teilchen ausgedriickt werden: 
Hoe (a, bsc, 0.07 5,07). (2.44) 
In der Methode der Funktionale kann man, wie schon in § 2 erlautert wurde, 
eine Darstellung einfithren, in der die Erzeugungsoperatoren als Operatoren 
der Multiplikation mit den HilfsgréBen a(p), 6(q) und ¢c(f) auftreten. In 
- dieser Darstellung fiihrt die Wirkung der Vernichtungsoperatoren zur Bil- 
dung von funktionalen Ableitungen des Zustandsvektors 2 nach diesen 
HilfsgroBen. Um daher die Bewegungsgleichung fir das Funktional 2 zu 
erhalten, mu8 man in den Ausdriicken (2.44) die Ersetzungen 
a*(p) > ap), b*(q) > b(q), o*(t) > e(f) 


ns i rt (2.45) 
a(p) > d]/da(p), b(q) > 6/6b(q), e(f) — 0/d¢ (£) 

vornehmen. Dann ergibt sich die Schrédinger-Gleichung in der Form 

H(a, 6, ¢, 6/64, 6/40, 6/5c) = 1dQ/At. (2.46) 
Aus der Funktionalgleichung (2.46) kann man eine Beziehung fiir die Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden Ym, (2-32) ableiten. 
Fiir das untersuchte Problem der Wechselwirkung eines neutralen, pseudo- 
skalaren Mesonenfeldes mit einem Nukleonenfeld hat der Energieoperator 1 
fiir den Fall pseudoskalarer Kopplung die Gestalt 


ip tee Fie Hat Hs, 

Hy = } [Pala + (vey + ee), 

= he (2.47) 
H, = {@ax(piyp)y + mypy), 
Ho ig [Pxpysye- 


Wenn man die Fourier-Entwicklungen (1.16) —(1.18) der Feldoperatoren 
benutzt, erhalt man mit (2.45) fir Hy und H, die folgenden Beziehungen: 


H, = i dk kyc (t)d/d¢(E), 
H, = 2, [ @pE(p) {a (p) d/dai(p) + bi (p) 6/58:(P)} 
ly = + Vee, Po = E(p) = Vn? + p 


| 5 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Fir H,, folgt ein ziemlich unhandlicher Ausdruck, der entsprechend der ver-, 
schiedenen Kombinationen der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 
des Mesonen- und des Nukleonenfeldes aus acht Gliedern besteht. Nun kann 
man die Beziehung fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden (2.32) ableiten,, 
indem man die Entwicklung (2.31) fiir das Zustandsfunktional 2 benutzt; 
und in Gleichung (2.46) die Glieder miteinander vergleicht, die eine gleiche: 


Anzahl an HilfsgréBen a, b, c enthalten. Wir wollen das an dem sehr ein- 
fachen Beispiel erlautern, bei dem der Wechselwirkungsoperator des Me- 


sonen- und Nukleonenfeldes die Form 
Hy, = t9ys5 (x) | 


hat. In diesem Falle werden geschlossene Graphen, die der Erzeugung von 
virtuellen Nukleon-Antinukleon-Paaren entsprechen, nicht in Betracht Be} 


zogen, 
Die Gleichung fiir das Wellenfunktional erhalt dann die sehr einfache Form| 

(yp 0/0 x, + m) Q(x) = —igys p(x) Q(x), (2.48)} 
so daB der Operator g(x) in der Form ) 


(ayes 1 ” Bk 

ee Onis | V2ky 
geschrieben werden kann. Aus (2.48) und (2.49) folgt 

(y,0/0a, + m)Q = i} a? k {Gt (k) dQ/dc (€) — G(k) ¢ (k) Qh, (2.50) 


(e'*u 4 6/56 (t) + & MH" e(f)) (2.49); 


wobei 

5 Pi Ty 
(27)'! ia py is 
In Gleichung (2.50) hangen die Koeffizienten G@(k) und G* (k) explizit von der 
Zeit ab. Diese Abhangigkeit kann eliminiert werden, wenn man zum Schré-. 
dinger-Bild tibergeht: 


' Dy = exp (—1H,t) Lexp (i,t), 2 = exp (+ tH,t) Q). (2.52); 


G(k) = Ys: (2.51) 


Die Operatoren 6/dc (£) und ¢(f£) werden dabei gemaB 
exp (—1tH,t) 6/dc (k) exp (¢H,t) = exp (tkyt) 6/dc (k), 
exp (—7H,t)c (k) exp (t,t) = exp (—ikot)c (k) 


transformiert. Als Resultat erhalt man fiir das Funktional Q die folgende 
Gleichung?): 


(yu 8/Oxy + m + ys | koe (k) 5/5¢ (k)) Q = 
as [ PRG (k)b.Q/de (t) — Gy (kye (£) Q}. (2.54)| 


(2.53) 


[ 


1) Das Funktional des Zustandes wird jetzt wieder mit dem Buchstaben Q statt Q) 
bezeichnet. . 


wre 
us’ 
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Aus der Gleichung (2.54) erhalt man mit (2.13) und (2.14) die folgende 
Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude: 


( 0/0x%,+m+ Yas Neko) ,(2, by... ke) = 


= Vn +1 f PRES (b) yaaa (a, by fy.» ty) — 


1 
La ities (Go(k) Yaa (&, hy... en) }sym- (2.55) 


Gleichung (2.55) verkniipft die Amplitude y, mit den Amplituden Wa+, und 
Wn-1 fiir die ihrerseits analoge Gleichungen aufgestellt werden kénnen, so 
daf man schlieBlich ein System von unendlich vielen ,,gekoppelten“ Glei- 
chungen erhalt. In Einmesonen-Naherung folgt z. B. 


(Yu 0/Oxy + m) yo(x) = | BLES (k) p(k, 2), 
(Yu 9/Ox, + m + yak) Y1 = — Gy(k) yo(=). 


Die Gleichungen (2.55) kénnen auch direkt aus der Relation (2.32) fiir die 
Wahrscheinlichkeitsamplituden abgeleitet werden, wenn man die Beziehung?) 


iDyp/Ot = (Ag, ct (ky)... ot (Kn) Hint Q) (2.57) 


benutzt. Die rechte Seite von (2.57) kann leicht mit Hilfe von (2.45) und (2.47) 
ausgerechnet werden. Auf analoge Weise kann man Gleichungen fir die 
Wahrscheinlichkeitsamplituden erhalten, in denen Operatoren des Fermi- 
Feldes vorkommen. 

Das System der gekoppelten Gleichungen (2.55) wurde von Fock im Jahre 
1934 erhalten [2]. Aus diesen Gleichungen wurden in der Naherung (2.56) 
die Breitsche und die Mollersche Formel abgeleitet und das Problem der 
natiirlichen Breite von Spektrallinien behandelt. Spiter wurden diese Glei- 
chungen von SMIRNOV [5] und VLASov [6] zur Behandlung der Wechsel- 
wirkung des Elektrons mit dem elektromagnetischen Feld verwendet. Die 
Theorie der natiirlichen Breite von Spektrallinien in Zweiphotonen-Naherung 
wurde in der Arbeit [7] betrachtet. Eine besonders gro8e praktische Bedeu- 
tung erlangte die Methode der gekoppelten Gleichungen in der Mesonen- 
theorie, da hier die Stdrungstheorie nicht mehr anwendbar ist. In der 
Mesonentheorie wurden die Gleichungen (2.55) unabhangig von den voran- 
gegangenen Arbeiten auf dem Gebiet der Quantenelektrodynamik erhalten 
und von TAMM [14] und DANCoFF [15] zur Klarung des Problems der Kern- 
krafte verwendet. 

Das Gleichungssystem (2.55) kann nach der Methode der Stérungstheorie 
oder nach der Methode der gekiirzten Gleichungen gelést werden. Die letztere 
ist in der Literatur unter dem Namen Tamm-Dancoff-Methode bekannt. 
Sie besteht in folgendem: 

Es wird angenommen, da man bei der Lésung eines Gleichungssystems 
vom Typ (2.55) alle die Amplituden vernachlassigen darf, die einen Zustand 
des Feldes beschreiben, in dem N +1, N +2 usw. Mesonen vorhanden sind. 


(2.56) 


*) Man verwendet das Wechselwirkungsbild. 
5* 
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Mit anderen Worten: es bleiben in der Entwicklung 2 = 5’ Q, in dieser 
; 0 


Naherung nur N +1 Glieder, die ibrigen verschwinden alle. Als Ergebnis 
erhalt man ein ,,gekiirztes‘‘ Gleichungssystem, welches dann mit bestimmten 
Randbedingungen gelést werden mu8 (etwa durch numerische Integration). 
In Einmesonen-Naherung (2.56) kann man die Amplitude y, aus der 2. Glei- 
chung explizit berechnen und in die 1. Gleichung einsetzen. So erhalt man 
eine einzige Integralgleichung. Bei den héheren Naherungen kann dieses Vor- 
gehen nur unter der Voraussetzung angewendet werden, da die Wahrschein- 
lichkeitsamplitude, die der minimal méglichen Teilchenzahl entspricht, tiber- 
wiegt, wahrend die anderen nur Korrekturen sind'). Dann kann man fiir 
diese wesentliche Amplitude eine Integralgleichung ableiten. Jedoch ist diese 
Methode eine zu starke Vereinfachung des Problems, da man sich dabei den 
Kern in Form einer Reihe nach der Konstanten g? entwickelt vorstellt, bei 
der die einzelnen Glieder hinsichtlich ihrer GroBe gleich sind. Daher ist diese 
Reihe auch im asymptotischen Sinne fiir die Untersuchungen unbrauchbar. 
Bei der Lésung des Gleichungssystems (2.55) nach der Methode der Stérungs- 
theorie [25] mu8B man feststellen, daB jede dieser Gleichungen eine in- 
homogene Dirac-Gleichung der Form 


D(x) yp = i(y, 0/0 x, + m) p(x) = L(z) (2.58) 
ist. 
Die allgemeine Losung dieser Gleichung kann in der Form 


p(x) = p(x) + [K(z, eile) dex, 
D(x) p(x) = 90 


(2.59) 


dargestellt werden. Die Greensche Funktion K(x, x’) mu8 in Uberein- 
stimmung mit der Theorie der Positronen gewahlt werden. Die Wechselwirkung, 
die durch das Glied Z(x) beschrieben wird, soll bei ¢ = — oo adiabatisch ein- 
geschaltet und bei ¢ = +00 abgeschaltet werden, so daB sie fiir alle endlichen 
Zeitpunkte ihren vollen Wert hat. Durch sukzessive Elimination der Ampli- 
tuden kommt man zu einer Integralgleichung, die der Integralgleichung in 
der Theorie von Feynman entspricht. Die Renormierung wird bei diesem 
Lésungsverfahren ebenso durchgefiihrt wie in der Storungstheorie. 

Neben den Wahrscheinlichkeitsamplituden, die im Impulsraum definiert 
sind, kann man auch Wahrscheinlichkeitsamplituden im Ortsraum be- 
trachten [13, 20, '24]. Die letzteren konnen zur Klérung der Méglichkeit einer 
Renormierung im Rahmen der Methode des gekiirzten Gleichungssystems 
[4, 16] und zum Vergleich der Wahrscheinlichkeitsamplituden mit den 
relativistischen Funktionen, die in § 4 betrachtet werden sollen, dienen. Zur 
Einfihrung der Wahrscheinlichkeitsamplituden im Ortsraum stellen wir die 
Operatoren v(x) und w(x) als Summe von Termen dar, die nur positive oder 
nur negative Frequenzen enthalten: 


P(x) = PO (x) + PO (x), p(x) = pO (x) + ypO(z). (2.60) 


1) Levy-Kleinsche Methode [17, 18], siehe auch [7]. 
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Dabei ist 
gy) (x) = [do, (z’) {AC (a — 2’) a xholx)}. (2.614) 
p(x) = [do,(a') Sa — 2’) yuy(2’). (2.61) 


Die Operatoren y(+)(x) und y'+)(x) geniigen den folgenden Vertauschungs- 
relationen : 


[o (2), pO(a')] = iAt (a — a’) = —14O(xz — #’), (2.62) 
{yt)(a), pL(a’)| = —iSt) (« — 2’), (2.63) 
A*(x) = F i/(2n)* / Se xP (+ tha) (2.64) 

S2) (2) = (7.0/0, — m) A(x). (2.65) 


Die Vernichtungsoperatoren a(p), 6(q) und c(f) werden durch die Feld- 
operatoren p(x), p(~) und v(x) gemaB den Formeln (1.12) und (1.15) aus- 
gedriickt. In diesen Ausdriicken geben nur die positiven Frequenzanteile 
der Operatoren einen Beitrag zu dem entsprechenden Integral; daher kénnen 
die benétigten Erzeugungsoperatoren a*(p), 6*(q) und ct+(f) durch folgende 
Formeln dargestellt werden’): 


at(p) = [dopy (x) yuu (x), | 
b+ (q) = [ do, v(x) yup (2), 


> 


cH(l)i == -i [ ao, gp (x) ae f(a). (2.67) 
OXn 
Wir transformieren jetzt mit Hilfe von (2.67) den Ausdruck (2.31) fiir das 
Funktional Q in den Ortsraum. Der Kiirze halber fiihren wir diese Trans- 
formation nur fir die Amplituden des neutralen Bose-Feldes durch?). Das 
Funktional 2, = ik d?k w,(k) ct (f) Ay transformiert sich unter Benutzung 
von (2.67) in folgender Weise: 
. eo 
Q,= —+ Bk dopy,(k) p(x) a-— f(x) Ay = 
OL; 


od 


f) 
= -i fac, p© (2) day 1?) Aes (2.68) 
wobei (x) = | yi(h) f(x) BE ist. 


1) Vgl. die Formeln (1.16)—(1.18). 
2) Analoge Transformationen fiir geladene Bose-Felder und fir Fermi-Felder findet 


man in der Arbeit [24]. 
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Ganz analog ist 


1)" ry 
Qs et d0,,(4;) . + dp (Sq) i y@ (x5) By, me 


(2.69) 
Sr, (Rea ea Oye 


Wn (2y. «+ Lys 8) = iy Wn (Ky « » « Iey) [%) (x1) «2. {%) (tq) Bh... Bley. 


Die Amplitude y, (a, ..., %,) ist symmetrisch in ihren Argumenten und ge- 
niigt der Beziehung 


, , Fy 
Pn (Xp... Bye) = [acute (4% (x — xj) Aa ) x 
Uj ps 

KW (By. . Bees PaO), 6 le0O) 
deren Richtigkeit daraus folgt, daB die Gleichung (2.70) von der Wahl der 
Flache o(x) unabhangig ist und da8 die Funktion A(z — 2’) eine Lésung 
der Klein-Fockschen Gleichung zu positiven Frequenzen ist. 
Die Operatoren oy (x) und w(x) haben folgende Bedeutung. Wenn wir 
wie in §2 Q” = y(x)Q setzen, so sind die Funktionen 


Wile. Vay OC) UDA “Wale, ee as ote) 
auf folgende Weise miteinander verkniipft : 


P(t.» Xp, 0) = (n + 1) [do,(x’) AM (x — 2’) x 


Saad 


7) 
xX Ss WalX, 2. « Bee o) = (n + 1) hy, (a, a. %, 9): (2.71) 
Ou, 
Ganz analog erhalten wir: 


F a 

Wn(®y +. + Ly) = —— {A (x — 2) Yn-1 (Zp ++ Lp)}sym> (2.72) 
Vn! 

wenn wir von der Beziehung 2’ = y(zx)Q ausgehen. 

Im Ortsraum gilt fiir die Basisvektoren folgender Ausdruck : 


Ate sith Q (a) oO (a A. (2.73) 


Vn! 


Der Teilchenzahloperator kann dann in der Form 


N=? / do, (o>) as (a) (2.74) 


7 

geschrieben werden. 

Man sieht leicht, daB NA, = nA, ist. Damit ist also die Entwicklung des 
Funktionals 2 nach den Funktionalen Q, gleichzeitig eine Entwicklung nach 
Eigenfunktionalen des Teilchenzahloperators. Die ,,Koeffizienten dieser 
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Entwicklung sind die Wahrscheinlichkeitsamplituden dafiir, » Teilchen im 
Ortsraum zu finden. Die Funktionale 2, und ,, sind fir verschiedene 
Indizes zueinander orthogonal, und es gilt, wie man sich leicht tberzeugen 
kann, folgende Gleichung: 


(2, 2) = (Ay, A,) + y= 1)" [ dog(a) .. doula) X 


_ 


0 
x pt(x,..- a, 0) [] q—- Yn(%--+ %n,G)- (2.75) 
j O25 y 
Mit Hilfe der Gleichungen (2.71) und (2.72) kann man zeigen, daB 


(2,, p™ (x) Qasr) = (PO (2) Oa) 


erfillt ist, d. h., daB p(x) und g(a) hermitesch adjungiert sind. 
Aus dem Ausdruck (2.72) folgt: 


1 
Va ( yo kg) CAR PO? (2; ) Pee yg (a) 2 {o}). (2.76) 
Vn! 


Im allgemeinen Falle kann die Wahrscheinlichkeitsamplitude im Koordi- 
natenraum, die ein System von/ Nukleonen, m Antinukleonen und 1 Mesonen 
beschreibt, bis auf einen Zahlenfaktor in der Form 


Wime (Zp <-- S| Yr---Ym| a+) = 
= (Ay, pO? (ay). PP (a); RWC). PP (Ym)s PO (a) - - - GP (%) Q {o}) 
(2.77) 


geschrieben werden. Im folgenden nehmen wir an, daB in Gleichung (2.77) 
der Zustandsvektor Q im Wechselwirkungsbild dargestellt ist: 


16.2 {o} 


Sot = Hin(2) 2 {0}. (2.78) 


Dann kann man die Gleichungen fér die Amplituden im Ortsraum ebenso 
ableiten wie die Gleichung (2.32) 


Vimn(%--- Tt| Yr- ++ Ym | +++ An) = 


= (Agy pO (a) «pO? (ya) PP (%) «+ - Hint Q). (2.79) 


a 
6a (x) 


Dabei muB die rechte Seite der Gleichung mit Hilfe der Beziehung (2.63) als 
Summe von Normal-Produkten dargestellt werden, dadurch wird die be- 
trachtete Amplitude mn mit den anderen Amplituden verkniipft, fiir die 
analoge Gleichungen aufgestellt werden kénnen. Zum Beispiel erhalt man fir 
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die re ee mit Hing = 19 5p 


= (Ao 9? (#1) 2) = — 9 (Ys)aa {A* (a, — %) (Ao, ph (a) yh h(x) 2) — 


ah | 
—i(Ay, pH) (x) pS? (x) pO (a) pH (x) Q)}. (2.80) | 
Fur die Einnukleonenamplituden gilt 
Ld 
Sa(ay Ao WEP) 2) = aly sdan ISD a — 2) (oy WGE(a) gh (2) 2) — 


— 4 (Ags PO (2x) yt)(ay) ySP (a) P(x) Q)} (2.81) | 


Die Amplituden (2.77) wurden von CINI [16] zur Untersuchung der Méglich- | 
keit einer Renormierung bei der Methode der gekiirzten Gleichungen be- | 
trachtet. Eine Kritik der Methode von CINI und eine eingehende Unter- | 
suchung der Gleichung (2.55) findet man in der Arbeit [4]. | 
Gehen wir jetzt zum Problem des erzeugenden Funktionals fiir die Ampli- | 
tuden : 
Vimn = Vim! n! Yimn 
liber. 
Ks kann in der Form 


F = (Ag, exp { [ da (n(x) py (x) + yO (2x) 4*(x) + ¢(x) p(z)| Q) = 


ae 3) = Py =StAae Ol een 


1,m,n mint! 
geschrieben werden [s. auch (2.41)], wobei 


Fimn {n,n*, ¢} =f Yima(® Uy ieee Syren) oe | 
Ko (Rp) eT Ya) ss = © (Sa) es Oy cn ee Uae aa ee ee 


F mn ist das Funktional beziiglich der Funktionen ¢ (z) und der GréBen 7* (2) | 
und 7(y), welche untereinander antikommutieren. Die Bew egungsgleichung | 
fiir das erzeugende Funktional kann in der Form 
1OoF 

Raye (Ay, MH in Q {o}) (2.84) 
geschrieben werden. 
Die betrachtete Methode der gekiirzten Gleichungen hat in dreidimensionaler 
Formulierung eine Reihe von Vorziigen gegentiber der konsequenteren vier- 
dimensionalen Formulierung, die in den §§ 3, 4, 5 behandelt werden soll. So 
haben z. B. die Randbedingungen eine einfache physikalische Bedeutung, 
die Rechnungen sind weniger kompliziert, und bei einigen Problemen lassen 
sich die Winkelanteile abseparieren. 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. die ausfiihrlichere Behandlung bei S1LIN und FAINBERG, 
Fortschr. d. Physik 4, 241 (1956). : 
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Jedoch gibt es neben den oben erwahnten Vorziigen auch eine Reihe von 
ernsthaften Schwierigkeiten, die im Zusammenhang mit der Nicht-Renor- 
mierbarkeit der Glieder vom Typ der Selbstenergie des Mesons und des 
Nukleons infolge der fehlenden Kovarianz dieser Ausdriicke stehen. AuBer- 
dem entsteht bei der Methode von TAMM-DANCOFF eine Schwierigkeit bei der 
Behandlung des Terms, der die Polarisation des Vakuums beschreibt. Sie 
entsteht dadurch, daB der Wechselwirkungsoperator (2.47) sich aus Pro- 
dukten von drei Feldoperatoren zusammensetzt; daher sind Prozesse 
méglich, bei denen die gleichzeitige Erzeugung oder Vernichtung von drei 
Teilchen vorkommt. Bei der praktischen Berechnung des Streuquerschnittes 
von z-Mesonen werden Selbstenergie-Terme im allgemeinen weggelassen 
[21, 4], da keine Methoden zur weiteren Berechnung dieser Terme bekannt 
sind. Die auf diese Weise erhaltenen Werte fiir die Phasen stimmen zwar 


_ fiir einen Zustand mit dem isotopen Spin 7 = 3/, gut mit den Experimenten 
| uberein, nichtsdestoweniger ist das einfache Weglassen einer Reihe von 


Termen vom theoretischen Standpunkt aus unbegriindet. Es mu8 auch fest- 


_ gestellt werden, daf selbst wenn die Renormierung des Kerns in der Integral- 
_ gleichung der Streuung gelingen sollte, alle mit der Selbstenergie des Nukleons 


verknipften Schwierigkeiten an andrer Stelle wieder auftauchen wiirden. 
Wenn man namlich Zustaénde mit 7 = 1/,, 7 =1/, betrachtet, muB man be- 
rucksichtigen, daB das erzeugte ,,endliche‘‘ Meson in Wirklichkeit von Neuem 
durch ein Nukleon absorbiert werden kann, und da bei der Lésung der 
Integralgleichung tiber den Impuls dieses Mesons integriert werden muB. 

Bei der Methode der gekiirzten Gleichungen entsteht auBerdem eine zusitz- 
liche Divergenz beim Ubergang zur Impulsdarstellung [19]. Die dabei vor- 
kommenden unendlichen Ausdriicke kénnen nicht durch Renormierung 
beseitigt werden. Diese Divergenzen hangen damit zusammen, daB beim 


_Ubergang von den Differentialgleichungen (2.55) zu Integralgleichungen 


eine der Integrationsgrenzen endlich bleibt zum Unterschied zur Streu- 
matrix, bei der eine Integration zwischen unendlichen Grenzen erfolgt. Im 


, allgemeinen fiihrt die Berechnung der Erwartungswerte der Feldoperatoren 
beim Versuch, die zeitlichen Grenzen streng zu fixieren, zu unendlichen 
_Werten. Zur Beseitigung dieser neuen Divergenzen schlug STUECKELBERG 
vor, ,,diffuse“ Integrationsgrenzen einzufiihren. Jedoch ist dieses Vorgehen 
_ keine logische Folge der Theorie. 


Die Methode der gekiirzten Gleichungen wurde im folgenden bis zu einem 


_gewissen Grade von DYSON vervollkommnet. Diese Methode, zu deren 


Betrachtung wir gleich tibergehen, erhielt die Bezeichnung: ,,neue Tamm- 
Dancoff-Methode‘. 


$3. Das erzeugende Funktional fiir die Amplituden der neuen Tamm-Dancoff- 
Methode 


Wie wir in § 1 gesehen haben, ermoglichte die Folge der Wahrscheinlichkeits- 
amplituden (2.32) eine vollstandige Beschreibung der Quanteneigenschaften 
des Feldes. Diese Amplituden wurden einerseits durch die Operatoren der 
ungekoppelten Felder definiert und andererseits durch das Vakuum!) der 


+) Das mathematische Vakuum. 
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ungekoppelten Felder. Der Begriff des mathematischen Vakuums sowie des 
Zustandes ohne Teilchen entspricht nicht dem in der Wirklichkeit existieren- 
den Vakuum, da in diesem infolge der Wechselwirkung der Felder dauernd | 
eine Erzeugung und Vernichtung virtueller Quanten erfolgt, die sich im | 
»,dynamischen Gleichgewicht‘‘ mit dem Untergrund befinden. Von DYSON | 
wurde eine Modifikation der Theorie vorgeschlagen, in der der Zustand des | 
Systems in bezug auf das reale, physikalische und nicht in bezug auf das. 
mathematische Vakuum festgelegt wird [22]. Die Erzeugungs- und Ver-. 
nichtungsoperatoren hangen dabei, wie friher, mit den ungekoppelten | 
Feldern zusammen. So erweist sich der Vakuumzustand als ein physika- 
lischer, wihrend die Operatoren weiterhin ,,mathematisch“ bleiben. 
Hine folgerichtige Verallgemeinerung der Theorie wiirde in der Einfihrung | 
von Feldoperatoren bestehen, die einer inhomogenen Bewegungsgleichung | 
unterworfen sind, dabei kann man aber nicht mehr kovariant Erzeugungs- | 
und Vernichtungsoperatoren einfithren, durch die dann Wahrscheinlichkeits-_ 
amplituden definiert werden kénnten. 

Wenn bei der Anwendung des Vernichtungsoperators auf den physikalischen| 
Vakuumzustand ein von Null verschiedenes Resultat folgt, so miissen in der? 
Theorie Amplituden auftreten, die neben den Vernichtungsoperatoren auch. 
Erzeugungsoperatoren enthalten. Diese Amplituden werden »Amplituden® 
der neuen Tamm-Dancoff-Methode genannt und in folgender Weise einge-} 
fiihrt: 


1 
N, N’ SS Nee ee Q°.-C N A N’ Q . 3351! 
a( ) Vit) ITN’) (25, C(N) A (N") $2) (3.1) 


In dem Ausdruck (3.1) sind nach Dyson [22] folgende Bezeichnungen ver-: 
wendet worden: Das Produkt aller Vernichtungsoperatoren wird durch einen) 
einzigen Buchstaben A(N’) bezeichnet, das Produkt aller Erzeugungs-. 
operatoren entsprechend durch C(NV). Dabei stehen N und N’ fiir die Zahlen-. 
tripel mnl baw. m'n'l’. Q? ist der physikalische Vakuumzustand, Q der; 
gegebene Zustandsvektor, JJ(N) = N!. In dieser Bezeichnungsweise: 
schreiben sich die Formeln (2.30) und (2.32) symbolisch folgendermaen: 


ll | 
N) = —=—— (Ay, A(N) 2), A(N) = ———A(N)Ay. (3.2); 
IIE array eke) oe) i 
Betrachten wir das System, das aus einem Teilchen und dem physikalischen: 
Vakuum besteht. Wie bereits oben erwahnt, hat dieses System eine unbe- 
stimmte Teilchenzahl (unbestimmte Zahl virtueller Quanten) und kann daher 
nicht durch eine einzige Wahrscheinlichkeitsamplitude beschrieben werden, 
sondern nur durch eine Gesamtheit von verschiedenen Amplituden. Dieser 
Umstand driickt sich dadurch aus, daB die Amplituden der neuen Method 
in Form von Linearkombinationen von Amplituden ae alten Methode dar 
gestellt werden kénnen. 
Betrachten wir die konkrete Form der einzelnen Anpiiesh RYSONS (3.1) 
Dazu schreiben wir die Fourier-Entwicklungen der Feldoperatoren (1. 17) 
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and (1.18) in einer etwas anderen Form 


1 
Wa (x) = ane | Phu bypuexp (ik, X,), 
; 5 (3.3) 
Pa (2) = Gane | Pe Ua bpyexp(—ik, xy). 


; 
t 


n der neuen Tamm-Dancoff-Methode wird die Einnukleonen-Amplitude 
lurch 


(eo DLs 42) sa, (a) (3.4) 


lefiniert. Je nachdem ob der Spinorindex TAN positivem oder negativem 
Vorzeichen der Energie gehért, ist die GréBe b,, ein Vernichtungs- oder 
irzeugungsoperator; analog entspricht der Ausdruck (3.4) fiir a,(ku) einer 
Zin-Protonen-Amplitude oder einer sogenannten ,,Ein- Minus-Antiprotonen- 
Amplitude®. Unter ,,Minus-Teilchen“ verstehen wir Teilchen,- die nicht in 
lem betrachteten Zustand, wohl aber im Zustand des physikalischen 
7akwums vorhanden sind. Das Minus-Teilchen ist ein ,,Loch im Vakuum 
ler wechselwirkenden Felder. Eine Zweinukleonen-Amplitude erhalt in der 
veuen Methode die Form 


(2°, Nbpu dg, 2), (3.5) 


vobei das Zeichen N das Normal-Produkt der Operatoren bedeutet. In 
maloger Weise setzen sich die anderen Amplituden zusammen. 

tine Gleichung fiir die Amplitude (3.1) kann auf folgendem Wege abgeleitet 
verden. Wir bezeichnen mit H und H, die Energien des vorgegebenen Zu- 
tandes und des physikalischen Vakuumzustandes: 


(Hy + H;)Q= EQ; (Hy, + H,)Q? = B,Q?. (3.6) 
Jabei ist H, der Wechselwirkungsoperator. Wir erhalten 
Q?, C(N) A(N’) (Ay + Ay) Q) = E (Q?, C(N) A(N’)Q) = 
= (2° (H, + H,) C(N) A(N’) 2) + (2, [C(N) AN’), Ay + Ay) 2). 


Mer Kommutator [C(N) A(N’), H,] kann leicht ausgerechnet werden, wenn 
nan die Beziehungen 


[c(£), Ho] = #(k) e(f), 
[c+ (£), Ho] = —H(k) c*(f) 


N N’ 
henutzt. Mit den Bezeichnungen >) H(k) = Ey und 5) E(k) = Ey’, erhalten 
/rir 

| 1 

g Ey — Ey: N,N’ = Feet (Fj [C(N) A(N’), Hy] 2) 
Beet BN) Tm) ; sh 
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Die GréBe e=— HE — E, ist eine endliche GréBe, obwohl H und Ey jedé 
fiir sich unendlich sind. Dieser Umstand ist eine positive Eigenschaft d¢ 
Theorie. Dadurch, da8 auf der rechten Seite der Gleichung (3.7) der Komm 
tator steht, unterscheidet sich die Zahl der Operatoren rechts von der Za 
der Operatoren links um Eins. Ahnlich hangt die Amplitude a(N, N’) m 
den Amplituden, in denen die Teilchenzahl um Eins gréfer oder kleiner is 
zusammen. Fiir diese Amplituden kénnen ahnliche Gleichungen aufgestel 
werden. Als Resultat erhalt man ein unendliches System ,,gekoppelte 
Gleichungen. 

Der Vakuumgraph ist bei der neuen Methode nicht mehr vorhanden, da di 
gleichzeitige Erzeugung oder Vernichtung dreier Teilchen bei dieser Methog 
nicht mehr méglich ist [4, 23]. Im Ortsraum kénnen die Amplituden der neu¢ 
Methode in der Form | 


(Q2, Ny (ay)... p(X), P(Yr) +» P(Ym) G(X) «+ P(Xp) Q {o}) (3. 


geschrieben werden. Der Zustand des Systems kann in (3.8) auf einer Flack 

o(x) gegeben sein. Die Gleichung (3.8) fiir die Amplituden kann man leich 
erhalten, wenn man die Gleichung von TOMONAGA-SCHWINGER fir de 
Zustandsvektor 2 benutzt. | 
In der neuen Tamm-Dancoff-Methode kann die Renormierung des Probler 
der Wechselwirkung zweier Nukleonen in niedrigster Naherung ganz kons 
quent durchgefihrt werden, beim Streuproblem gibt es jedoch Schwieri 
keiten, obgleich der Ausdruck ftir die Selbstenergie der Nukleonen z 
Unterschied von der alten Methode eine kovariante Form hat. Man my 
auch feststellen, daB in der Theorie Schwierigkeiten auftreten, die mit 
Erscheinung der ,,falschen Pole‘‘ bei der Greenschen Funktion zusamme 
hangen, was offensichtlich ein allgemeiner Mangel der Quantenfeldtheor 
ist. 
Man kann in der neuen Tamm-Dancoff-Methode genauso wie in der alten ¢ 
Quanteneigenschaften des Feldes durch Einfiihrung des erzeugenden Fu 
tionals fiir die Amplituden (3.1) beschreiben. Dieses erzeugende Funktio 
kann in der Form | 
F {e*c} = (Q2, Rt exp ( | * (f) ct (t) d®&) Rexp ( fe(f) c (f) Bk) Q) (3; 


geschrieben werden, wobei R durch (2.40) definiert ist. 

Wir stellen den Zusammenhang zwischen den erzeugenden Funktionalen 
neuen (3.9) und der alten (2.41) Methode her. Der Kiirze halber betrach 
wir nur Bosefelder. Der Ausdruck (3.9) kann in der Form 


Ele* clee by (2 ecezp [0° (f) ) ct (t) d°k) An) x 


X (da, exp (/ e(t) e(t) Bk)Q) (3. 


dargestellt werden, wobei die durch (2.20) definierten “A, ‘en vollstandi 
orthonormiertes Funktionensystem darstellen. Der zweite Faktor in (3. 
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cann in folgender Weise umgeschrieben werden: 


= : Septal 
An exp ({ ¢(f) c(t) d®k) Q) = =e 


x (Ap, exp ([ e(t) e(f) dk) Q). (3.11) 


a (3.11) folgt 

} 

) F = (2, exp { [ (e*(t) + 6/6 (t)) c* (f) dk} Ay) x 
| (Ay, exp { [e(f) c(t) dx) Q) = 


Fels cexp {{ (ent) + 6/66 (t)) c*(F) dk Ay) Qe). (3.12) 


x 


Der Ausdruck (3.12) ist aber gerade der gesuchte Zusammenhang zwischen 
jen erwahnten Funktionalen [12]. Hier wird Q(c) durch Gleichung (2.41) 
gegeben. 


Il. Erzeugende Funktionale fiir relativistische Funktionen 
und funktionale Integration 


Funktionals, nachdem er zur Beschreibung des Feldes eine unendliche Folge 
on Wahrscheinlichkeitsamplituden im Ortsraum gewahlt hatte. Es ist klar, 
da wir andere strenge funktionale Formulierungen der Quantenfeldtheorie 
rhalten, wenn wir dieselben Vorstellungen tiber das erzeugende Funktional 
ganz konsequent auch fir beliebige andere Funktionen entwickeln, die von 
den Variablen einer bestimmten Teilchenzah] abhangen. Davon konnten wir 
uns bereits iiberzeugen, als wir in §3 das erzeugende Funktional fiir die 
Dysonschen Amplituden (die Amplituden der neuen Tamm-Dancoff- 
Methode) betrachteten. Sowohl fiir das Focksche Funktional wie auch fir 
as Funktional der neuen Tamm-Dancoff-Methode ist charakteristisch, daB 
es von einer Funktion mit vektoriellem Argument abhingt oder im all- 
gemeinen Falle von einer Funktion eines Raum-Zeit-Punktes, der auf einer 
iraumartigen Flache gelegen ist. 
In § 4 entwickeln wir den Begriff des erzeugenden Funktionals fiir den Fall, 
da® das Feld durch ein System von relativistischen Funktionen beschrieben 
wird: Entweder durch 7’-Funktionen oder durch Feynmansche Amplituden 
oder durch g-Funktionen. 
In den relativistischen Funktionen kénnen die raumzeitlichen Teilchen- 
variablen willkirlich sein; deshalb werden die erzeugenden Funktionale in 
diesem Falle Funktionale von Funktionen raumzeitlicher Punkte sein, die 
die Bedeutung auBerer Quellen der Felder haben. Die Funktionale der 
auBeren Quellen wurden von SCHWINGER [27] eingefihrt. Gleichungen fur 
die Schwingerschen erzeugenden Funktionale und die oben aufgezahlten 
Funktionen werden ganz einfach aus den Gleichungen fiir die Feldoperatoren 
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im Heisenbergbild abgeleitet. Die Gleichungen fir die Feynmansch| 
Amplituden kénnen als vierdimensionale Verallgemeinerung der Focksch 
Gleichungen fir die Wahrscheinlichkeitsamplituden aufgefaBt werden [28]. 
Die Feynmanschen Amplituden und die 7'-Funktionen hangen unmittelb 
mit den Ubergangsamplituden zwischen den Zustanden bei t = + ¢ 
zusammen. Die Beschreibung des Feldes mit Hilfe dieser Funktionen bedeuts 
eine raumzeitliche Behandlung der Feldtheorie [wie sie zuerst von FEYNMA 
[29] durchgefihrt wurde]. Sie wird sicher auch in zukiinftigen Theorien be 
behalten, die frei von den Widerspriichen der gegenwartigen Theorie sind [36 
Wenn aber tatsichlich in der zukiinftigen Theorie der korpuskulare Aspe: 
beibehalten wird, so werden die wichtigsten GroBen, die den Zustand di 
Feldes beschreiben, wie friiher die relativistischen Funktionen von der Art di 
Feynmanschen Amplituden [31] oder ihr erzeugendes Funktional sein. AuB a 
dem sprechen mehrere Uberlegungen [32, 33] dafir, daB bei der raumzei 
lichen Behandlung, bei der man nicht die Entwicklung mit der Zeit by 
trachtet und der kanonische Formalismus fehlt, sehr leicht eine Theon 
formuliert werden kann, die nicht den Begriff des ,,nackten‘‘ Teilchens ve 
wendet. Aus diesem Grunde wurde in einigen Arbeiten [34, 35] von vornhere 
ein folgerichtiger ,,vierdimensionaler‘‘ Formalismus unter Umgehung ein) 
,,dreidimensionalen‘‘ Behandlung entwickelt. Der raumzeitlichen Behandlur 
ist der § 5 dieser Ubersicht gewidmet. In diesem Paragraphen werden auc 
funktionale Fouriertransformationen betrachtet. Mit ihrer Hilfe findet ma 
eine allgemeine Losung des Problems wechselwirkender Felder in Form eins 
kontinuierlichen Integrals fiir Bose- und Fermifelder. 
Die Integration fiir das Fermifeld, d. h. fiir antikommutierende Funktione} 
erfordert groBe Vorsicht. Ein Integrationsverfahren fiir Fermifelder wurd 
von MATTHEWS und SALAM [36] angegeben. In § 6 dieser Ubersicht driicke 
wir, dem Gedankengang dieser Autoren folgend, die Variation des Operato: 
des Fermifeldes durch die Variation gewéhnlicher Zahlen aus. Dadurc 
kénnen die Gleichungen fiir den vierdimensionalen Zustandsvektor in ein¢ 
Form dargestellt werden, die keine antikommutierenden funktionale 
Ableitungen mehr enthiailt. 
Naherungsmethoden fiir die funktionale Integration und Renormierungy 
probleme werden hier nicht untersucht. 


i 
j 
| 
i 
§ 4. Hrzeugende Funktionale fir relativistische Funktionen 


1. 7-Funktionen und ihr erzeugendes Funktional. Die Wahrschei 
lichkeitsamplituden Y¥,,,; im Ortsraum 


@ 


Pami(t...] ys...) 2...) = (Ao, y(t)(x) ... wr (y) ... pf) (2)... Q(e)) (401 


sind keine ,,vierdimensionalen“ Funktionen, da die Koordinaten 2... y. 

2... in (4.1) auf einer gewissen raumartigen Fliche o liegen miissen. AuBe 

dem begegnet man, wie in § 2.4 gezeigt wurde, bei der Rechnung mit dey 

Wahrscheinlichkeitsamplituden Yam, einer Reihe von Schwierigkeiten, d 

letzten Endes damit zusammenhangen, daB die Wahrscheinlichkeitsampl 

tuden Ym, die Koeffizienten der Entwicklung des Zustandsvektors 92( 
ota tar 


nD 
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nach EKigenfunktionalen des Teilchenzahloperators der ungekoppelten 
Felder sind. Die Rechnung mit Amplituden vom Dysonschen Typ (§ 3) 
hat auch Schwierigkeiten, die dadurch entstehen, da in ihrer Definition 
in inkonsequenter Weise Operatoren der ungekoppelten Felder auf das 
Vakuum der wechselwirkenden Felder wirken. 

Um relativistische Wellenfunktionen zu definieren, miissen wir das Heisen- 


_ bergbild verwenden. Im Heisenbergbild gehorchen die Feldoperatoren w(2), 


w(x) und p(x) den Gleichungen 


D(x) p(x) + gysp(x) p(x) = 0, (4.2) 
D(— 2x) p(x) + gys5(x) p(x) p(x) = 9, (4,3) 


(ras 
K(x) y(«) —g 9 Lp (), ysy(x)] = 0, - (4.4) 


; 0 
| wobei D(x) =1 (vate) ar + m) und K(x) =i((, — p?) ist. ya(x) bedeutet 


dabei, daB die Matrix y, mit einem Spinor, der von x abhangt, multipliziert 
wird: ya(x) p(x) = p(a) va, valu) p(y) --- p(%) = Ply) --- yay (2). 

Im Heisenbergbild kann man die Amplituden nicht durch Formeln der Art 
(4.1) einfiihren, sondern nur tiber Heisenbergsche Operatoren und Zustands- 
vektoren, da die Heisenbergschen Operatoren y, y, und y nicht in rela- 
tivistisch invarianter Weise in positive und negative Frequenzanteile zerlegt 
werden kénnen. Die relativistischen Funktionen, deren Aufbau sehr einfach 
ist, sind die Matrixelemente von chronologischen 7'-Produkten der Feld- 
operatoren?). } 


Be iL) Vacies You | Sos 21) 
= (Wo, T [p(a) .-- plan) P(Ys) -+- P(Ym) P (a) -- Plz] P), (4.5) 
wobei WY der Zustandsvektor im Heisenbergbild ist und YW, dem physi- 


 kalischen Vakuumzustand entspricht; die Funktionen Tm ,(% ... [Bficea | aee) 
_ sind symmetrisch in den Variablen z und antisymmetrisch in den Variablen 


In den Funktionen J'ym,(u...|y...| 2...) sind die Koordinaten und Zeiten 
der Punkte x... y...z... nicht dadurch eingeschrinkt, daf sie auf einer 
gewissen raumartigen Flache liegen mussen. 


_ Mit Hilfe der Funktionen 7m, kann man die Energie der stationaren Zu- 


stande und die Matrixelemente der Ubergange finden. Sei Y, ein Zustand, der 
zu dem Eigenwert po des Energie-Impuls-Operators P,, der wechselwirken- 


_ den Felder gehort: 


Pu Yo TR py Pare (4.6) 


1) In den chronologischen Produkten ist die Reihenfolge der Operatoren derart, daB 
die Zeiten der Operatoren von rechts nach links anwachsen. Das 7'-Produkt unter- 
scheidet sich vom chronologischen Produkt durch den Faktor (—1)", wobei n die Zahl 
der Paarvertauschungen der Fermi-Feldoperatoren ist, die zur Chronologisierung des 


_ Produkts notig war [41]. 
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Dann kann man die Eigenwerte po aus der Gleichung 
PO) Tu mi(& ..- 18 wove] Bee 2) (Lg, Lal S) a.m lO eine ice lcd te cheats 


,? ins 
= (¥o 7 [6 SE)... iy)... 91 | ¥e) + 


Legh (P T Ee nites 200) ..96)| ¥,) kept 


at @ 
wf ta T Ee 2f DP(Y) oc. 8 ol ¥,) = 


) ) 0 
= —4(— +... $a +... Ha] Tami (@--: | Y--- | 2-2) AE 
v (55 7 te OY, ate ta iar) (2 | y | 2 ) ( 4 
bestimmen. 
Betrachten wir den Zusammenhang zwischen den Ubergangsamplituden| 
und den Funktionen 7,,,;(a...|y...| 2...) fir den Fall, daB es keine ge-. 


bundenen Zustainde gibt und die Teilchen ae t= +00 ungekoppelt. sind. 

Dann gehen fiir t > — oo die Feldoperatoren y und wy asymptotisch in die; 
Operatoren y,, und y;, und fiir t— + co in die Operatoren you und Pour} 
tuber, die die freien Teilchen beschreiben. Wenn Wim und wow die Zustands- | 


vektoren im Heisenbergbild sind, die mit Hilfe dex tn“ a ,,out-“Feld-| 
operatoren bestimmt werden, so sind die i Seen et Gocxes me 
den Matrixelementen der S-Matrix durch die Beziehung 


aw = (Pat, Wir) = (Pe, SH) (48) 


verknipft. Da Yo" und Wi den Zustand des Feldes mit freien Teilchen| 
beschreiben, a man zur Darstellung von Y'" die Gleichung (2.30) be- 
nutzen, nachdem man ihr die Form 


Aa = (n! m! I!)-*/2 at, (p,) cee at, (Pn) bj, (q,)-- . bi, (Gm) Cla (£,).. a Che (fp) ¥, (4.9) 


gegeben hat; analog verféhrt man mit Y'. Behandeln wir als Beispiel die} 
Streuung eines Mesons an einem Nukleon. Dann ist 


Pa = Wo, = at, (p) cha (ft) Wy, Wa = Wish = abu (p') cd () Po. 


Wenn wir jetzt in (4. 8) den Ausdruck fiir die Erzeugungsoperatoren a* und | 
c* einsetzen, den wir aus (1.13) und (1.14) erhalten, folgt 


U(pt; pf) = 


aes) 


i 
i 


| 


2 yaa) Ba (Yo, p(2’) p(x) p(y) o(z) %) X 


~¥ 
X ta dzya(y) fox (yz), (4-10) 
: 


Xo, %—> +00; Yo, % > —O,7 


wobei fp,(yz) und fy (xz) die Wellenfunktionen des einfallenden und des 
gestreuten Teilchens sind, die wir als orthogonal annehmen wollen. Der 
ven 
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Vakuum-Erwartungswert der Feldoperatoren in (4.10) kann durch die 
Vakuumfunktion 7'),, = Ty. ausgedriickt werden: 


(Po, v2’) p(x) p(y) pz) Mo) = Th,o(e|y| 22) == th,(@[y] 22), (4.11) 


da in (4.10) x2) > + 00; Yo% —> — oo. Die dreidimensionalen Integrale in 
_ (4.10) kénnen in vierdimensionale umtransformiert werden, wenn man die 
Funktion 7,,, aus (4.11) in (4.10) einfithrt, weil dann fiir 2,2) > — oo oder 
Yo% —> +. die GréBe U(pt; p’ f’) wegen der Definition des Vakuums ver- 
schwindet. Nach dieser Umschreibung ist der Ausdruck (4.10) gleich 


U(p.ts pt) = [ fy wz’) {K (2) K (2) D(—y) D(x) tr2(2 |yl 22')} X 
x fox(y2) dtu dty diz dtz’. 


— 


| Im allgemeinen Falle erhalten wir fiir verschiedene Zustaénde yr und wi": 


Dan = (—18t@ [fay ...| 2 ...[ 2...) {D(—y')...-D{+ #’)... K(#)... 
Meee (x)... D(—y) ... K(2)... X tare(@ ... 2... |x... y...] 2 ..-2..-)} X 
XK fa(ecly...[z...)dta...d4a’...d4y...dty’ ...dtz...dtz..., (4.12) 


- wobei f, und fy die Wellenfunktionen des einfallenden und des gestreuten 
Teilchens sind. Zur Berechnung der Ubergangsamplituden ist es also aus- 
reichend, nur die Vakuumfunktionen t(z... |y...| 2...) zu kennen [32, 39, 
40). 

Um das Feld zu beschreiben, mu8 man im allgemeinen Falle die volle Ge- 
samtheit der Funktionen T,m)(z---|y---|2%---) kennen, n, m, 1 = 0, 1, 2, 
..., 00. Ebenso wie wir statt der Gesamtheit der Wahrscheinlichkeitsampli- 
tuden Yini(p---|q---| £-.-) das erzeugende Funktional Q {a, b, c} (§ 2.3) 
betrachten konnten, kénnen wir auch statt der Gesamtheit der Funktionen 
Tm, ein entsprechendes erzeugendes Funktional benutzen [32, 47, 50]. Da 
die Funktionen Tym; ("--.|y--.|2---) von den Raum-Zeit-Koordinaten ab- 
hangen, mu8 man zur Aufstellung des erzeugenden Funktionals HilfsgroBen 
n(x) und 7(y) und eine Funktion I(z) einfiihren, die auch von den Raum- 
Zeit-Koordinaten abhangen und proportional der EKinheitsmatrix im Raum 
der Besetzungszahlen fiir das Nukleonen- und Mesonenfeld sind. Es ist 
zweckmabig, dieses Funktional Z {n, 7, J} in der Form 


Cs) gntm+e 


Soy een o) ae ee n. I 
Z {n, > qT} =e wl PWT Znmi {n, > (ae 
Zami in, HL} = 
n 1 ? } # (4.13) 
= [ 7(t%) --- 7 (2%) Tami(ta +++ Ga |Ya--- Yl % +++ 2%) X 
x 7 (Ym) -» (Ys) T (%) «+ I (z) d4x, ...d4*%q X 
x dAy, ... d4Yn d4z, ... U2, 
- gu schreiben. Aus der Antisymmetrie der T'ym (2 --- ly ...| 2.) beziiglich der 


Variablen x... y... folgt, daB die GréBen n(x) und 7(y) auBerdem unter- 
6 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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einander antikommutieren miissen: 


(n(x), n(z')} = 0, {n(x), n(y)} = 0, 
in(y), n(y’)} =0, [n(x), I(2’)] = 0, 


das heiBt aber, daB 7 und 7 proportional den 4uBeren Quellen des Nukleonen- | 
feldes sein miissen (s. § 2.3). Die Koeffizienten in der Entwicklung (4.13) sind 
gerade so gewahlt, daB 7, 7% und I die Bedeutung von duBeren Quellen| 
erhalten. Tatsaichlich wird aus der Definition (4.5) fiir die Funktionen 7, m,/ 
klar, daB (4.13) symbolisch als Reihenentwicklung der Gréfe | 


Z in, mT} = (Po t {n, 1, T} P) (4.15) 
dargestellt werden kann, wobei der Operator t {n, 7, I} durch | 
t {n, 4, T} = T exp {i f (x) pla) + p(x) n(x) + L(x) p(a)] dta! =| 


= 7 exp -i faa 


(4.14)) 


gegeben ist und H’ (¢) der Teil des Operators der Wechselwirkungsenergie ist, | 
der von den auBeren Quellen abhiingt. Wenn man t {y, 7, I} als Grenzwert | 
fiir t—> + oo des Operators | 


t | 
Tap. Hel, t\ — TE exp |-s/ tale yar (4.16) | 
— 60 | 
auffafit, so andert sich der Zustandsvektor YW’ = r{n, 7, I; t}  infolge der | 
Wechselwirkung mit den duBeren Quellen mit der Zeit gemaB | 
oe =H Ww. (4.17) | 
In allen Formeln wurde hierbei angenommen, daf} die Operatoren y, yund gy 
nicht von den déuBeren Quellen abhangen [s. Gl. (4.2) —(4.4]. 
Ist das Funktional Z {n, 7; I} bekannt, so driicken sich die Funktionen 


Fei i ROTA EN SEs) | 
durch eine (n + m + 1)-fache funktionale Ableitung von Z {n, nm, I} aus: 


Daint (Ly --2hq | Yy i Ym | 2, 2+: 2) = (4.18) 
= (—iyatmas : ONT alvin teed 

On (%1) «-. 69 (Xn) d9(Y;) -.- O99 (Ym) OL (z%) ... OT (2) |p=q=r=0° 
wobei man nach der Differentiation 7 =0, » =0 und I = 0 setzen muB. 


Aus (4.18) kann man folgende niitzliche Beziehung erhalten. Wenn Z’ {n, 7 S| 


= 7(&) Z{n, 7, I} ist, so gilt fir die zugehorigen Funktionen 7",,,; und 
T nm, die Gleichung 


Primi (2... [yy oe Ym| 200.) = We On(e 0) fone ee \Ge scatet@ ooela 
eer ery 
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deren rechte Seite beziiglich der Variablen y antisymmetrisiert worden ist. 
Wenn 2” {n, 7, I} = ene Z{n, 7, I} ist, so sind die Funktionen 7), und 
T'nm, durch die Beziehung 


Dyce ty |S One ae Vl ee yoo. hy LY ee | Ze) (1) (4,20) 


verkniipft. Ist 2’ {n, 4, I} = ihe Z{n, yn, 1}, so erhalten wir fir die 


Funktionen Tyn7 und T',,, die Gleichung 


Dima Se 2h. 2) = tl gmp 44 ( 2 | Y-- RP Aeee e) BW © (4021) 


Gleichungen fiir das erzeugende Funktional Z {n, 7, J} kann man aus den 
Gleichungen fiir die Funktionen 7),m)(%...|y...| 2...) ableiten. In dem 


-einfachsten Fall der Funktion 7y49(x |y| —) = (Wo, T[w(x) w(y)] Y) finden 


wir aus der Gleichung (4.2) fiir den Operator Y(x) und aus der Definition 
des 7'-Produktes 


1 2. 
D(x) Tr(a |y| —) = D(x) (Po > [y(2), p(y] ¥) + 


1 & 
+ D(a) £(2, 9) (Por = (a) BW} ¥) = 
= 9 75(x) (Yo, T [p(x) p(y) v(a)] ¥) + 64(a — y), 


da 0e(x)/Ox, = 26(%) und fiir zusammenfallende Zeiten x = y) die 
Beziehung {p(x), w(y)} = 7463(% — y) gilt. Also geniigt 7',.(x|y| —) der 
Gleichung 


D(x) Ty (% ly| —) = 9y5(") T(x ly| x) - d*(x°—y). 


Im allgemeinen Falle kann man das chronologische Produkt des Operators 
w(x) und n anderer Operatoren A(z), ..., A(%,) (A kann sowohl gleich p 
und yw wie auch gleich » sein) in der Form 


T [y(2), A(z), teey A (x,)] ae > (—1)P y(z) T [A (2), -.-, A(%q)] x 
X O(% — %),-..,O0(x% — xy) (4.22) 


darstellen, wo tiber alle Vertauschungen von x und x, summiert wird; P ist 
gleich der Anzahl der Vertauschungen von p(x) mit p(x,) und p(x); 0(a) 


a e [1 + e(x)]. Da fir gleiche Zeiten x) = yy die Gleichung {p(z), y(y)} 
= [yp(x), p(y)] = 0 gilt, muB wegen (4.2) und (4.22) die Funktion 
De (Lovee (Uc) 
beziiglich der Koordinate x, folgender Beziehung genigen: 
D(ay) Trmi(%r +++ [Yr e+] Mee) = 9 V5(L1) Tames (2 --- Siceptele@aZiiges ie 
+ 3 64 (a — Yi) Pu-1m-1t (Xe +++ Yo “Aol Zigseaeu (4.23) 
i 


6* 
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Aus dem Ausdruck (4.18) fiir die Funktion 7;,,,; und den Formeln (4.19) 
bis (4.21) folgt, daB die as (4.23) auch in der Form 


) 6 
{> satay ~*8 ante areas + 1%} X 
eabuse Tetien 
6 (2) .-.04(Y) -.. OL (%) «-- 
an der Stelle 7 = 7 = I = 0 geschrieben werden kann. 


Da die Zahlen n, m, | willkiirlich sind, wird diese Gleichung erfillt, wenn 
Zin, n, 1} der Gleichung 


=0 (4.24) 


) ; ) ) - - 
{D¢=) satay — 49% pacay BTCay| 2 Ome A= — 100) 2 oD) (420) 
geniigt. Das ist die erste Schwingersche Variationsgleichung ftr das 
erzeugende Funktional Z {n, 7, I}. Zwei weitere Variationsgleichungen a 
man auf demselben Wege aus den Gleichungen fiir Tym )(z...|y.-.|2-- 
beziiglich der Variablen y... und z... erhalten, die ihrerseits den Gene 
gleichungen (4.3) und (4.4) aquivalent sind. Wir erhalten so 


é é 7 = 5. 
{Di-n - i976) stay h am gy 2 = MOE broth (4.26) 


und 


5 ea ares nd 6 ‘s 
K (2) Beg CNR " (z) + 9 one Ys al? {n> I}. (4.27) 


Dem Gleichungssystem (4.25), (4.26) und (4.27) miissen noch Rand- 
bedingungen zugefiigt werden. Wenn z. B. ¥ = WY, den Zustand mit Energie- 
Impuls-Werten p) (a + 0) entspricht, so hat fir 1 = 7 = I =0 eine der 
Bedingungen die Form 


Z (0, 0, 0} = 0; (4.28a) 
wenn aber YW = Y, ist, so muB wegen (4.15) 
Z{0, 0, 0} = 1 (4.28b) 


gelten. Die anderen Bedingungen bestimmt man auch aus der Bedeutung des 
Zustands YW; wenn z. B. YW = Y, das physikalische Vakuum ist, so muB fiir 
n=HR=1=0 
62 02... 62 0 
en lee eae, 
erfillt sein. 
Die Gleichungen mit den funktionalen Ableitungen (4.26), (4.27) und (4.28) 
fiir Z{n, m, I} kénnen in allgemeiner Form gelést werden [42 —46]. Darin 
besteht der Vorzug der funktionalen Methode, da die konsequente Anwen- 
dung der anderen Methoden doch schlieBlich einmal mit der Benutzung der 
Stérungstheorie verbunden ist. 
Die Lésung der Gleichungen fiir Z {n, 7, I} und damit zusammenhingende 
Fragen werden in § 5 und § 6 behandelt. 
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2. Feynmansche Amplituden und ihr erzeugendes Funktional. 
Betrachten wir das Problem, relativistische Wellenfunktionen zu kon- 
struieren, die ein vierdimensionales Analogon der gewohnlichen Wellen- 
funktionen Ym) (x... |y...| 2...) (der Wahrscheinlichkeitsamplituden) von 
Teilchensystemen im Konfigurationsraum sind [Formel (4.1)]. Eine direkte 
Verallgemeinerung der Definition (4.1) ist fiir Heisenberg-Operatoren nicht 
moglich, da, wie schon in § 4.1 erwahnt wurde, die Heisenberg-Operatoren 
nicht in invarianter Weise in positive und negative Frequenzanteile zerlegt 
werden kénnen. Auf jeden Fall miissen die vierdimensionalen Wellen- 
funktionen fim )(x...|y...| 2...) folgende Eigenschaften haben: 

a) Die Funktionen f(x... |y...|z...) miissen antisymmetrisch in den 
Nukleonen- und Antinukleonenvariablen z..., y... sein und symmetrisch 
in den Mesonenvariablen z... 

b) Die Gleichungen fiir die Funktionen f,m.(...|y...|2...) dirfen fiir 
zusammenfallende Variable zweier beliebiger Teilchen, oder wenigstens fiir 
zusammenfallende Zeiten, keine Singularititen haben. Dabei kann das 
Intervall zwischen zwei Punkten ganz beliebig sein. 

c) Bei fehlender Wechselwirkung mu8 die Funktion fym,(u...|y...| Zz...) 
bis auf einen konstanten Faktor gleich der Wahrscheinlichkeitsamplitude 
omi(t =. |Y sos) ox.) werden: 

d) Fir stationaére Zustiinde muB die Beziehung 


.{ 9 0 0 
Hips — eae an oa ot vee eae oan ol fant tyeeclee ves) => 


OX n 
= p fami (%--.|y-..[%---) (4.30) 


erfiillt sein. Dabei ist pe Eigenwert des Energie-Impuls-Vektors im statio- 
naren Zustand. 

Wie aus der Definition (4.5) und aus Gleichung (4.23) ersichtlich ist, besitzen 
die Funktionen 7,m;(x...|y...| 2...) nicht die Higenschaften b) und c) und 
k6nnen daher nicht als vierdimensionale Wellenfunktionen dienen. 

Wenn keine Wechselwirkung vorhanden ist, kann man den Zusammenhang 
zwischen den Amplituden ¥,,,, und den Funktionen 7',,,; leicht mit Hilfe 
der Wickschen Formeln fiir das J’- und das N-Produkt (s. z. B. [41]) finden, 
da die Wahrscheinlichkeitsamplitude ¥,,,; nichts anderes als das Matrix- 
element des N-Produkts ist: 


Vimt(@ oo» | Y--| 2...) = (Ay, N[p(a).... p(y) ... p(2) wed ®), “(4.1°) 
und bei Abwesenheit der Wechselwirkung die Intervalle zwischen den 
Punkten a... y...z... beliebig sein kénnen. Wegen der Definition (4.1’) 


und (4.5) fiir die Funktionen ¥,,,; und 7',,,; und ‘wegen der Wickschen Formel 
finden wir, daB bei Fehlen einer Wechselwirkung 


eh Cire a aie G12. a) aa get io AY cobs |c2s Be) oot 
+ > Ap(2; — 2n)Pami-2 (@ --- lyicee| 22; ze") — 
= ST i) ng amit (© vee SHY aU yeti weit enon (4031) 


gilt, wobei aj! bedeutet, daB Vy _ymi(e... 27’ |y...|2...) nicht von der 
Variablen a; abhingt; Ay und Sy, sind die Greenschen Funktionen von 
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FEYNMAN fir freie Felder), 79 m1 ist die Funktion 7',_,,; bei Abwesenheit der 


Wechselwirkung. 

Aus (4.31) ist ersichtlich, da8 die Singularitéten der Funktion 
Trimi(x...|y...| 2...) dieselben wie die der Greenschen Funktionen Ay und 
Sp sind. 


Falls 7',m, durch die Operatoren der wechselwirkenden Felder definiert wird, 
kann die Formel (4.31) als Hinweis fiir die Art des Zusammenhangs zwischen 
Tam, und fnm, verwendet werden. Die Bedingungen a), b),c) und d) legen 
diesen Zusammenhang nicht eindeutig fest, da die Beseitigung der Singulari- 
taten nach verschiedenen Verfahren durchgefitihrt werden kann. 

Wenn man annimmt, da8 bei Anwesenheit der Wechselwirkung die Singulari- 


taten der Funktionen 7,,,;(%...|y...| 2...) die gleichen sind wie bei Fehlen 
der Wechselwirkung, so konnen fiir wechselwirkende Felder die Funktionen 
a...|y...|2...) definiert werden, indem man in Formel (4.31) ¥,,; und 
T), mi fir die freien Felder durch die Funktionen f,,; und J'_m, ersetzt: 
Pract ey Male Vicars le ae 4 
AOD As (2 Foe) turn a (Pee | Yer elec ae 
=i Sr (ap i) fein (8 at Be Ue ane rales oe. EE. So) 
oder wenn man (4.32) nach f,,; auflost: 
fomi(G iii hg sei teteaie hy lcs. | aie j= 
Age; > RE) mene te) eo fey + 
+ >’ Sp(x%; — yx) pe ie ee ae 2 ost) She cor (4.33) 


Die Definition (4.33) geniigt den Bedingungen a), b), c) und d). Auf dieselbe 
Weise werden die Funktionen f(x...|y...|z...) in den Arbeiten [28, 40, 
49) definiert. Jedoch kénnen, wie LEHMANN [23] gezeigt hat, die Singulari- 
taten der Greenschen Funktionen 47 und S; fiir wechselwirkende Felder 
nicht schwacher sein als die Singularitéten von Ap und Sp. Dasselbe gilt fir 


die Singularitaten der Funktionen 7',,, verglichen mit den Singularitaten | 


der Funktionen 7"), 7. Daher kann die Definition (4.33) das Erfilltsein der 
Bedingung b) im allgemeinen nicht gewahrleistén. Von diesem Standpunkt 
aus ist es zweckmafig, die Funktionen f'(x...|y...| 2...) mit Hilfe der 
Funktionen 4; und S>p statt mit 4p und Sp zu dennerent 


Rivet ( hee | Yet | Sh) Selly aot ee Me a cee 
ae eR (Zs Zk EL win G (0) SEY ifittek Bt en SER) 
+ Di Sp (DE Hey Deewe (S cantly | ek oye ae hy a Ba 


was allerdings zu sehr unbequemen Gleichungen fiir f;,,, fihrt. Die Anderung | 


der Funktionen 7,m1, Mp, Sp, Ay und Sy mit der Zeit erfolgt auf ,,FEYNMAN- 


sche“ Art: In die Zukunft erstrecken sich die Wellen mit positiven Energien | 


1) Die Greenschen Funktionen Sp(x — y) = (Ao, T[p(x)p(y)] Ay) und Ap(x — y) 
= (Ay, T [p(x ea geniigen den Gleichungen D(x)Sp(% — y) = oe — y) und 


K(x) Ap(* — y) = —64(u — y). vk 
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und in die Vergangenheit die mit negativen Energien. Aus den Definitionen 
(4.32) —(4.34) fiir die Funktionen fimi(x...|y...| 2...) folgt, daB sich diese 
Funktionen mit der Zeit ebenso andern. Die Funktionen fym (x... ligne h gases) 
werden zuweilen Feynmansche Amplituden genannt. 


Das erzeugende Funktional S$ {y, 7, I} fiir die vierdimensionalen Wellen- 
funktionen frm; 


i) qgrtm+l 


Sin t= > 


nml nim! it Sumi {n, is ihe 


aN =. fix 4. 
Sami {> T} = [7 (en) «= (Ry) fame ay =e] Yh «oe Yn 2a oe zd x | OP”? 


Ya orn (Y,) AZ) 015 T(z) Capa. dty, 2id4z, 


ist mit dem Funktional der auBeren Quellen Z {y, 7, 1} durch die Trans- 
formation 


J he 
= IApl +nSrn 


S iy, 7, I} =e? Zn, 7, I} (4.36) 


| verkniipft, wobei die Bezeichnung 


IApI = [ dtx dty I(x) Ay(x — y) I(y), 
Spy = [ dx dty 7 (x) Sp(a — y) yy): 


eingefiihrt wurde. Um sich von der Richtigkeit der Gleichung (4.35) zu tiber- 
zeugen, mu8 man beide Seiten der Gleichung (4.36) in funktionale Potenz- 
reihen nach 7, 7 und J entwickeln und dann die Definitionen der erzeugenden 
Funktionale Z {7, 7, I} und S {y, 7, J} benutzen. 

Die Operatoren der funktionalen Ableitungen transformieren sich bei der 
Transformation (4.36) wie folgt: 


(4.37) 


n y =—7Sen — ae Sn 2 = =) 

ee Highs: a "= Sn (a) [Sr(x — y) ny) ty Siz(a), (4.38) 
Pepe Sl Ang a) = ne pts 

Be scr? Biessr tay + [%(y) Spy — 2) dty= —4(a), (4.39) 
ae, EWA rd 6 rae | 

2 ae 2 OGY — [ Ar(@ — y) I(y) dty = — O(a). (4.40) 


Die Gleichungen fir das Funktional S{n, 7, I} findet man aus den Glei- 


chungen (4.25), (4.26) und (4.27) fiir das Funktional Z {n, 7, J}. Wenn man 
namlich in (4.25) den Ausdruck (4.36) fiir Z {n, 7, I} einsetzt und die Formeln 
(4.38) und (4.40) fiir die Transformation der funktionalen Ableitungen ver- 
wendet, erhalt man als Gleichung fiir S {y, 7, J} 


{D(x) — gys(x) B(x)} x(x) Sty, 9, 2} = + n(x) Sinn, Tj. (4-41) 
Analog leitet man die anderen Gleichungen fir S {y, 4, I} ab: 

{D(—2) — gys(x) B(x)} x(x) Sin, 4, 1} = in() Sty. n Tf, (4-42) 

{K (x) B(x) + glx(2) ysx(2)}} Sin 7,2} = t1(2) Sinn. LT}. (4.43) 
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Die Randbedingungen fiir das Funktional S {n, 7, I} kann man aus den Be- 
dingungen fiir Z{n, 7, I} erhalten. Wegen Formel (4.28) fiir I = 47 = 7 = 0) 
muB8 fir den stationéren Zustand a 


S{0, 0, 0} = da (0) (4.44 a) 


gelten. Fir das erzeugende Funktional S {7, 7, I} der Vakuumfunktionen 
entspricht der Bedingung (4.29) die Gleichung | 
edie Oe ee OF ONO (4.44b)) 

én on él 


fir a? | 
Die a ee Ug. kann man aus den Feynmanschen Ampli- : 
tuden fami(%...|y...| 2%...) nach Formel (4.12) berechnen, wenn man in ihr? 
die Funktionen Caer durch die Funktionen f,,,; ersetzt, da die dabei auf.) 
tretenden zusatzlichen Glieder keinen oe zu Uz. liefern. 
In dem Grenzfall, daB alle Zeiten x... yo. . gleich sind und gegen + 00) 
streben (dann sind die Felder y, py are 2 oi den freien Feldern wou, Wout! 
und out), ist die Feynmansche Amplitude alt .|y...| 2...) wegen (4. 31)) 
gleich der Wahrscheinlichkeitsamplitude Y,m,(a...|y...|2...)- 


3. g-Funktionen [51]. Wir fiihren ein neues Funktional R {n, 7, I} ein, 
indem wir das Funktional Z° in der Form | 


Z°{n, 4, I} = exp R{n, 7, J} (4.45)} 


darstellen. Das Funktional R {n, 7, I} wird erzeugendes Funktional fiir die 
Funktionen Qpmi(%...|y...|Z...) sein: | 


Reapy sot tia tan lit) tal Cweni tue: blige archaea 
X n(x re the (4.46); 


Die Beziehung zwischen den Funktionen @,,,; und den Funktionen 71, _,; kann) 
hergestellt werden, wenn man die rechte Seite von (4.45) in eine Reihe ent-. 
wickelt und die Definitionen (4.13) und (4.46) benutzt. Fiir die ersten g- und 
t-Funktionen hat diese Beziehung die Form 


/ 


Tao (Xe | —| -)= 

= 0100 (1 | —| —) 0100 (%s | —| iar Oxo (2 o | —| =) 
Tou (— |¥] 2) = Gon(— |y| 2), 
T1(% | ¥| Z) = @100(%| —| —) Gon (— |y| 2) + em(2|y| 2), (4.47) 
Tar (24 Xe | ¥| Z) = O100(%1| —| —)@r00(%2| —| —)eou(— | y| 2) + 
+ @100(% | —| —) Or (a2 ly] z) + e100 (#2 | —| —)em(% ly| 2) + 
+ 0200(%1%2 | —| —)eou(— |y| 2) ) + Qo (XX ly| z). 


Aus Gleichung (4.47) ist ersichtlich, daB die Funktionen 9 verschwinden, 
wenn die Werte der Koordinaten x... y...z... es gestatten, die zugehorig 
Funktion + in der Form eines Produktes von nvesFanktonon mit einer ge- 
ringeren Variablenzahl zu schreiben. Die Funktion rt zerfallt i in Produkte vo 

Funktionen der niedrigsten Ordnung, wenn die Koordinaten einer bestimmten. 
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Gruppe von Variablen in der t-Funktion durch ein groBes raum- oder zeit- 
artiges Intervall getrennt sind [z. B. | z,2x,| > (h/mc)?]. Das bedeutet, daB 
die Funktionen g nur dann gro8 sind, wenn zwischen allen ihren Koordinaten 
kleine Intervalle liegen. Diese Eigenschaft der Funktionen 9 kann bei der 
Betrachtung der Streuung bei niedrigen Energien oder groBen Drehimpulsen 
niitzlich sein. Wir erhalten Gleichungen fiir das Funktional R {y, 7, I}, in- 
dem wir in (4.25) —(4.27) den Ausdruck (4.45) fiir Z°{n, 7, I} einsetzen: 


5 5 Le cor 
{D(2) — 19 Ys rae nl R= —n(z) + 195 iceenceDt 

Ait idl avy 5 iad sp 099 Lp 
(*) aay ~ Sap tay amen PAL + Gy SGT 


Die Gleichungen (4.48) sind also nicht linear in R {n, 7, I}. Aus (4.48) folgt 
ein System ,,gekoppelter‘ Gleichungen fiir die Funktionen 9. Zum Unter- 
schied von dem Gleichungssystem fiir die Funktionen rt tritt die 6-Funktion 
hier nur in den Gleichungen fiir die Funktionen 9 mit zwei Koordinaten auf. 


(4.48) 


§ 5. Raumzeitliche Behandlung der Quantenfeldtheorie und Funktionale 


1. Die wichtigsten Gleichungen fiir den vierdimensionalen Zu- 
standsvektor. Die raumzeitliche Beschreibung besitzt einige wesentliche 
Besonderheiten gegeniiber der gewéhnlichen ,,dreidimensionalen“ Beschrei- 
bung, die sich fiir die weitere Entwicklung der Quantenfeldtheorie als wichtig 
herausstellen kénnen. Man kann annehmen, da8 die raumzeitliche Behand- 
lung als formale Grundlage fiir eine zukiinftige Feldtheorie dienen wird. 
Deshalb betrachten wir hier ausfihrlich diese Art der Behandlung im Zu- 
sammenhang mit der Methode der Funktionale [26, 33 —35, 37]. 

Die gewoéhnliche ,,dreidimensionale“ Formulierung der Quantenfeldtheorie 
stiitzt sich auf die Gleichungen fiir die Feldoperatoren und die kanonischen 
Vertauschungsrelationen. Die Lésung der Feldgleichungen fiihrt zu diver- 
genten Ausdriicken, die im Laufe der Rechnung durch Kinfihrung von 
Renormierungskonstanten beseitigt werden. Dabei miissen in der gew6hn- 
lichen Formulierung die Begriffe der Masse und Ladung ,,nackter‘‘ Teilchen 
benutzt werden, und erst ganz am Ende der Rechnung nach Beseitigung der 
Divergenzen kommen in den Formeln die experimentellen Massen und La- 
dungen vor. Anders ausgedriickt: Es ist unmoglich, bei der Verwendung der 
Gleichungen und.Vertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren die Diver- 
genzen und die Einfithrung des Begriffes der , nackten" Teilchen zu umgehen. 
Die raumzeitliche Beschreibung ist nicht mit dem kanonischen Formalismus 
verkniipft; es gibt bei ihr keine kanonischen Vertauschungsrelationen und 
keine Gleichungen fiir die Feldoperatoren. Man kann daher hoffen, daB es 
auf der Grundlage einer raumzeitlichen Behandlung gelingt, eine Theorie 
zu entwickeln, die keine Divergenzen enthalt und die nur die Begriffe der 
physikalischen Masse und der physikalischen Ladung verwendet. 

Man kann sich diesen Schlu8 durch die anschauliche Vorstellung des 
Elementarteilchens als System aus einem ,nackten‘’ Teilchen umgeben von 
einer ,,Wolke’ anderer Teilchen erkliren. Die Gesamtmasse, die Gesamt- 
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ladung und der Gesamtspin dieses Systems miissen gleich den experimentellen | 
Werten fiir Masse, Ladung und Spin des Elementarteilchens sein. Aber ein 
und derselbe Wert fiir diese GréBen kann durch verschiedene »,Wolken‘‘ um 
die ,,nackten‘‘ Teilchen erhalten werden. Wenn wir die Anderung mit der 
Zeit betrachten, kann die ,, Wolke‘ des Elementarteilchens (in Abhangigkeit 
von der Wechselwirkung) fiir verschiedene Zeitpunkte im allgemeinen ver- 
schieden sein, folglich werden den Elementarteilchen zu verschiedenen Zeiten 
verschiedene Wolken zugeschrieben. Daher kann man bei dreidimensionaler 
Behandlung nicht fiir alle Zeiten eine feste ,,Wolke‘‘ um das Teilchen defi- 
nieren, Bei der vierdimensionalen Behandlung wird eine Anderung mit der 
Zeit gar nicht betrachtet, daher tritt dieses Problem hier im allgemeinen 
nicht auf. 

Wie wir weiter unten sehen, unterscheiden sich die Funktionale in raum- 
zeitlicher Behandlung nicht von den Funktionalen der auBeren Quellen, die 
in § 4 behandelt wurden. Der Unterschied zwischen der vierdimensionalen 
Behandlung und der Theorie mit auBeren Quellen besteht in der Art der Be- 


schreibung des Feldes. Die Theorie mit auBeren Quellen basierte auf der 
gewohnlichen_,,dreidimensionalen‘‘ Formulierung der Quantenfeldtheorie; | 


die 4uBeren Quellen waren in ihr HilfsgréBen. Die raumzeitliche Behandlung 
kann unabhangig von dem gewohnlichen Formalismus der Feldtheorie ohne 
Benutzung von Operatoren und Zustandsvektoren der ,,dreidimensionalen“ 


Theorie entwickelt werden [34, 35, 26]. In der raumzeitlichen Behandlung | 
kénnen gleich am Anfang vierdimensionale Zustandsvektoren und ihre | 
Operatoren eingefiihrt werden. Die auBeren Quellen dienen in ihr zur Dar- 


stellung dieser Operatoren ganz ahnlich, wie in der Methode der Fockschen 


Funktionale (§ 2) die GréBen a(k), b(q) und ¢ (p) zur Darstellung der Opera- | 


toren p, py und @ dienten. Von diesem Standpunkt aus kann man die duferen | 


Quellen in der raumzeitlichen Behandlung nicht mehr als HilfsgréBen an- 
sthen. 


Wir entwickeln jetzt den Formalismus einer raumzeitlichen Behandlung der 


Feldtheorie im Zusammenhang mit der Methode der Funktionale. In der | 


,,dreidimensionalen“‘ Behandlung wurde der Zustandsvektor auf einer raum- 
artigen Hyperflache definiert; bei der raumzeitlichen Behandlung muB der 
Zustandsvektor 2 im ganzen vierdimensionalen Raum definiert werden. Das 
ist méglich, wenn man als die wichtigsten Feldoperatoren nicht die gewéhn- 
lichen Operatoren y, p,m wahlt, sondern andere Operatoren y(x), ¥(y) 
(Nukleonenfeld) und @(z) (Mesonenfeld), die antikommutieren bzw. kommu- 
tieren fiir beliebige Intervalle zwischen den Punkten Dy etys 


{4 (@), x(y)} = 0, [P(z), @P(2')] = 0, 
Le CG) = OF [y(x), B(z)] = 0 usw. 


Es wurde vorgeschlagen, die Operatoren %, x und @ kausale Operatoren zu 
nennen [34]. 


(5.1) 


*) Die Operatoren y und ¥ hangen nicht miteinander zusammen, obwohl man, wie wir 
unten (§ 6) sehen werden, die Operatoren y und ¥ in der dreidimensionalen Behandlung 


mit den Operatoren y und y vergleichen kann. me My 
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Wegen der Beziehungen (5.1) kann man mit Hilfe der Operatoren y, y und ® 
ein vollstéindiges System kommutierender Operatoren & konstruieren, das 
im vierdimensionalen Raum wirkt. Als Basisvektoren kénnen dann die Higen- 


vektoren (&) der Operatoren & gewahlt werden. Der vierdimensionale 
Zustandsvektor 


Q = [C() Q(é) dé (5.2) 


ist dann festgelegt, wenn die Entwicklungskoeffizienten C(&) = (2(é), Q) 
bekannt sind. Eine Gleichung fiir die Koeffizienten C(&) folgt aus dem 
Wirkungsprinzip?). 

Das Wirkungsprinzip fiir die Quantentheorie wurde eingehend von FEYN- 
MAN und SCHWINGER [27, 28] untersucht. Fir die hier betrachtete raum- 
zeitliche Behandlung kann aus dem Wirkungsprinzip die Beziehung 


6C(&) = 1(Q(&), dW - Q) (5.3) 


abgeleitet werden, wobei 6C(&) eine unendlich kleine Anderung von C(é) 
ist, die durch eine Variation von ¢ im vierdimensionalen Raum hervor- 
gerufen wird; W ist der Operator der Wirkung. Da 60(&) = (62(&), 2) ist, 
kann man, wenn man den Operator G; einer infinitesimalen Transformation 


durch die Beziehung 
(5.2(&), 2) = (Q(6), G2) 
einfiihrt, das Wirkungsprinzip in der Form 
02 G6;210W °2 (5.4) 


darstellen. Die Variation 6Q in (5.4) wird durch eine Variation der Koeffi- 
zienten C(&) hervorgerufen. 

Wir wollen annehmen, da8 die Wirkung W dieselbe Form wie in der gewohn- 
lichen ,,dreidimensionalen‘‘ Behandlung hat, aber aus den Operatoren 7, 
und ® zusammengesetzt ist. Dann kann die Gleichung (5.4) leicht in symbo- 
lischer Form in der Darstellung gelést werden, in der die Operatoren x, 7 
und @ wie Multiplikationen mit den GréBen 7’, 7 bzw. der Funktion PD’ 
wirken und der vierdimensionale Zustandsvektor 2 ein Funktional von 7’, 
% und ©’ ist. In dieser Darstellung besteht der Operator W nur aus Opera- 
toren, die Multiplikationen bedeuten, und folglich hat die Gleichung (5.4) 
die Lésung 


1 
lis Wath , = iw’ i 5.5 
Q{y, 7, P'} =e WN’ (5.5) 
wobei W’ aus 7’, 7’ und ®’ zusammengesetzt ist und die Konstante N-* 


fir 7 = 7 = = 0 gleich 2 ist. 
Es ist giinstig, die Wirkung W in der Form 


W= [L(, y)dad*ty, 


1) Der Versuch, Gleichungen abzuleiten, ohne sich auf den Lagrange-Formalismus zu 
stiitzen, wurde in der Arbeit [32] unternommen. 
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L(x, y) = 5 688(@ — ¥) {Z(y) D(x) — 9®(2) ys] x(2) — 


— 4(y)[D(— 2x) — gP(z) y5(x)] x(x) — D(x) K(y) O(y)} (5. 


zu schreiben. 

Aus (5.5) kénnen auch fiir andere Darstellungen symbolische Lésungen a 
geleitet werden. : | 
Da die Operatoren € aus den Operatoren y, 7 und © aufgebaut sind, kénner 
wir die Variation 6é formal durch 6 x, dx und 6@ ausdriicken (die Bedeutung 
der Variation der Operatoren y und y des Fermi-Feldes betrachten wir i 
§ 6). Die Variationen dy, dy und 6@ geniigen denselben Vertauschungs 
relationen (5.1) wie die Operatoren y, ¥ und ©. Um den Operator G: de; 
infinitesimalen Transformation zu konstruieren, fiihren wir die Operatoren x 
x und JJ ein, die durch folgende Vertauschungsrelationen definiert sind: 


{r(x), x(y)} = —id*(x — y), [I (x), B(y)] = —id4(x — y), 
{x(x), %(y)} = 164(a — y). 


| 
| 


(5.7) 


Die Operatoren z, x und JT sind das vierdimensionale Analogon zu der 
kanonisch konjugierten Impulsen der ,,dreidimensionalen“‘ Theorie. In det 
Darstellung mit dem Funktional 2 {y’, y’, ®’} [Formel (5.5)] sind z, 7% und 
Operatoren der funktionalen Ableitungen. 

Die wichtige Gleichung (5.4) kann dann in der Form 


[Gy + Gz + Go] Q = —i(6,W + 6,W + d0W) Q (5.8, 


geschrieben werden, wobei die Operatoren G,, Gz und Go den Gleichungen 
[Gy 4] = 47%; [Gy x] = 57; [Go,O] = 66 


| 
und 6,W = [G,, W] usw. geniigen. Die Operatoren Gy, Gz; und Go det 
infinitesimalen Transformation erhalten die Form { 


@ =F é yd ’ 
Gz = —i [Ox (x) (x) de, | 


Da die Variationen dy, 6% und 6@ in (5.8) unabhangig voneinander sind|| 
erhalten wir drei Gleichungen: 
{D(x) — gysP(z)} x(a) Q = x(x) Q; 
{D(—2) — gy5() ®(x)} x(x) Q = ix(z) Q; ig 
{K (x) B(x) + 9 x(x) ysx(x)} Q = iT (x) Q. 
Wir betonen, da die Gleichungen (5.10) hier ohne Riickkehr zu dem gewohn 
lichen ,,dreidimensionalen‘‘ Formalismus der Feldtheorie abgeleitet wurden| 


Betrachten wir jetzt die Darstellung, in der die Operatoren 2, und JZ als 
Multiplikationen wirken, so werden die Operatoren x X% und © wegen (5.6) 
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zu Operatoren der funktionalen Ableitungen. Vergleichen wir dann (5.10) 
mit (4.25) — (4.27), so kénnen wir leicht feststellen, daB die Gleichungen (5.10) 

ichts anderes darstellen als die Gleichungen fiir das Funktional der auBeren 
Quellen Z {n. 7, I}. 

o haben wir also eine Beziehung zwischen der raumzeitlichen und der 
zewohnlichen dreidimensionalen Behandlung gefunden: Der _ ,,vierdimen- 
sionale‘‘ Zustandsvektor Q ist in der Darstellung, in der die Operatoren x, 7 
and JJ wie Multiplikationen mit den Funktionen der 4uBeren Quellen wirken: 


q 


n(«)Q=n(")Q; a(x) Q=7(x)Q; M(x) QHIM(*)Q (5.11) 


hier ist 77 =7*y,4) proportional dem Schwingerschen Funktional Z {n,n 1} 
er AuBeren Quellen. 
Den Grund fiir diese Beziehung kann man verstehen, wenn man noch einmal 
Jas Wirkungsprinzip (5.4) oder (5.3) betrachtet. Das Wirkungsprinzip setzt 
in dieser Form voraus, daB die Variationen der FeldgréBen (z. B. die Varia- 
sionen dy, 6% und 6®) in einem beliebigen Punkte des vierdimensionalen 
Raums Einflu8 auf den Zustandsvektor 2 haben kénnen. Anders aus- 
edriickt : In der raumzeitlichen Behandlung wird das Prinzip der stationaren 
irkung als ungiiltig angenommen, aus dem in der gewohnlichen_,,drei- 
imensionalen‘‘ Behandlung die Bewegungsgleichungen fiir die Feldopera- 
soren folgen. Daraus folgt insbesondere das Fehlen von Bewegungsgleichungen 
tir die Operatoren y, 7 und @ [es gibt nur Beziehungen, die etwaige Funk- 
sionale definieren, GI. (5.4)]. Da in der vierdimensionalen Behandlung das 
inzip der stationaren Wirkung nicht mehr gilt, d. h. da man Variationen 
ler FeldgréBen gestattet, die dem Prinzip der stationiren Wirkung nicht 
mehr geniigen, ist der Formalismus der vierdimensionalen Behandlung aqui- 
valent dem Formalismus der gewohnlichen , dreidimensionalen“ Theorie, 
sei dem auch Variationen zugelassen sind, die das Prinzip der stationaéren 
Wirkung verletzen. Ahnliche Variationen sind die Variationen der Feld- 
sr6Ben, die durch Variationen der auBeren Quellen oder auBeren Parameter 
1ervorgerufen werden. Daher entspricht die raumzeitliche Behandlung der 
,dreidimensionalen“‘ Behandlung mit auBeren Quellen. 


2. Verallgemeinerte Focksche Funktionale. Die Beziehung zwischen 
Jem vierdimensionalen Formalismus und der gewéhnlichen ,,dreidimensio- 
yalen“ Theorie kann in eine sehr niitzliche und anschauliche Form gebracht 
werden, wenn man zu einer anderen Darstellung iibergeht, in der der vier- 
limensionale Zustandsvektor zu einem verallgemeinerten Fockschen Funk- 
jonal wird. Wir erinnern uns, daB das Focksche Funktional das erzeugende 
Funktional fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden und gleichzeitig der 
Zustandsvektor in der Darstellung war, in der die Erzeugungsoperatoren 
t*(p), b+ (g) und c*(k) wie Multiplikationen wirkten. 

Zur Konstruktion eines verallgemeinerten Fockschen Funktionals in der 
‘aumzeitlichen Behandlung fihren wir ,,vierdimensionale“ Erzeugungs- 
yperatoren ag (x), bi(y) (fir das Nukleonenfeld) und ct (z) (fir das Mesonen- 
jeld) ein (A, @ sind Spinorindizes). Im Gegensatz zu den gewohnlichen Ver- 
jauschungsrelationen enthalten die Vertauschungsrelationen der ,,vier- 
Himensionalen“ Erzeugungs-Operatoren und ihrer hermitesch adjungierten 
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} 


Vernichtungsoperatoren d(x), by (y) und c(z) auf der rechten Seite die viet 
dimensionale Delta-Funktion: 
{do(x), ae (y)} = be00%(% — Y); 
{bo(a), bE (y)} = dead*(u — y), 
Indem wir uns auf die Definition (5.12) der ,,vierdimensionalen“‘ Erzeugungs 
und Vernichtungsoperatoren stiitzen, kénnen wir alle mathematische 
Resultate der Methode der Fockschen Funktionale (§ 2) formal in die raun 


zeitliche Theorie tibernehmen. Wir wahlen die Darstellung, in der die Opere 
toren at (x), bt (y) und ct (z) wie Multiplikationen mit den antikommutierend 


GréBen a(x), b(y) und der Funktion ¢(z) wirken, Der vierdimensiona! 


Zustandsvektor F {@, b, c}, der ein Funktional von @, b und © ist, kann da 
als Entwicklung nach Eigenfunktionalen des Operators der wANG de 


Nukleonen i a*(x) a(x) d*x, der ,,Zahl“ der Antinukleonen / bt (x) b(x) d 
und der ,,Zahl‘‘ der Mesonen | c* (2) c(x) d+x dargestellt werden: 


F = Fami =D (n! ml U4 [GE Jenn- Tamil 2 nae [tac ork Oye Zoe 
nm | 


% BY)» (2p) a 09a, Yay (5.1; 


Die Operatoren a, 6 und ¢ sind beziiglich des Funktionals (5.13) die ony 
toren der funktionalen Ableitungen 


[e(z), ct (z’)] = d4(z — 2’). (5.13 


a(z) = site b(y) = it ee (2) = : : 
da (x) 6b(y) dc (z) 

Die Funktionen fm, die von dem verallgemeinerten Fockschen Funktion; 
erzeugt werden, kénnen als vierdimensionales Analogon zu den Wahrscheii 
lichkeitsamplituden angesehen werden. Wie wir weiter unten sehen werde; 
ist fam, eine Feynmansche Amplitude. Das Funktional (5.13) wurde va 
CoESTER [37] eingefiihrt. | 
Wir betrachten nun den Energie-Impuls-Vektor. In der gewéhnlichen ,,dr 
dimensionalen‘’ Behandlung kann man den Energie-Impuls-Vektor b 
stimmen, wenn die Lagrange-Funktion bekannt ist. Die Eigenschaften d 
Energie-Impuls-Vektors als Verriickungs- (displacement-) Operator folge 
aus den Vertauschungsrelationen. In der ,,vierdimensionalen‘‘ Behandlu 
der Feldtheorie gibt es kein Variationsprinzip und infolgedessen auch kei 
kanonischen Vertauschungsrelationen und keine Gleichungen fiir die Fel 
operatoren. Deshalb definieren wir hier den Energie-Impuls-Vektor 
(«Py = P,) als eine GroBe, die die Eigenschaften eines Verriickungsoperato 


(5.14 


—t[P,,a(z)] = she usw. a 


mit untereinander kommutierenden Komponenten [P,, P,] = 0 hat. 
Der Ausdruck fiir P, hat die Gestalt 


P, = -i [fee (x) 2) be (ay SB) + exe Hl te. (5.1 


© O2n% 
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, Die Anwendung des Operators P, auf den Zustandsvektor (5.13) entspricht 
einer Differentiation der Amplituden f(a...|y...|z2...): Wenn P,F = F’ 


ist, und fp mi(x...|y...| z...) die Amplituden im Funktional F’ sind, so ist 


a ay a a 2 
— — —j; (a7 atone ay Peinlgy mee Heal Gang fates 
(5.17) 


Wir definieren den Vektor des ,,Vakuum‘-Zustands Fy. In vollstaéndiger 
_ Analogie zur dreidimensionalen Behandlung setzen wir 


a(a)F,=0; b(z)Fy=0; c(z)F,=0; (FF) =1. (5.18) 


Offensichtlich ist P,F,) = 0, so daB dem Zustand F, die kleinste Energie 
entspricht, wenn alle Amplituden f,,)("...|y...|z...) nur positive Fre- 
quenzen enthalten. 

_ Bis jetzt wurden zur Konstruktion des verallgemeinerten Fockschen Funk- 
tionals nur die Vertauschungsrelationen (5.24) benutzt. Um Beziehungen 
zum Funktional Q (siehe § 5.1) herzustellen, muB man die kausalen Opera- 
toren vy, x und ® durch die Erzeugungsoperatoren a*, b+ und ct und die Ver- 
nichtungsoperatoren a, 6 und ¢ ausdriicken. Dazu mu8 man voraussetzen, 
da in der Darstellung mit dem Zustandsvektor (5.13) die Feldoperatoren 
4, % und @ in erzeugende und vernichtende Teile zerlegt werden k6nnen, 
wobei alle erzeugenden Teile und alle vernichtenden Teile einzeln kommu- 
tieren oder antikommutieren. Die Formeln (5.1) und (5.12) kénnen nur dann 
_ verwendet werden, wenn die Kommutatoren zwischen erzeugenden ;°, 7’ 
und @° und vernichtenden Anteilen y’, 7” und © gewissen Funktionen op 
_ und dp, gleich sind: 


14°(2), x°(y)} = or(%, y); [D2(x), D°(y)] = dp(x, y) = dry, | (5.19) 
e177 (x), x°(y)} = —orly, 2); 


Das bedeutet, daB die Operatoren y, 7 und ® beziiglich des verallgemeinerten 
_ Fockschen Funktionals F in der Form 


(x) = a(x) — f op(x, y) b*(y) dty, 
X(x) = b(x) + [ at(y) oply, x) dty, (5.20) 
D(x) = o(x) + f dp(x, y) ct (y) dty 


dargestellt werden kénnen. Jetzt kann der Zusammenhang zwischen dem 
verallgemeinerten Fockschen Funktional F und dem Funktional der 
auBeren Quellen Q, auf das die Operatoren 7, y und ® wie Operatoren der 
funktionalen Ableitungen wirken [s. (5.10) und (5.11)], aufgestellt werden. 
Die Funktionale F und 2 sind durch die Transformation 


P= AG (5.21a) 
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miteinander verkniipft, wobei 


R= exp ik a" (2) ont, 9) B(y) — 5 e*(2) dela) oy) | ate ay) (5.21b) 


gilt und 2 = —iat, xa=ibt, HW = ict. 
Die Transformation (5.21) entspricht der Transformation (4.36) des er-| 
zeugenden Funktionals fiir die 7'-Funktionen in das erzeugende Funktional | 
der Feynmanschen Amplituden, wenn of und dy die Greenschen Funk- | 
tionen Sp und Ap von FEYNMAN sind, was iibrigens auch aus (5.19) folgt. 

Die Beziehung zwischen dem vierdimensionalen Formalismus und der ge- 
wohnlichen Theorie kann jetzt durch die Gleichung [37] 


Femi lty = Mp LYi coo en| Ze os .4)= 
= (Mp, T ly (a) --- p(tn) P(Yr) --- P(Ym) 9 (%) --- P(%)IY) z | 
== (Po, % (44) =-- te) (Gs) <0 (Ya) @(z,) ... D(z) F {a, b, c}) (5.22) | 


ausgedriickt werden, wobei die Y%, Y% Zustandsvektoren und y, y und 
Feldoperatoren im Heisenbergbild sind. Auf der rechten Seite steht das) 
Matrixelement der ,,vierdimensionalen‘‘ Theorie. Wenn wir die Trans-) 
formation (5.21) anwenden, erhalten wir eine andere Formel, die die Matrix. 
elemente der vierdimensionalen und der dreidimensionalen Behandlung mit-| 
einander verknipft: 
(Po, TL (ay) --- p(2n) P(Ya) «++ P(Ym) P(e) --- Pa)] Y) = 

= (Fo, £(%%) «+ 4(Gn) L(Ys) «+ Z(Ym) B(z) --« (zi) Qty, 7, Th). (5-23) 
In (5.22) miissen die Operatoren y, y und @ in der Form (5.20) dargestellt, 
sein ; in (5.23) ist die Wirkung von x, y und @ auf 2 und F, durch die Formeln, 
(5.7), (5.11) und (5.21b) festgelegt. | 
3. Fauktiouale Fourier-Transformationen. In § 5.1 wurde der Aus-| 
druck (5.5) fir den Zustandsvektor 2{y', vy’, ®’} fiir den Fall gefunden, daB} 
die Operatoren y, y und ® Funktionen waren und a, x und JJ Operatoren, 
der funktionalen Ableitungen. Dem realen Fall entspricht aber, wie eben-} 
falls dort festgestellt wurde, die Darstellung, in der y, y und @ keine Funk-} 
tionen, sondern Operatoren der funktionalen Ableitungen sind, dann wirken 
aber die Operatoren z, 2% und JJ wie Multiplikationen [Gleichung (5.11)].| 
Daher kann man die allgemeine Lésung des Problems der wechselwirkenden} 
Felder, d. h. die Lésung der Gleichung (5.10) mit der Bedingung (5.11) mit} 
Hilfe einer funktionalen Fourier-Transformation aus dem friiher gefundenen 
Funktional (5.5) erhalten. 
Sei F {J} ein Funktional der Funktion I(x), die von der raumzeitliche 
Variabien x abhangt. Wir zerlegen den vierdimensionalen Raum in n Zelle 
gleichen Inhalts und betrachten statt der Funktion I(x) das System der 
Mittelwerte J, ..., I,, ..., I, tiber die einzelnen Zellen (& ist die Nummer de 
Zelle). Dann wird das Funktional F {J} eine Funktion F(J,, ..., J,) der Wert 
I,, ..., In. Die Fourier-Transformation fiir F (I, ... J,) erhalt die Form 


d®,< ~d®, 


F(I,...1,) = [e-iX 0% F(®, ...G') 
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) wobei ®}, sich auch auf die k-te Zelle bezieht. Indem wir zur Grenze iiber- 
gehen, wo jede Zelle nur einen Raum-Zeit-Punkt enthalt, erhalten wir fiir 
_F {J} ein kontinuierliches Integral 


F{I} = fe-i[1omas pip} a(®’), (5.24) 


. wobeiin d(@’) = J] ive 
_ Die Anwendung des Operators 
x. 

D(x) =% 5I(@) 
auf das Funktional F bedeutet eine Multiplikation mit ©’ unter dem Integral. 
Man kann sagen, daB F {®’} das Funktional in der Darstellung ist, wo @(2) 
eine Multiplikation bewirkt, wahrend F {I} mit der Darstellung verbunden 
_ ist, wo ® der Operator der funktionalen Ableitung nach J ist. 
Analog ist die Fourier-Transformierte von 2{n,7, J} das Funktional 
, Qi, %, G'}, also der vierdimensionale Zustandsvektor in der Darstellung, 
| wo x, x und @ wie Multiplikationen wirken. Daher kann die allgemeine Lésung 
_ der Gleichungen (5.10) fiir das Funktional 2 {7, 7, ©} in Form des folgenden 
_ kontinuierlichen Integrals dargestellt werden: 


der Index k alle Raum-Zeit-Punkte durchlauft. 


Oy, A, Ty = fe[OR +s ones Ow 7G} diy) d(Z)ad@). (6.25) 
Wenn man fiir 2 {y’, 7’, &’} den Ausdruck (5.5) einsetzt, findet man 


Q {n, je qh — ap fen ifn + ant orn) ae eiW’ d(x’) d(x’) d(®’), (5.26) 


_ wobei die Konstante N-!, die gleich 2{y’, y’, ®’} fir 
x! — ra = @’ 2ea(() 


_ ist [siehe (5.5)], sich aus der Normierungsbedingung bestimmt. 
Uns interessiert das erzeugende Funktional fiir die Vakuum-7'-Funktionen. 
Wenn man den zugehérigen vierdimensionalen Zustandsvektor mit 2° be- 
. zeichnet, so findet man aus den Formeln (5.23) die Normierungsbedingung 
fir Q°: 

(Fo, 2° {n, 7, I}) = 1. (5.274) 
} Wenn wir die Definition (5.18) des Zustandsvektors Fy des ,,Vakuums“, die 
wegen (5.21b) und (5.11) den Gleichungen (Fo, (x) Q’) = (Fo, 4 (x) 2’) = 0 
usw. fiir das erzeugende Funktional 2’ aquivalent ist, beachten, so kénnen 


i wir die Normierungsbedingung (5.27a) in derselben Form schreiben, wie die 
| Randbedingung fiir das Funktional Z {n, 7, I} (s. § 4.1): 


Q°{0, 0, O} = 1. (5.27b) 


Das bedeutet, daB das Funktional 2° mit Z zusammenfiallt. 
Aus der Bedingung (5.27b) finden wir die Normierungskonstante zu 


N= fei d(y')d(z')a(®). (5.28) 
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Fir die 7-Funktionen erhalten wir dann aus (5.23) und (5.25) einen Aus-| 
druck von der Form eines kontinuierlichen Integrals 


Baie | y.s| wos.) = (Po, x(a). 7) 2 O@ax Qing, t}) = 

1 == , , | 

= [x (2) Ky) Oe). May dz) aH), (5.29) 

der als iiber das Fermi- und Bose-Feld gemitteltes Produkt | 

[y’ (x)... 4 (y) --- O (2) .--] | 

gedeutet werden kann. Der e-Faktor mit der Wirkung im Exponenten spielt 

dabei die Rolle einer Gewichtsfunktion. 

In den Formeln (5. 28) und (5.29) kann man leicht sowohl die Integration) 

iiber Fermi-Felder wie auch die Integration tiber Bose-Felder ausfiihren. 


Wenn die Funktionen 7 nicht von den Mesonenkoordinaten abhangen, so) 
findet man, wenn man durch 


@ (x) = (2) +4 [ Ap(x — 9) Z(y) sly) Uy, | 


| 


“statt O’ eine neue Variable ®, einfiihrt, 


it ze : 4 | 
T(x...\y| |) = sfx eX (y) edz) d(x), (6.31) 


wobei 
Wy =i [ x(x) D(z) x(a) dx — “F(X (x) ysx(a) x 
x Ap(x — y) X(y) yox(y) da dey. 


Die Ableitung der Formeln (5.29) und (5.33) stiitzt sich nicht auf die Stérungs-} 
theorie, daher ist ihre Anwendbarkeit nicht von der GréBe der Kopplungs-: 
konstanten abhangig. Darin besteht der Vorteil aller dieser Formeln. Ahn-4 
liche Formeln kénnen als Ausgangspunkt verwendet werden, wenn man ver-4 
sucht, eine Naherungsmethode zu entwickeln, die von den tiblichen Stérungs-4 
methoden verschieden ist*). : 
Dabei mu8 man jedoch beachten, daB die Integrale iiber y’ und y’ bei Fermi-4 
Feldern hier symbolischen Charakter haben, da y’ und y’ antikommutierende} 
Funktionen sind. Daher erfordert das Problem der Integration ttber Fermi-4 
Felder eine besondere Betrachtung, die in § 6 durchgefiihrt werden soll. 


§ 6. Variation des Operators und funktionale Integration 
fiir den Fall des Fermi-Feldes 


Der symbolische Charakter der Integrale iiber das Fermi-Feld in der Lésun 
(5.25) ist eng verkniipft mit dem symbolischen Charakter der Gleichunge 
(5.10), die die Variationsableitungen nach antikommutierenden Funktionen: 
enthalten. Wir werden weiter unten sehen, auf welche Weise man eine Inte 


1) Bs ist maglich, daB in der augenblicklichen Quantenfeldtheorie im allgemeinen kei , 
Lésungsbereich fiir Mesonenfelder existiert [30]. 


es a 
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gration beim Fermi-Feld auf gewéhnliche funktionale Integrationen zuriick- 
fiihren kann und wie sich (5.10) ohne Ableitungen nach antikommutierenden 
Gré8Ben schreiben 148t. Zum besseren Verstindnis miissen wir zunachst die 
Variation des Operators des Fermi-Feldes betrachten. 

Im Falle des Bose-Feldes war die Definition der Variation eines Feldoperators 
nicht schwierig, da es eine Darstellung gab, in der die Feldoperatoren wie 
eine Multiplikation mit einer gewissen (Hilfs-)Funktion wirkten. Fiir das 
Bose-Feld kann die Variation des Feldes 6®’ z. B. in folgender Weise dar- 
gestellt werden: Wenn wir das Bose-Feld ©’ (xz) in eine Reihe nach dem 
System der Basisfunktionen ¢, [53] entwickeln: 


== Fn Pa (2), 
n 
so ist 


Op’ (2) pai OYn Pn (2X), 


und eine Integration tber ®’ (x) wird so durch eine Integration tiber die y, 
ersetzt. 

Im Falle des Fermi-Feldes aber entsteht die Schwierigkeit, daB hier die 
Variation des Operators mit dem Operator selbst antikommutieren mu. 
Daher kann ein dem Bose-Fall ahnliches Verfahren fiir Fermi-Felder nur 
dann angewendet werden, wenn man ein vollstindiges System antikommu- 
tierender (Basis-) Funktionen Xn(%), Xn (x) bestimmen kann. Dann kann man 
ein beliebiges Fermi-Feld y und y in eine Reihe 


x(x) me On Xn(%); x (%) = DB Bn Zn (2) (6.1) 


entwickeln [¥7,,(«) ist im allgemeinen nicht mit y,(”) verknipft; s. FuBnote 
zu Formel (5.1)]. Wenn es nun eine Darstellung fiir y und y der Form (6.1) 
gibt, so kann man die Variationen dy und dz durch die Variationen der 
Zahlen a, und 6, ausdricken: 


0x (x) aa OG, Waa) Ox (x) a 2 OBn %a (2), (6.2) 


und die funktionale Integration tsber die antikommutierenden GroBen x(x) 
und ¥(x) ist auf eine Integration tiber die Zahlen a, und , zuriickgefthrt. 
So erhebt sich das Problem, die antikommutierenden Basisfunktionen y, (x) 
und 7,(z) zu bestimmen. 

Wir fiihren dazu ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem Y, (x) 
ein, das gema8 der Gleichung 


[F(x) Z(x, y) Pm(y) Ha dty = dum (6.3) 


normiert ist. (Hier ist Ww = wt ys.) Fir Z(x, y) werden wir entweder den 
Dirac-Operator —1i64(x — y) D(y) oder den Dirac-Operator mit einem 
auBeren Mesonenfeld 


D(z, y, ®) = —164(x — y)[D(y) — 975 P(y)] 
1* 
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verwenden, da wir uns fiir den Fall interessieren, daB die Wirkung fiir das 
Nukleonenfeld von Null verschieden ist. AuBerdem fiihren wir die anti- 
kommutierenden Operatoren A, und B, ein: 


A, = Ay + bn; Bn = by — On» (6.4) 


wobei at, bf ,,Erzeugungs‘-Operatoren und a,, 6, (,,vierdimensionale‘‘) 
Vernichtungsoperatoren sind 


{Qn, an} = {bg bn} =a Ontes 


so daB 
ak, = b,F, = 0 


[F, ist das ,, Vakuum-Funktional“, s. (5.18)]. Wir bilden dann die Operatoren 
tu(#) = Ay, (2); Yn(x) = BP, (x), (6.5) 


die, wie wir weiter unten sehen werden, als antikommutierende Basis- 
funktionen verwendet werden kénnen. Damit die y, und 7, als Basisfunk- 
tionen angesehen werden kénnen und folglich eine Entwicklung (6.1) 
gestatten, miissen die GroBen x, und x, (oder A, und B,) durch Normierungs- 
bedingungen verbunden sein, was nur méglich ist, wenn wir unsere Betrach- 
tungen auf eine bestimmte Klasse von Matrixelementen der Operatoren y, 
und y, beschrénken kénnen. 

Um das Problem der Normierung von y, und y, (oder fiir A, und B,) zu 
lésen, zeigen wir, daB ein beliebiges Funktional F durch das Funktional F° 
ausgedriickt werden kann, das durch die Bewegungsgleichungen (unter 
Beriicksichtigung der Wechselwirkung) und die Bedingungen (Fy, F°) = 1, 
(Fo, a(x) F°) = (Fo, b(x)F°) = (Fo, c(x)F°) = 0 bestimmt ist. Die Gleichung 
(5.10) hat eine formale Lésung der Gestalt 


Q(g) = SQ(0), 


wobei das Funktional fiir nichtwechselwirkende Felder 2(0) der Gleichung 
(5.10) fiir g = 0 genigt und der Operator 8 analog der Streumatrix gleich 


S = Syexp {g | N(x (x) ysx(x)] O(a) d*a (6.6) 


ist. Sp ist eine Normierungskonstante. Da F(g) durch die Transformation 
(5.21) mit Q(g) zusammenhangt, F = RQ, kann man das verallgemeinerte 
Focksche Funktional F(g) bei fehlender Wechselwirkung durch das Funk- 
tional F' (0) nach Formel 


Fg) = FSR? F (0) = SFO) (6.7) 
ausdriicken [37, 35, 38]. Dann folgt aus (5.21) und (5.10) daB die Gleichungen 
fir F (0) die Form 

D(c) x(x) F(0) = —b* (x) F(0), 
D(—«) x(%) F(0) = at (x) F(0), 2 Sones (6.8) 
K (x) @(x) F (0) = —ct (x) F(0) bas 


ren 
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erhalten, d.h. die Amplituden f°(z...|y...| 2...) von F(0) geniigen den 
Gleichungen fiir die freien Felder. Insbesondere ist das erzeugende Funktional 
F°(g) fiir die Feynmanschen Vakuumamplituden 


F°(g) = 8’ F°(0) = 8’ Fo. (6.9) 
Betrachten wir jetzt als Beispiel F(g) = S’ F1,)(0), wobei 
Py19(0) = f fol |y| —) at (a) bt (y) dtadty Fy. 
Dann folgt aus (6.8), (6.9) und den Kommutatoren von S mit 7 und x, daB 
F(g) = S'Fy9(0) = 
= —|{ f°(x|y| —) D(—2) x(x) = D(y) x(y) dadty Fg) (6.10) 
gilt. Die Verallgemeinerung von (6.10) ist nicht schwierig. Formeln vom Typ 
(6.10) fiihren das Problem der Matrixelemente (Fo, ¥(x)...7(y)---P(z).--F(g)) 
fiir das erzeugende Funktional F(g) auf das Problem der Matrixelemente 
zwischen den Zustanden F, und F°(g) zuriick. Da F°(g) durch Anwendung 
des von 7, ¥ und ® abhingigen Operators S’ auf das ,, Vakuum“-Funktional 
F, = F°(0) entsteht, kann folglich die Gesamtheit aller Matrixelemente von 


% und Ym, die bei der Berechnung der 7'-Funktionen oder der Funktionale F 
und Q entstehen, auf das Vakuum-Matrixelement des Produkts 


Ams Yr) Xms(Yo) +++ Ane(X2) Xns (1) Po 
Bm Bras OnEQ An. Ano 
zurickgefihrt werden. Dabei bedeutet 
(Mo = (Fo, MF). 
Der Vakuumerwartungswert der Operatoren B,, und A, kann in Form ciner 
Determinante, die aus den (B,, A, >» besteht, geschrieben werden: 
«Bm, Ano < Bm, Ano +++ < Bm Ane 70 
CBr, Ano «Bras Ano tg <Bms Ay,» 


€ Bm, Ano <Bn, Ans?o Risks q Brat An, | 


GB ee Bat Ad AS Se (6.11) 


Da <BmAn>o = Onm, der Operator B, A, also bei der Berechnung des Vakuum- 
mittelwerts durch eine Einheitsmatrix ersetzt werden kann, kann man das 
Ergebnis (6.11) auch mit Hilfe der Regel erhalten, daB beim Vakuumer- 
wartungswert von Produkten der Operatoren Beep tea Ae tg 


B, An = —AnBn 1 (6.12) 


gesetzt werden kann: Das Produkt zweier antikommutierender Operatoren 
B, und A, mit demselben Index ist dem Kinheitsoperator proportional. 
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Man kann die Formel (6.12) die Normierungsbedingung fiir die Operatoren 
A, und B, nennen, da . : jetzt in der Form 


[Gn(x) B (2x, y) xm (y) Tad? y > bam (6.13) 


geschrieben werden kann. Die Normierungsbedingung (6.13) wurde von 
MATTHEWS und SALAM [36] vorgeschlagen. Diese Bedingung darf auch 
nicht wortlich, sondern nur in demselben Sinne wie (6.12) verstanden 
werden. 
Jetzt ist es zur Ableitung einer Gleichung der Form (5.10) nicht mehr notig, 
antikommutierende funktionale Ableitungen einzufiihren. Wir konstruieren 
Operatoren einer infinitesimalen Transformation G, und Gz [s. §5.1, 
Formel (5.9)]. Wenn wir nur Funktionen von x, ¥ und © beriicksichtigen, 
kénnen wir G, und G; in der Form 
7) 
Gy = >i) Odn aa, > 
(6.14) 


Gg = 8p. 55 


darstellen, in die nur Ableitungen nach Zahlen eingehen. Aus dem Wirkungs- 
prinzip (5.8) erhalten wir dann an Stelle der ersten beiden Gleichungen 
(5.10) Gleichungen mit gewodhnlichen Ableitungen: 


ds 


isp Ore 2 Xm Qua 2 ? 
Qnm = | Hn (22) D(x, y, P) ym (y) Mardy (6.16) 


Als Lésung der Gleichungen a und der dritten Gleichung (5.10) (fiir die 
Mesonen) erhalten wir das Funktional 


1 
210, B, OFS w oP {#2 Bm Qmn On + Wat, (6.17) 


“um 


wobei 


wobei Wy, die Wirkung fiir das Mesonenfeld ist und N eine Normierungs- 
konstante. Das Funktional  {a, 8, ®’| entspricht dem Zustandsvektor 
Q {y’, 4/, ®’} [Formel (5.5)] in der Darstellung, wo y, y und ® wie Multi- 
plikationen wirken, da a und # Zahlen sind. Eine formale Lésung des 
Problems der wechselwirkenden Felder wurde in § 5.3 durch die Fouriertrans- 
formierte des Funktionals Q {y', y’, @’\, die von den antikommutierenden 
Funktionen 7’ (x), y’ (x) und der Funktion I(x) abhing, erhalten. Jetzt aber 
mufSZ man zur Losung unseres Problems die Fouriertransformierte fiir das 
Funktional Q {a, 8, ®'} einfiihren, die von den Zahlen «, und f, sowie der 
Funktion @ (x) abhingt. Da man wegen (6.13) Qn als reell annehmen kann, 
ist eine Fouriertransformation fiir Q {a, 6, I} méglich, wenn ~~ 
wet X 


Ria . (6.18) 


} 
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gilt und man annehmen kann, daf in den Operatoren D(x) und K(z) die 
Massen m und p? durch m — ie und p* — ie ersetzt sind, da nur dann die 
funktionalen Integrale iiber a, f und I(x) konvergieren. 

Als Ergebnis finden wir dann statt des Funktionals 2 {y, 7, I} von den anti- 
kommutierenden Funktionen 7(x) und 7(x) ein Funktional, das von der 
Funktion I(z) und den Zahlen 6, und C7, abhangt: 


io {6*, 6, I} = [ e-* 2 (5A + Sohn) ~if 1) Va ae C) (p*, B,D} d(p) d(D), (6.19) 
2 1p*, B,D} = * exp [—5 3 Qam Ba Bis + War} (6.20) 


Der Unterschied zu (5.25) besteht darin, daB in (6.19) ttber die komplexen 
Zahlen f, integriert wird: 
dp, pr 
ap) = [ye 


% V2x V2 
Die Normierungsbedingung (5.27b) fiir das Vakuumfunktional {2° erfordert, 
| daB w® (C*,6, 1; =1 far (* =f =1=0 wird. Daraus folgt 


N = [exp (— 1 3 Pn um in + iWa| dB) 49). (6.21) 


Um 


| Jetzt macht die Berechnung der Integrale itber das Fermifeld, d. h. iiber 
fj, und f, keine weiteren Schwierigkeiten verglichen mit den Integralen iiber 
das Bosefeld. Der Uhergang von (6.17) zu (6.19) unterscheidet sich von der 
funktionalen Fourier-Transformation von (5.5) zu (5.25) dadurch, daB bei 
(6.19) keine Fouriersche Operatortransformation fir das Fermifeld durch- 
| gefibrt wurde). 

Die Operatoren 7 und 7 erhalten beziiglich des Funktionals (6.19) die Form 


Ia 
12) = Stal) (i Gee) | 


“. 210. 3 
0) = Ent (50,)-| 


Die Anwendung der Operatoren 7 und 7 auf das Funktional (6.17) fiihrt 
| wegen (6.22) zu einer Multiplikation mit P7, und Pm unter dem Integral. Aus 
der Form von 2 (6%, ,P’} folgt, daB fir €=¢* =0 die Integrale der 
Produkte der Koeffizienten B,, und f% in 22 {, B*, 2} integriert iiber B% 
und f,, nur dann von Null verschieden sind, wenn diese Koeffizienten als 
~Paare f, f% vorkommen. Das entspricht dem Fall, daB in der 7'-Funktion 
(5.22) jeder Operator 7 nur zusammen mit 7 vorkommt. r 
Indem wir die Bedingung (6.12) [oder (6.13)] verwenden, kénnen wir das 
| Vakuumfunktional F, jetzt nicht in der Definition der 7-Funktion 
Ti(xe...|y-..|2---) =) . Z(y)-.- D(z) ...)o {C*,0, 1} (6.23) 


; 


(6.22) 


1) Kine auefihrliche Berechnung von Qin, 1; I}; mit Hilfe einer solchen Operator- 
transformation findet man in Arbeit [34]. 
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schreiben, wobei 


Dk, 
@(z) = * §1(z)’ 


x(x) und ¥(y) werden aus den Formeln (6.22) bestimmt, und nach der 
Differentiation in (6.23) muB ¢ = ¢* = I = 0 gesetzt werden. Die Formeln) 
(6.19) —(6.23) und die Bedingung (6.13) sind die Ausgangsgleichungen zur) 
Bestimmung der 7'’-Funktionen. / 
Wir betrachten die Integration tiber das Fermifeld. Als Beispiel berechnen | 
wir die exakte Greensche Funktion fiir die Nukleonen, die wegen (6.23) gleich | 


Sip(x, y) = x(x) u(y) @ (C4, 6, 0} [enee—o (6.24) 


ist. Wir fiihren die Bezeichnung | 
N@') =N [Q {6*,8, ©} (8); [N(@®)d@)=N (6.25) | 


ein. Dann kann der Ausdruck fir S‘; in der Form 


Spx, 9) = 5 | Sel 9 O) NO) A’) (6.26) 


geschrieben werden, wobei Sp(zx, y, ®’), wie wir uns gleich tiberzeugen wer-) 
den, die Greensche Funktion fiir das Nukleon im auBeren Mesonenfeld @’ ist. | 
Denn tatsichlich folgt fir Sp(x, y, @’) aus den Formeln (6.22) und (6.26) der: 
Ausdruck | 


Sp(z, y, BD) = 

w dp, ap* | 

= 5 (2) Maly) A1Bm | Bt Bm exp [-i SB SPI 
= 82) xn(2) Za(y) = — 1D (x, 9, @'), (6.27); 


wo wir bei der Integration Q,m = 6,m setzen kénnen. | 
Damit erhalten wir also die exakte Greensche Funktion fiir das Nukleon aus 
der Greenschen Funktion im éuBeren Feld Sp(x, y, ©’) durch Mittelung tiber} 
alle iuBeren Felder mit der Gewichtsfunktion N (@’). : 
Die GréBe N(@®’) transformiert sich in der oben angegebenen Weise auch) 
verhaltnismafBig einfach. Wegen (6.25) gilt 


N(@') = fexp [—1 SY Quam Bx Bh + iW] (8). (6.28) 


nm 


Wenn wir in der Normierungsbedingung (6.13) fiir Z(x, y) den Dirac-Operator} 
—164(~ — y) D(y) ohne auBere Felder wihlen, erhalten wir 


Qam = —§{ Xn(2) (D(z) —gys®' (x) xm(z)d4a= 
= 8am + ig [ %n(z) 75D (x) xm (x) d4 = Sum + 19 Inm Baty. —. (6.29) 
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Wenn &, und A,, keine antikommutierenden Operatoren waren, sondern 
Zahlen, d.h. wenn die Operatoren y und y sich auf Bosefelder beziehen 
wurden, so wiirden wir 


N% (D’) = e'¥" N(®) = | exp [—1 > Bu B% Onm + 19%am)] 4(B) = 


> nm 


_ [.-*X nan O(B, B*) 


_ erhalten. Dabei ist die Transformation der Variablen f und f* in die Variablen 
Aund j* die Transformation, die die quadratische Form > By, B%, (6am + 49 9nm) 
diagonalisiert. Die Jacobi-Determinante dieser Transformation ist der Kehr- 
wert der aus den Koeffizienten dieser quadratischen Form bestehenden 
Determinante 


0(B, B*) 
0(A, A*) 


und hangt nicht von 4 und A* ab. Folglich ist 


— Hl Oge fi 19 Inm | (6.31) 


% — || bm == 49Gem\|\"2: 


Wenn die 7 und ¥ sich aber auf ein Fermifeld béziehen, mu8 man die quadra- 
tische Form > By Ba (bam + 499nmBnAm) diagonalisieren, und wir erhalten 
analog 


N°(B') = ||bam + *99nm Br Am||7- 


Im Falle einer unendlichen Fredholmschen Determinante ist der Kehrwert 
der Determinante ||6jm + 9Gnm|| gleich der Permanenten von der Form 
(nm —9Gnam), d.h. gleich der GréBe, die genauso berechnet wird wie eine 
| Determinante, nur ohne Wechsel der Vorzeichen, also immer mit positivem 
- Vorzeichen: 

N°(®') = Perm (Onn 3a tle Da An) - 


| Wenn man jetzt in der Entwicklung fiir Perm die Operatoren B, und A, so 
umstellt, daB man die Beziehung B, A, > 1 benutzen kann, so fiihrt das zu 
einer Anderung der Vorzeichen, die gerade dadurch kompensiert werden 
kann, daB man von der Permanenten zur Determinante tibergeht [45]: 


N°(D') = ||bnm + *99nm|| - (6.32) 
Dieses Ergebnis kann auch direkt aus Formel (6.28) abgeleitet werden, wenn 
man Q,, aus (6.29) einsetzt, exp | —9 >) Inm Bn Bm By Am| in eine Reihe ent- 
' nm 

-_wickelt und unter Benutzung der Gleichung B,A, = 1 gliedweise inte- 


griert. 
Die Bedeutung von (6.32) kann man leicht einsehen, wenn man die Matrix 


Inm auf Diagonalform bringt, wobei 
Inm = Onm In 


N° = J] (1 + i945), 
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oder 
In N° = Sp In (1 + tg@). 
Da 
=| a (# a) y5D! (x) Ym (a) dt | 
und wegen (6.13) >’ ¥,(2) Wy) = —iSp(z —y) gilt, kann man | 
In N°(@’) auch in der Form 


In N°(@’) = Sp In (1 — gSpy5 ®) (6.33) 


schreiben, wenn man S»(x, y) als die Matrixelemente des Operators Sp an- 
sieht. Die Transformation (6.33) fiihrt (s. z. B. [3]) zu dem Ausdruck 


1 
N°(®') exp 1-9 Sp ys [da [ Sp(x, x, AD’) D' (x) ave}. (6.34) 
0 


Die Formel (6.26) fiir Sj wie auch Formel (6.34) wurden nach verschiedenen | 
Verfahren abgeleitet [43, 44, 45]. Die hier gegebene Ableitung illustriert das | 
Verfahren der direkten Integration tiber das Fermifeld. Es ist tiblich, die_ 
Integration tiiber das Fermifeld zuerst durchzufiihren und die Naherungs- | 
methoden der funktionalen Integration bei der Behandlung der Integrale | 
iiber Bosefelder zu untersuchen [45]. Die Moglichkeit, Integrale tber anti- | 
kommutierende Funktionen auf Integrale iiber gewéhnliche Zahlen zuriick- | 
zufiihren, erlaubt, mit diesen Integralen genauso zu rechnen, wie mit den | 
Integralen iiber Bosefelder. Das ist médglicherweise zur Untersuchung der 
Schwierigkeiten der gegenwartigen Theorie unbedingt nétig. 


Ubersetzt von H.-W. Streitwolf | 
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Juantum Medhanical Description of Nuclear Collective Motions 
) TARO TAMURA?) 


Institute for Theoretical Physics, University of Copenhagen. 


$1. Introduction 


the discovery of the j — j coupling shell model by MAYER and JENSEN [1] 
wrought about a great advance in the analysis of many complicated data in 
wuclear physics, such as the assignment of spin and parity of single particle 
evels, their magnetic moments, relative abundance of natural isotopes, 
sppearance of islands of isomers, forbiddenness of f-decay and so on. In 
pite of these remarkable successes there remained several discrepancies 
vetween theory and experiments, especially in the explanation of the very 
arge values of quadrupole moments and other properties of nuclei which 
iave such large quadrupole moments. 

RAINWATER [2] proposed a model with the purpose of solving this difficulty, 
n which he considered that the inner part of the nucleus, which may be 
alled “‘core’”’ for short, is treated as a liquid drop, and therefore if there is 
mother nucleon which goes around, say, along the equator of the core, it 
vill exert a centrifugal force so as to distort the latter into a pancake shape. 
“his external force is counter-balanced by forces which work inside the 
ore as to keep the latter in its original spherically symmetric shape. As a 
onsequence of this balancing, the core has a non-spherical equilibrium shape. 
"hus the quadrupole charge distribution of the whole nucleus can be much 
ligger than that expected from the ordinary single-particle shell model, in 
vhich the core is thought to be spherically symmetric and the quadrupole 
harge distribution is produced solely by a single particle outside the core. 
tainwater’s idea, which may be called a static model, was further extended by 
$0HR and MOTTELSON [3, 4] by considering that the core does not only 
eep its non-spherical qeuilibrium shape but also can oscillate around this 
quilibrium shape. This nuclear surface oscillation contributes a new mode 
£ motion to the whole nuclear system, and by considering the interplay of 
his motion with the single particle motion, they enjoyed a splendid success 
n explaining many low energy nuclear phenomena. 

"he core which was treated as a liquid drop by Bohr and Mottelson, as well 
8 by Rainwater, actually consists, of course, of many nucleons. Therefore 
f we want to treat this combined system in a more realistic way, we are 
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naturally led to the idea that we should treat this surface motion, not as a 
oscillation of a liquid drop but as an organized motion of these constituer 
particles. Indeed in these years many papers were published in this connecti 
and this article will be devoted to a brief survey of these works. 

Before going into the review of these papers, however, it will be useful to giv 
some qualitative discussion about general features of collective motions of’ 
many-particle system. Firstly we note that, even when we consider the abov) 
mentioned organized motion, we do not think that this is the sole motic 
which is allowed to the constituent particles. Rather we consider that the: 
particles can still make very complicated random motion’), and what 
here required is that they exhibit the organized motion as an average effe; 
of these random motions. In other words each nucleonic motion is divided int 
two parts in such a way as to contribute partly to this organized motion a 
partly to random motions. This former type is usually called ‘‘collectiy 
motion” and the latter type is called “‘intrinsic” or “internal” motion. | 
Such a separation of complicated motions into two parts is not in fa, 
uncommon to us. We know, for example, that although liquids and gases ai 
composed of many molecules exhibiting individual motions, their bulk 
haviour can be described by rather simple hydrodynamical equations. To sé 
that a liquid obeys the equation of motion of hydrodynamics is to 
macroscopic language, and in order to be able to describe the motion in) 
microscopic way, we must have a somewhat deeper, but qualitative, insigh 
into the reason which makes the occurrence of such collective motiod 
possible. | 
A liquid is a system of particles which are contained in a volume of spa) 
with a high density and which interact with each other through strong ar 
short-range forces. Thus if, for example, the density in a given region | 
non-uniform, so that in macroscopic terms there is a pressure gradient, ea 
particle will be struck more often from the denser side than from the rar 
and will therefore be accelerated in such a way as to leave the denser regia 
In this way a collective motion, a motion in a specified direction, sets i 
If, further, in this motion a particle moves faster than the mean velocij 
of surrounding particles, it will be struck more often from the forward thi 
from the backward directions, so that its velocity is slowed down to the me 
velocity. In this way the time average of each particle velocity is interloc 

to the mean velocity prevailing at each point, and thus we can have a cally 
tive motion with a definite velocity. i 
To explain the situation somewhat more, we will next consider the case of 
plasma oscillation. A plasma is an equal density mixture of positively ai 
negatively charged particles, which therefore interact with each ot 
through weak, long-range Coulomb interactions. Now if electric fields 

introduced, either by an external disturbance or by the lack of compl 
space-charge neutralization, particles in this region are set into motion. 


*) The word “random” may not always be appropriate. For example in nuclei, 
intrinsic motions is highly ordered in the sense of the shell model, and in such cases t 
word may be considered to mean high frequency motions. The reason will be clari 


soon below. be 
ee ‘ e® 
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. this case, however, due to the long-range character of the Coulomb inter- 
| actions, these particles collide continuously with many other remote 
| particles at once, but transfer very small amounts of momentum to each 
particle. In other words each particle moves almost freely except that it 
| experiences a gradual change of velocity caused by the cumulative and 
' simultaneous forces produced by all the other particles. Thus if we consider 
| this situation in a self-consistent way, each particle is considered to move in 
| 4 common average potential, or in a common force field, and in this way the 
| occurrence of the collective motion is expected. 


In this way we can understand that for a system of particles for which some 
) appropriate conditions are satisfield, we can expect to be able to extract some 
collective motions. The application of this idea to liquids will be the subject 
| of a review article in this journal by HUSIMI and NISHIYAMA}), and therefore 

it will not be discussed here. On the other hand the theory of BoHM and 
PINES [5] on plasma oscillations is found to be applicable also to the nuclear 
surface oscillation and it will be briefly explained in §§ 3a. 


_ For the collective description of the nuclear surface oscillations, we reasonably 
_assume that the nuclear density is kept constant during the motion, so long 
_as we consider low energy phenomena. Now if the nuclear radius is elongated 
in one direction, the particles concentrated there are pulled to the other 
shorter radius region, because the effective number of attractive bonds is 
'fewer in the former than in the latter region. As the nucleons interact 

through short-range, strong forces, an idea similar to that which was stated 
for ordinary fluids may be applied here also, and the motion thus is a kind 
of collective motion. Due to the assumed constancy of the density, this 
motion cannot be a density fluctuation, but a flow of mass along the surface 
from the longer radius to the shorter radius region, and thus the oscillation 
or rotation of the nuclear surface comes in. 


The program of this article is the following. In §2 we give a brief survey of 
the formulation of the Bohr-Mottelson model and its comparison with 
experiments. In §3 we introduce the basic ideas of the so far published 
| papers on the quantum mechanical description of nuclear surface oscilla- 
tions, and this section is subdivided into three subsections: a) Methods due 
,to canonical transformations; b) Methods due to a variational principle; 
_¢) Criticism of the present stage of the theory and other related problems. 
As the discussion of §3 will show, the present situation of the theory of 
collective motion is not satisfactory and some phenomenological approach is 
still needed in treating the particle aspects which interplay with the collec- 
tive surface motions. Among them the problem of the moment of inertia is 
one of the most important and it will be discussed in § 4. On the other hand, 
jfor the precise calculation of the ground state spin, value of the equilibrium 
deformation of the core and so forth, it is necessary to know the nature of 
single-particle levels in a deformed nucleus, and this will be treated separately 
in § 5, although it is intimately connected with the contents of § 4. The 
surface oscillation is not the sole example of collective motions exhibited 


1) Fortschr. d. Phys. 6, 16 (1958). 
Q* 
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by nuclei, but there is another well known one, which is related to the giant 
resonances of photo-nuclear reactions and a brief account of this problem will} 
be given in § 6. § 7 is devoted to the concluding remarks. 


§2. Brief summary of the Bohr-Mottelson model 


| 


§§ 2a. Formulation of the model) 


As we have seen in last section the introduction of collective motion into our 
formalism can be done if we can divide the particle motion into two parts, 
the collective and the individual particle motions. Therefore in the analysis of| 
nuclear excitation spectra it will be possible to distinguish between these two) 
different modes, if the condition of appearance of the collective motion is 
indeed fulfilled in that nucleus. | 
As is seen from the qualitative discussions of § 1, one of the conditions which} 
must be fulfilled is that the frequencies of the collective excitations are small 
compared with those characterizing the intrinsic nucleonic motion, because: 
otherwise all the constituent nucleons cannot respond to the collective 
motions. If this is the case we may think of the intrinsic motions as motions in 
a fixed potential, the shape and the orientation of the latter being specified! 
by parameters which are coordinates that describe the collective motions, 
while the collective motions themselves are associated with variations in the: 
shape and orientation of this potential. This kind of separation of motion is} 
called an adiabatic approximation. | 
If we denote a collective parameter by a, the energy eigenvalues of intrinsi cH 
motion are denoted by E; (a), and so the collective motion superposed on they 
intrinsic motion is given by a Hamiltonian of the approximate form | 


| 
» 
‘ 


? 


Hoon = E;(«) + 1/2 Bi (a) a. (2-1 | 
The functions E;(«) are refered to as the potential energy surfaces of the 
nucleus, while the coefficients B;(«) are mass parameters associated with the 
collective motions, and so the second term of (2-1) gives the kinetic energy) 
of this motion. 
The form of the second term of (2-1) is, however, allowed only when the 
separation of motion into collective and intrinsic parts can be performed i 


the sense of the above mentioned adiabatic approximation. Therefore if the 
intrinsic motion possesses degenerate or close lying levels, in which case the 
adiabatic approximation may partly break down, the nucleus must be 
described in terms of a coupled system of collective motions and the low 
energy intrinsic excitations. 
When the use of (2-1) is allowed, the features of the collective motions which 
occur are governed by the shape of the energy surface E;(q), which is, as 
was mentioned above, determined by the motion of individual particles| 
in the potential. This latter motion, which could be treated as a random 
motion if we consider an ordinary liquid, cf. § 1, is now considered to be 


1) The contents of this subsection mainly follow the line of recently published review 
article [6], especially its Chap. V., rather than that of the old papers; reference [3] and [4] 
ao es N i 
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‘highly correlated motion in the sense of the shell model, and consequently 
‘the collective properties of individual nuclei are profoundly effected by 
their respective shell structures. 

The particles in the closed shells strongly prefer a spherical nuclear shape, 
while those in unfilled shells tend to polarize the nucleus and bring about 
a nonspherical shape and the competition of these two trends decides the 
shape of the potential. The latter tendency is, however, somewhat reduced by 
ithe residual interactions between the nucleons, which must be added to the 
‘interactions already included in the average field. 

‘The dependence of the potential energy surface on the number of nucleons in 
‘unfilled shells is schematically illustrated in Fig. 1 (where fB measures the 
‘parameter which describes the above 
‘mentioned polarization). The figure refers 
to even-even nuclei, for which the lowest 
intrinsic state for a spherical shape pos- 
-sesses zero angular momentum. 

In Fig. 1 the curve a represents a con- 
figuration with only relatively few nu- 
cleons outside of closed shells. As the 
nucleons are added the restoring force 
decreases, as is mentioned above, but 
still the spherical shape remains stable 
as is shown by the curve b. If further nu- 
cleons are added the spherical shape be- __,, ‘ 

| .! ig. 1. Potential energy surfaces for even-even 
comes unstable and the nucleus acquires nuclei. (Taken from [6], p. 524.) 
anonspherical equilibrium shape (curvec), 

and if still more nucleons are added the equilibrium value of 8 increases and 
| the minimum in the potential energy surface becomes sharper (curve d). 
For a closed shell configuration the spherical equilibrium shape is especially 
istable and the frequencies of collective motions become of the same order as 
those of intrinsic motions. This situation may correspond to curve a of 
‘Fig. 1, and in this case there may be no sharp distinction between these two 
modes of excitations. If a few nucleons are added the energy surface may 
‘be characterized by the curve b of Fig. 1, and collective vibrations around 
spherically symmetric shape will appear as low energy modes of excitation. 
‘In such cases, we can consider that the deviation from spherical symmetry is 
still small, and the shape of the nuclear surface can be expanded in terms of 
surface harmonics as 


R(6,9) = Ro(l wes 2 ¥22(9,9)); (2-2) 
Lb 


if we take the idealized case of a nucleus with constant density and a sharp 
surface. The expansion coefficients «,, are time dependent and the collective 
Hamiltonian may be described in terms of sum of Hamiltonians like (2-1), 
in which « is replaced by ay. 

It is, however, more general to consider that the collective coordinates a), 
are amplitudes which describe the oscillating electric multipole moments 
iM (HA, uw), and are normalized by the relation 

| M (EA, uw) = (3/42) Ze Riat,. (2-3) 
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In the collective Hamiltonian 

Hoon = ((*/2) Ba |@ay|® + Cla) Ca [oanl*) (2-4) 
a, Will henceforth be considered in this generalized sense. If the It(HA, w 
are equated with i r*Y,,(9, p)o(r) 47,0 being the nucleonic density in the 
nucleus, «,, of (2-3) are reduced to those defined by (2-2). 


The Hamiltonian which we have obtained in (2-4) corresponds to a set 0} 
independent harmonic oscillators with energy quanta 


foo, = (Ci) By)". (2-5; 


Thus, if we take only the vibration of quadrupole type (A = 2), which is 
expected to be the lowest mode of surface vibrations (A = 1 repressenti 
only a center of mass motion), the excitation levels appear with energie 
hws, 2hwg, 3hmg, ..., i. e. with equal spacings. / 
As is well known from the quantum theory of fields [7], these excited state; 
can be considered to be occupied by one, two, three,... quanta of excitatior 
(phonons), the energy being associated with the excitation of each quantum 
Further it is possible to show, as may be predicted from the relation of a, 
with the multipole moments (2—3), that this quantum is a particle with spin ‘ 
and even parity, and so the above mentioned first, second, third, excite¢ 
states are degenerate states with spin and parity 2*; 0+, 2+, 4+; O*, 2+, 3*, 4 
6+; ... Of course the ground state is 0*. | 
In conformity with the interpretation of the excited states in terms of th 
occupation numbers of excitation quanta, the parameter «,, appearing il 
(2—3) can be interpreted as a sum of creation and annihilation operators 
these quanta, and thus we can easily calculate the matrix elements of th, 
multipole moments (2—3), between these states, or rather their square 
which in turn give the (reduced) transition probabilities of electric qu 
drupole (in general electric multipole) transitions. The latter is given by 


h 
2 (Bi C4)'/: * 


Bh) oleae ee ne Ze Ri) - 


In (2—4) through (2—6) B, are mass parameters of these collective motions 
while C, corresponds to effective surface energy and gives the restoring force: 
to these motions. If we assume incompressive-irrotational flow to the nuclea: 
matter B, is given by [8] 


(Ba)irro = ag Am Rj, ‘ (2-7 


while C, may be obtained from the surface energy appearing in the semie 
pirical mass formula. In general these quantities depend on the detaile 
structure of the nucleus, just as was the case for the shape of energy surfac 
The calculation on the values of these quantities will, however, be discusset 
later in § 4 and § 5. 

Now we proceed to the case where the nucleus has a nonspherical equilibriu 
shape (curves c and d in Fig 1). In this case each particle is coupled strongl 
to the nuclear deformation and the residual interactions between nucleo 
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play minor role. Therefore this case is called the ‘‘strong coupling” case. On 
the other hand, in the above-mentioned case, where the equilibrium defor- 
» mation of the nucleus is spherical, the coupling of each particle to the 
deformation is rather weak compared to its coupling to the oscillations, 
and the situation is called the ‘“‘weak coupling” case. 
In the strong coupling case the collective motion can be separated into 
rotational and vibrational types. The former corresponds to the rotation of 
the nuclear orientation preserving the shape, while the latter corresponds to 
oscillations about the equilibrium shape for fixed orientation of the nucleus. 
As the equilibrium deformation deviates largely from spherical, much mass 
transport is associated with the rotational motion, and this motion is easily 
excited at low energies. 
In order to describe this rotational motion we introduce three Eulerian 
angles 0;(i = 1, 2, 3), which determine the orientation of the principal axes 
of the deformed nucleus with respect to a space-fixed coordinate system. 
Then applying the method of quantizing the motion of asymmetric top, due 
to CASIMIR [9], the Hamiltonian for this rotational motion is shown to be given 
by 
Iemeers 
Ayo 2 25, Le (2-8) 


where x = 1, 2, and 3 mean the 2, y, and z-axes of the principal coordinates, 
while %, are the principal moments of inertia. 
The eigenvalues of (2-8) becomes especially simple if the nuclear shape has 
axial symmetry, which appears to be the case for the very strongly deformed 
nuclei. If we take the symmetry axis as the z-axis 3, = 32(= 9), while 
%, = 0. The vanishing of 3; comes from the fact that a rotation around the 
z-axis has no effect on the intrinsic nucleonic motion and so no net mass is 
associated with this rotational motion?). 
Thus removing the term with x = 3 from (2-8) (see footnote at this page) 
and noting the relation I? + [3 = J? — Ij, one finds that the eigen- 
value of (2-8) is given by 

1 


where K is the quantum number of J;. Due to the above-mentioned fact that 
there can be no collective rotation around the z-axis, K is a constant for each 
rotational band, i. e. for a set of levels which belong to the same intrinsic 
and vibrational states. Then by introducing an energy E, which is a constant 
for such a band by noting that the K®-term of (2-9) can be absorbed into 
this EZ), we can express the energy of states which constitute a band as 


E Teh ie ae), (2-9) 


Ey = Ey + Teeth) ei a(—1)i+*h(T + 1/2) bx,¥,}- (2-10) 


}2 
23 
1) If 3, is vanishingly small 1/3, is quite large. Therefore if we take the ground state of 
the rotation around the 3-axis, as the zero point of the energy, the excited states of this 
mode of motion appear at extremely high energies, and have nothing to do with low 
energy phenomena. This is the reason why we can remove the x = 3 term from (2—8). 
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The last term in the bracket is different from zero only when K = 1/2, and | 
this occurs because the coupling of the individual particle motions to the | 


symmetric axis is partially released when K =1/,1). The calculation of 
the decoupling constant a will briefly be explained in § 5. 
The value of K for the nuclear ground state will be related with the individual 


particle motions in the following way. In a deformed nucleus the total angular | 
momentum of each nucleon is in general not a constant of motion, but its | 
component along the symmetry axis is a constant and we call its quantum | 


number {2,. States which differ only in the sign of Q, are degenerate, since 
they are the same except for the sense of the particle motion around the 
symmetry axis. For the ground state of an even-even nucleus the particles 
are filled pairwise in states of opposite Q, and it gives no net contribution 


to K, and we have K = 0. In an odd-A nucleus, the last nucleon occupies an | 


unpaired orbit, and K equals the Q, of this orbit. 


For nuclear shapes possessing reflection symmetry with respect to the plane | 
perpendicular to the symmetry axis, the possible rotational states must obey | 
some symmetry requirements, and especially when K = 0, only even or odd | 


values are allowed for J. Thus in the ground state band of an even-even nuc- | 


leus the states with 


I = 0, 2, 4, 6,... (even parity) (2-11) | 
appear. On the other hand, the allowed values of the nuclear spins, for K +0 | 


are 


I1=K,K+1,K+2,... (all with equal parity). (2-12) 


When the frequency of the rotational motion is rather high, especially in an | 


odd-A nucleus, the excitation of the last nucleon will play a special role. 


In this case the total angular momentum j of this particle may be considered 


approximately a constant of motion, and the operator J,, in (2-8) is to be | 


replaced by J, —,, where J, now means the components of the total | 
angular momentum of the whole system, while J,,— j,, now plays the role | 


which /,, played in the original form of (2-8). The diagonal elements of this 
extended Hamiltonian can still be expressed in the form like (2-10), but now 
there appear terms which are nondiagonal in this representation. They are 
given by [3] 


gprs, Svgnaalt Och ahs h? aaa Wwe: "yy pane 
U=—(s hit x hh) + (ge — Ze) Ut H+ BD. (2-13) 
1 


In all these equations the moments of inertia %, are to be determined in 
connection with the structure of intrinsic nucleonic motions, just as was the 
case for the determination of B, and C, in (2-4). This problem will, however, 


be postponed until § 4, and here we only mention that, if we assume an in- | 


compressible and irrotational flow for the nuclear matter, they are given by 


ERM oo. fs ae. _ 9Am RF 
ae ai Gan B sin (i =F RY = 8x 


*) Actually a corresponding term might have appeared also in (2 —9).. * 


B* (2-14) 


Quantum Mechanical Description of Nuclear Collective Motions 117 


which just corresponds to the value of B, given in (2-7). In (2-14) m is the 
nucleonic mass and # is defined below in (2-18). 

The reduced transition probability of H2 (electric quadrupole) transition 
between states within a band is of special interest in relation with experiments, 
and is given by 


where /; and J; mean the spins of initial and final states, respectively. Q) is 
the electric quadrupole moment of the nuclear shape, defined by 


eQy = <K | [ 9r2(3 cos? 6’ — 1) dr’ | KD, (2-16) 


where @ is the nuclear charge density and the angle 6’ is measured from the 
axes fixed to the rotating nucleus, while the wave function for the intrinsic 
nuclear state is labeled by K. 

If we assume that the deformation is of spheroidal shape, and the charge 
distribution is uniform, Q, is expressed by 


3 
Qo = —= ZR3B (1 + 0,168 +---), (2-17) 
y5a 
where Z is the nuclear charge number and f is related with the difference of 
major and minor semi-nuclear radii A R by 


4 (x\2AR 
s-4 (5) os 


The operator which appeared in (2-16) is just the quadrupole moment refered 
to the intrinsic axis and the correspondence of (2-15) with (2-6) will be clear. 


In odd-A nuclei the intrinsic quadrupole moment Q, is related with the 
spectroscopic quadrupole moment Q by the relation 


BR? (ie 1) 


+1) eT +3)’ eed 


Q=Q 


where Q is defined by 
eQ aK M = 1)\fort(3 cos? 6 — i)dz| I, M —I> (2-20) 


and in this case the angle 6 is measured from the space fixed axis. 

It is notable that Q, is proportional to Z, and since in heavy nuclei Z is large, 
the product ZB can be much bigger than one. This fact means that the 
quadrupole moments calculated according to this model can be much bigger 
than those obtained from usual shell model, a fact which is required experi- 
mentally. Because of the same reason the £2 transition probabilities can 
also be much bigger than the shell model value, and this is true also in weak 
coupling case as is seen from (2-6). 

Finally we will discuss the role of the quantum number K in y-transitions. 
The multipole moment, which is expressed in the space fixed coordinate 
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system as M(L,u), is expressed in the intrinsic coordinate system as 
> Dr (6) M'(L,v), the transformation functions Di. being defined by 


WIGNER [3]. The transition probability B(L, I;— I,) is therefore proportio- 
nal to 


Da Ae EOE 


EGG RINE 
oh, is t4ires 


D> Di, (0;) M’ (L, v) ty Ky I, My» 


where t represents quantum numbers other than J, K, and M, and M&M is the 
projection of I on the space fixed z-axis. L is the multipole order of the radia- 
tion. 

From this expression we know, first of all, that this factor, and in turn the 
transition probability, vanishes if the condition v = K; — Ky is not satis- | 
fied. This is the conservation law of the magnetic quantum number along 
the intrinsic symmetry axis. Now, if L is smaller than | K; — K,|, then it is 
impossible to find a v which satisfies the above condition, because || < L, 
and this transition is forbidden, even if the usual selection rule of the angular — 
momentum conservation, I; ++ J, >L>|I;—TI,|, is satisfied. This new 
kind of selection rule is called a ‘‘K-selection rule’. | 
From (2-21) we also see that if there are two y-transitions from a common | 
initial state into two different final states f and f’, the latter belonging to the | 
same band, namely having the same intrinsic and vibrational structure, then | 
the ratio of these two transition probabilities is simply given by 


BL Ip 1) i Le Rp hy le ee 
BL, 1, >), “Uy Ki Rh = ha kek 


(2-22) | 


because other complicated factors all cancel out. As (2-22) depends only on 

kinematic quantities, its value is determined uniquely, irrespectively of any | 
complicated dynamical quantities. Therefore, if the K value of one of the | 
three concerned levels is known, it is possible to compute the K values of the | 
other two states and in fact this rule is extensively used in analyzing experi- || 
mental data. | 
The operator form (2-21) is also valid, with a slight change, in B-decay, and | 
so the K-selection rule and the ratio (2-22) are also used in this case. The | 
same idea is also used for the case of a-decay. | 


§§ 2b. Comparison with experiments 


As several review articles have recently been written by BOHR, MOTTELSON 
and others [10—12,6] on the comparison of the predictions of this model | 
and experiments, we will summarize this comparison very briefly. | 
As was stated in the introduction, the original Bohr model was developed | 
from the Rainwater model, so it is quite natural that this model can also 
explain the big values of quadrupole moments. The order of magnitude of the 
theoretical prediction, as given by (2-18) with (2-17) is indeed in-good agree- 
ment with experimental values. As the core was there treated, however, as a 
liquid drop, the value thus obtained was not more than an avérage value, | 
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averaged over a wide range of mass number; thus e. g. it did not take into 

account the difference of the nature between nuclei, which lie near or away 

from the closed shells. 

‘The situation is quite different if we look at the problem in the light of the 

newly given interpretation as was explained in §§ 2a. There the intrinsic 

‘quadrupole moment @ is defined by (2-16) and, because of the definition of 

the nuclear intrinsic state |k>, this expression can now properly take into 
account the individual particle structure in each particular nucleus. The only 
problem to be solved is to obtain the explicit level structure of individual par- 
ticles, and this was indeed performed by NILSSON [14] and applied by MOTTEL- 
SON and NILSSON [14] extensively tothe calculation of quadrupolemoments and 
other properties of lower lying nuclear levels. The main features of the Bohr 
model can, however, be discussed even within the frame work of its original 
version [3, 4]. Further the papers on the quantum mechanical description of 

collective motion, so far published, are in the most part related to the liquid 
drop model version of the Bohr model, as will be seen in § 3, especially in 
§§ 3a. The detailed discussion of the Nilsson model will be defered to § 5. 
One of the most striking successes of the Bohr model is its prediction of 
rotational and vibrational levels. Firstly, for the rotational levels which are 
expected to appear in the nuclei away from closed shells, we have already 
given a formula (2-10). Especially in even-even nuclei the lowest particle 
configuration has K =0 and the rotational spectrum is given by I = 0, 
2, 4,..., see (2-11). 
Experimental observations, as compiled by SCHARFF-GOLDHABER and 
WENESER [16], indeed show that even-even nuclei have exclusively ground 
state spin zero, and the first excited states have spin two with few exceptions. 
According to the discussion given in §§ 2a the excitation energy of the first 
excited state, EH“, is expected to decrease with the increase of deformation, 
because then more mass will be associated with the rotation. In the non- 
closed shell region the deformation can be large and E® will be very small 
there. This prediction is in fact confirmed experimentally, and we can thus 
identify the first excited state of an even-even nucleus in this region as the 
first member of a rotational band (2-11). 
This assignment of the first excited state is further confirmed by the obser- 
vation of higher excited states. If this assignment is true these higher levels 
should have spin 4, 6,..., and obey the rule H@/E® = 10/3, E@/E® =7 
etc, where E® means the excitation energy of the 7-th excited state. This 
is confirmed beautifully experimentally and the data are summarized in 
Fig. 2. 

Asis seen from this figure, however, deviations from this rule begins to occur 
as we proceed to the closed shell region. This is expected because here the 
nuclei prefer spherical shape and large deformations cannot occur. In these 
regions, however, it is still possible to consider the lowest excited states in 
terms of surface oscillations or the oscillation of multipole moments, instead 
of only particle excitations, and here the collective level scheme is to be 
identified, not with the rotational one (2-11), but with the one predicted by 
(2-4) and (2-5). According to this idea the ratio E®/E® is expected to be 
equal to two, and this is indeed observed experimentally [16]. 
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According to (2-4) and (2-5), however, the spin of the second excited state 
is not necessarily 4, but states with spin 0, 2 and 4 are degenerate. The 
experimentally observed spin is usually 2, and the problem, whether there 
are two other states closely spaced with this, is still an open question. 

There are, however, several other pieces of evidence which further support 
the application of this model. The transition probability of the #2 y-transi- 
tion from the first excited state to the ground state will be much stronger 
than the single particle value as was explained in §§ 2a. The transition fro ny 
the second to first excited state can be a mixture of E2 and M1 (magnetic 
dipole), but the relative intensity of H2 over M1 will again be much stronger 
than is expected from the single particle model. These are all confirmed 


EY) 
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Fig. 2. Energy ratios of rotational excitation in even-even nuclei. E@) is the energy of the i-th excited] 
states. (Taken from [6], p. 528.) | 


| 
experimentally and support the argument given in §§ 2a. Furthermore, if we4 
note that the #2 transition, considered here, is interpreted as due to the? 
annihilation of a phonon, it is expected that the £2 transition from the second|| 
excited state to the ground state will be very weak, even when it is allowed| 
from the angular momentum selection rule, because, between these two) 
levels, the difference of occupation number of phonons is two, and thus the 
transition is forbidden according to our model. These predictions are all in 
good agreement with experiments [17]. : 
In spite of these many striking successes, Bohr’s original model does not agree} 
with experiment in one point. As is seen from (2-15) with (2-17), the £2! 
transition probability is proportional to Q?, or to B?, and so it is possible: 
to determine the value of 8, i. e. the equilibrium deformation experimentally. 
On the other hand, the spacings between levels belonging to a band is inver- 
sely proportional tof ?, as is seen from (2-10) with (2-14). It is found, however, 
that if we insert the value off, obtained from the E2 transition probability, 
into (2-10), the spacings thus calculated are much biger than thdse observed | 


ee — i ———_ 


rigid value 
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in experiment [4]'). As the E2 transition probability reflects directly the 
quadrupole charge distribution, the above mentioned determination of B will 
be qualitatively reasonable. On the other hand the value of moment of 
inertia depends on complicated dynamical nature of the motion of the nuc- 


_ lear matter, and there is no apriori reason why the flow of nuclear matter 
| should be irrotational. Therefore the descrepancy mentioned above may be 
' concluded to be mainly due to the inappropriate determination of moment of 


inertia, used in (2-14). The detailed discussion on this point will, however, be 


| defered to § 4. 


Turning to the discussion of rotational levels in even-odd nuclei, we first note 
that the sequence and position of levels, which belong to a band, are again 
given by (2-10). On the other hand, in even-odd nuclei, as will be discussed 
in § 5, there usually appear several closely spaced single particle levels with 
different Q,-values, and so it is expected that there appear several bands, 
which belong to respective K--(= Q, -) values, mixed together. 


Y — 453,08 
4 ==  —— 412,08 2 K=B- 
% % —— 308% = 54 —— 2041 
32 Tz —— 207,00 % — 208,81 
% Ked- 
5 4— oh 
34 — — %4 
' 7 6 
a kz b 


Fig. 3. Level scheme of W1**. (Taken from [18], p. 18.) 


A typical example of such level structure is shown in Fig. 3a, which is that 
of W'*S. The structure is indeed very complicated, and if we try to analyze 


this, e. g., by way of the usual shell model, it will certainly be necessary to 


consider very complicated configuration mixing, a calculation which is 


prohibitively hard. If we, however, identify each level with a member of 


some rotational band, the assignment is very easy, and the level scheme of 


Fig. 3a is analyzed in a neat form, as is shown in Fig. 3b, where levels which 


belong to a band are collected in a separate column. 
The position of levels in a band obey the J(J + 1)-rule of (2-10) very well 


if we once determine the phenomenological value of moment of inertia from 


the spacing of the ground and first excited states. [In case where K = 1/2, 


}one more parameter a appears as is seen from (2-10), and thee two para- 


meters are determined from the three lowest states.] Deviations, of afew percent, 
were found in this way for the energies of some higher levels, but they were 
also successfully explained by KERMAN [18], by taking into account the non- 
diagonal terms, which were collected in (2-13). In this way the level structure 
of even-odd nuclei is also satisfactorily explained within the framework of the 
Bohr-Mottelson model, although the same difficulty concerning the value 


1) Actually the experimental value lies between the irrotational value (2—14) and the 


<m >) (yj + 2)>- 
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of the moment of inertia also appears here, just as was the case in even-even | 
nuclei. 

As the final topic of this section, we will refer to the K-selection rule, mentio- 

ned in the preceding subsection, and for this purpose we consider the level 

scheme of Hf!®°. Here a band with K = 0 appears and the ratio of the (redu- 

ced) E2 transition probabilities from the J = 4* and the J = 2* states, | 
respectively, to the J = 2+ and I = 0* states, which is observed experimen- | 
tally [19] checks qualitatively with the theoretical value 10/7, calculated from : 
(2-22). On the other hand the F 1 (electric dipole) transition from the 1143 kev | 
level (with J = 8- or 9 and therefore K = 8 or 9) to the ] = 8+, K =€@ 
state is observed [20] to be weaker by a factor 1015, compared with the theore- | 
tical single particle value [21]. If K is completely a good quantum number, this, 
transition is completely forbidden, and this observed weak transition will, at. 
least partly, be due to this K-forbiddenness, its slight break down being, | 
perhaps, explained by considering the nondiagonal terms (2-13), which mixes, 
states with different K-values. | 
Similar examples which show that K is a good quantum number to a high 
extent are observed andanalyzed also forf - and «-decays[19, 22], but the above} 
example for the y-transition will be enough to exemplify the situation, and. 
we will not go into further detail. | 


§ 3. Quantum mechanical description of collective nuclear surface 
oscillation 


In the preceding section, we have seen that the Bohr-Mottelson model is 
quite powerful in analyzing and explaining many nuclear phenomena.. 
Stimulated by this remarkable success, many authors tried to reformulate 
this model from first principles, i. e. starting from the particle aspect an 
without replacing it by some phenomenological continum, like a liquid. 
Some qualitative idea underlying this sort of approach is already given in § 1, 
and there it was emphasized that what is needed is to divide the particl 
motion into two parts so that it partly describes the collective motion an 
partly the still remaining intrinsic motion. 

Mathematically speaking this sort of separation will be accomplished byj 
applying appropriate canonical transformations to the particle coordinates} 
and/or to momenta, and indeed more than half of the published papers follow) 
this method. Therefore we will explain this method, first, in §§ 3a. 


§§ 8a. Methods due to canonical transformations 


(i) BouR [10] himself was the first who tried to explain his original pheno: 
menological model by introducing the particle aspect in the collectiv 
description of the core. 

In doing this by the method of canonical transformation the first thing we 
should do is to introduce an explicit form of the collective coordinates, ba 
its choice certainly depends on the nature of the collective motion and tha 
of the forces acting among the constituent particles. wet, eat 
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Let us consider a set of particles which move around freely in a average 
potential with no residual forces. The collective coordinates must be functions 
which are symmetric with respect to all identical particles. As Bohr 
considered only the case of strong coupling, he took for them the Eulearian 
angles 0;(1 = 1, 2,3) which specify the orientation in space of the principal 
axes of the particle distribution. Then the transformation from the original 
coordinates z,,, refered to a space fixed system, to the new coordinate sis 
refered to the intrinsic system will be given by 


ia = Da d,,,(9;) Inv (3-1) 


where d,, are orthogonal transformation matrices with determinant one, 
and the Eulerian angles 0; are defined by the equation 


pat i (6;) dy’ (8;) Lny Ln = Buu’ oe (%np)?. (3-2) 


NVy 


In the original paper of the Bohr model [3], the parameters a2, appeared in 
(2-2) are transformed into new parameters a2,, which are defined similarly 
as a2,, but with respect to the intrinsic axes, by the relation 


Ga oe JDO) 0 
and @; are determined by the equations 
Any = Uy = Agg — Ap-2 = O. (3-3) 
That the condition (3-2) is just the same as (3-3) is easily seen, if we identify 
the coefficients a,, with the functions &, which are defined by 


47 4 
&, = (san) 2 tn You(Pn, Pn) (3-4) 
and similarly a2, in the primed coordinate system. 

‘In order to express the equation of motion in the new coordinates z,, and 
9,, we note that the velocity operator of a particle of a mass m, when acting 
on a wave function of the type W(x’, 0;) takes the form 


iy Soh (=) 7, =o +o, (3-5) 
am 
where : ZA 
= 
@) tis see 3-6 


is the particle velocity, while 
h ag 0 
(c) ae eae. fy ip ioe” 3°77 
the collective velocity. The separation of (3-5) is just the separation of 
velocity into collective and intrinsic parts which was considered in § 1. 
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Due to the transformation of the particle velocity into the form (3-5), th 
kinetic energy part 7 of the original Hamiltonian is changed into the fo 


T= Eaten) ae T rot (9;) b Teoup(%n» 6;). (3-8 


The first term of (3-8) is the intrinsic kinetic energy in the intrinsic coordij 
nate system, while the second term is the collective kinetic energy an 
explicitly is given by 


rat -Z(S)T-EG)(bA): 9 


n a 4 , 
The moment of inertia, defined in (3-9) being essentially 
—> —> ao 
oi = ™ [> (V, 6) : (7, a)| ’ 
n 
is calculated by the use of definition (3-2) of 6;, and the result is given by 
m (= (a4 — yn))* 
n 
(xn + Yn)” 


n 


= and cycl. (3-10) 


To compare this result with moments of inertia, obtained in §2, we note that 
under the assumption of constant density, the summation of any singl 
particle function {(r,) over A particles contained in a fixed volume J, ii 
replaced by an integral as | 


> fir,)> (+) [fr) ar. (3-111 
n 
If we apply this replacement to the summations which appear in (3-10), ane 
perform the integration within a volume whose surface is given by al 
we see that (3-10) just coincides with (2-14). 
The equivalence of the treatment given here and that given in §§ 2a 
more directly be shown by defining (continuum) collective velocity and 
density by 


Veo (at) = <n lo (a, =2)|2>; cor (®) = <n |X 5 (e, —2)| n». (3-12) 


Then it is very easy to show that the collective kinetic energy defined by 


m 
Trot = ¥ J @eot (®co1)” dx (3-12 


coincides with the rotational energy of §§ 2a [cf(2—8) and (2-14)]. 
Bohr also illustrated the method by applying it to the rigid body, but we wi 
not go into it here, because it can be applied only for molecules and not f 
nuclei. ; . 
(ii) As the reader might have noticed, in Bohr’s theory shown in (i), t. 

newly introduced collective coordinates 0; are treated as if they are variabl 
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ndependent of particle variables, and thus in his theory the number of 
legrees of freedom is increased by three compared to the original system. 
de also gave no comment on the coupling term, the third term of (3-8). 
SUSSMANN [23] tried to clarify these unsatisfactory points, and for this purpose 
te developed a similar theory, this time however, corresponding to the weak 
toupling case. 

de first introduced two kinds of coordinates x; and x;, which describe the 
iosition of the 7-th particle, respectively, in a spherical and deformed nuc- 
eus. The difference between these two éoordinates is of course caused by the 
leformation, and if the deformation is assumed to occur through irrotational 
low of the particle system, x; and x; are connected by 


at 3 AR? 0&,, . 
Xe; =a, — (4) Sb a,’ (3-14) 


» being defined in (3-4). Considering &, as new coordinates, it is possible to 
ewrite the momentum in the new coordinate system x’ and &,, as 
7) Sr 0 , 
Re We EEN, oo 3-15 
Pi oS Oa, OE, +2 (6:; Bi5) j ( ) 


7 


rhich is just the weak coupling version of (3-5). Here fi; is defined by 


i pA Ry yobs 9E, 
Bes abit je? 8x ue Ox; Ox,’ 


nd in deriving (3-15) the coefficient a,,, is already replaced by &,, its justifi- 
ation being proved by using the procedure shown in (3-11). To keep the 
umber of the degrees of freedom to its original value, as was mentioned 
efore, he implied the subsidiary condition 


f= 0, (3-17) 


here &, is the same function of xj, as é, was the function of x; and the 
affix 1, which specified the particle number, is replaced by j. 
he kinetic energy, calculated from (3-15), is now given by 


i h2 02 1 
i) | Mel (8 A Pelan\ A Lo. |. Oden. gE peeled al We 3-18 
Z 2 2(3mA R?/82) 0&7 ai 2m a Dj (Oi; — Biz) D; ( ) 


(3-16) 


od the collective and intrinsic kinetic energies are apparently separated. 
‘ue to the subsidiary condition, however, the single particle wave function 
in no more be written as a simple determinant, and to get over this difficulty 
iissman introduced a Hilbert space in which this subsidiary condition is 
\corporated automatically, and implied that in this new space the single 
article wave function can again be written as a Slater determinant. 
iissman’s result which is summarized in (3-18), however, seems to contain 
)me error, because as will be shown soon in paragraph (iv), the coupling 
rm between collective and intrinsic kinetic energies is found to be rather 
g and causes a serious difficulty in the strong coupling theory, and it is 
conceivable that a corresponding coupling term does not appear in the weak 
Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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coupling case. This error perhaps has been introduced due to somewhat aii 
guous definition of the orthogonality of &, with the remaining intrins 
coordinates. 

(iii) The treatment of MARUMORL et al [24], which was developed independen 
ly with BOHR [10], is essentially the same as the latter’s treatment, except tha 
their theory was developed for the weak coupling case. Therefore the collectiv 
coordinates introduced by them are &, of (3-4), instead of Bohr’s 6,, ani 
the momentum p, is, corresponding to (3-5), changed into 


a aes “ce 


From this a new Hamiltonian of the form ate can be derived, and we s 
that now Ao, just coincides with the kinetic energy part of (2-4) wit 
(2-7). They also paid attention to the problem of the number of degrees ¢ 
freedom, and they implied the following subsidiary condition to the wav 
function y, which is the eigenfunction of the new Hamiltonian, / 


0 / 
=—} Eg 
Po =— th Ox : | 


n 


(O2 w aa Eu) p = 0, (3-21 


where a2, are the parameters defined in (2-2). 
(iv) In Bour’s paper [10] the coupling term was not calculated explicitl 
and this was given by NATAF [25]. The collective coordinates used by hit 
are the same as used by Bohr, and so are defined by (3-2). As Nataf wanted 
work with the original number of degrees of freedom, he solved this equatioz 
considering #, as unknown’s in termes of 6; and a, 2g, ..., ®4-,. Then t 
momenta (h/t) 0/0x, is transformed accordingly, and he obtained a Hami 
tonian 
=e (H p(n) + V (aa) +p on Ey a 
10 Fx) + 1/o Pr 2 (3-23 
162% ae BS? 


where Y,, is the same as (3-10), B=3 AmR?/8z, QQ is the same as (2-1 
I,, and J, are, respectively the total and the particle angular momenta in th] 
intrinsic coordinate system, and finally 


h \ 4x1 6) 0 h\ 4=t 0 0 | 
N= (5) 2, (Yaar + 35:)) P= (=| 2) (hoe ogee 


etc. (3-29 


Nataf’s important point is that the order of the magnitude of the coupli 
term, the third term of (3-22), relative to that of the rotational term, t 
second term of (3-22), is given by [3B o/4( (1 — e,)] V5/x (e. = 15/47 
and for the value of By, which we observe in actual nuclei, this can be as 

as 1/,. Therefore in cases in which the geometrical factor by which this ra 
is multiplied becomes larger than one, the coupling term can be as large as tl 
collective term. As the coupling term has matrix eleménts between stat; 
with different value of the quantum number K, this.fact.means that 
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' can no more be a good quantum number. This is a contradiction, for as was 
| explained in §§ 2b, we know that, experimentally, K is quite a good quantum 
number. Therefore Nataf concluded that this kind of approach will never 
| give the desired answer. 

| Nataf also showed a method in which subsidiary conditions are used. Then 
} the Hamiltonian corresponding to (3-23) has certainly a form which is 
| symmetric with respect to all the constituent A particles. But the conclusion 
given above is the same. 

(v) The theories which will be explained in the remainder of this subsection 
| are all unsatisfactory, as far as this difficulty is concerned. As so far, however, 
no satisfactory theory has been found, we will find it still meaningful to 
, explain several methods of performing the canonical transformations, and 
they will be given in consecutive paragraphs. 

Firstly the method of LIPKIN et al [26], briefly, is to introduce several 
redundant coordinates in the beginning, then perform a transformations in 
this extended space, thus obtaining a Hamiltonian which may contain some 
redundant terms due to the increased number of degrees of freedom. Then 
by implying several conditions on the redundant coordinates, they reduce the 
number of degrees of freedom to its original value and, at the same time, get 
a desired form for the Hamiltonian. We will illustrate, in the following, their 
_ method which is applied to the derivation of the collective rotational Hamil- 
tonian. 

_ Consider the transformation of the original coordinate x;, to the new one 
Gia, which is defined by 


Cin = dy u (Gos) Gias 20 = Xoc(Ga); (3-24) 
where d,, are orthogonal matrices with determinant one, i. e. Wigner’s 
D>, while gos mean Eulerian angles. Due to the introduction of qos the 
number of degrees of freedom is increased by three in the g-system, and in 
conformity with this, x) is introduced as a redundant vector. x)’s explicit 
form will be specified according to a particular assumption on the type of 
‘the collective motion, and conditions imposed on it, in turn, will work as 
subsidiary conditions which limits the motion in the g-system. 
We introduce the total angular momentum of the particles, in the x-system by 
hLy = Dd) Euvn Liv Pin » (3-25) 


ivn 


where ¢,,, is a skew symmetric tensor of order three whose elements are 


‘1 if wax is an even permutation of 1, 2, 3, and -1 otherwise. The projection 
of L, on the three directions of a defined by d, , are now given by 


Ay = D) dau Ly: (3-26) 
yw 
Note that (3-26) is a scalar product in the x-space, so that A, should commute 


| with L,: 
Similarly we introduce infinitesimal operators in q-space by 


hag == pa Ex By Vip Viy >» (3-27) 
iBy 


10* 
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where 


=F bypPin + 2 (5222) Poo. (3-28) 


diy 


It is possible to solve (3-28) for P;,, by using the orthogonality of d,,, and 
after some manipulation we get 


0 
= 2 daytia + h p> ap Ga") (Xj,3 (Ag — Aa), (3-29)) 
| 


where (X)-1 is an inverse matrix of Xs, = 4 [As, %,]. Thus we can express the) 
kinetic energy T = (1/,.m) 2 pi, in x-space, by variables in the g-system as} 


Ota 
2mT = a Tiadap ty ae PH den (a “) Pu Poo = 
ia 


aus 4a pmo 


| 


OXy5\ [0 Las -. . 
= Sate tS (Gate) (Gate) (ab (de — 20) HE (Ay — Fe) + 


Oasis 


+28 Ga") cpl bgia vole ies (> o7 ( : a] (X)z3(Aa — dp) 
(3-30) 


We now turn from this general formulation to the special case of the deriva | 
tion of Bohr’s Hamiltonian. For this purpose we first specify x), by 


Loo = “la |ecaa| Yin Ge (3-31) 
Un / 

| 

where now |€gag| = (1 — da) (1 — ba.) (1 — dg). Then we see that the 

condition 2), = 0, which we imply here, is just the same as to imply that the 

q-system is refered to the principal axes of mass distribution. | 
Under the use of this special definition of 29,, the kinetic energy (3-30) take 

the following form, : 


é aB| | Exap| iB Vi 1 
ImT=Ym,+h? leone] |éxaal Gedy (y _ A, + &) =——— 
Pa : aon Exdy Gis ( ) 2) xd» dis 


ov 


A 
o (Ax rae oA, ae &,,) ae meee |€apo| eS ok ae (A, ae A, = wel: (3-32 | 


ad Viy 
ys 


where 24 = >) ap) %po8 Poy/. Although (3-32) is still somewhat complicated] 


we note that 2, gives always zero, if it is multiplied from left by any wav 
function p which satisfies the subsidiary condition x). yp =0, because of th¢| 
factor 2 ,. As all the operators in (3-32) multiplying &%, from the leff 
commute with it, we can put all &, there, equal to zero. For the sam( 
reason we may also replace >) q;« 43 by D/5as q?.- Thus if we define the operato}| 
v v | 


=D) |eona| Gams (3-33) 
tap . || 
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(3-32) is reduced to the following very simple form, 


| > (Ga + aa)? 


2mT = 2) Mia oh a [3 Gi = aor (A, — Ao)? + 


2ag(Ag — dg) 
Dz} (Gia iat dip) 


+ + eye. perm. of aba}, (3-34) 


and we see that the first term in the square bracket agrees with that of Bohr, 
(3-9) and (3-10), while the second term, the coupling term, just corresponds 
to Nataf’s result. 

(vi) The basic idea underlying Tomonaga’s theory is the same, in its essence, 
as those of the above mentioned authors. His technique used in separating 
the collective Hamiltonian from that of the particle system is rather 
interesting, because of its physical insight, and it will be worth-while to 
illustrate his method here. 

If we assume again incompressible, irrotational motion for the nuclear 
matter, the infinitesimal displacement of a particle at the position (2, y)1) 
is given by « times the gradient of a function ®(x, y), which satisfies AD (x, y) 
= 0, where « is an infinitesimal quantity. Therefore, by specifying each 
particle by a suffix n, we get 


mee. EdD (ap, Yn) : =e £0 D(2p, Yn) 
- OX, ei OYn ; 


If we consider the most simple mode of motion, which is derived from the 
velocity potential 


— 


6X, OYn (3-35) 


D(x,; Yn) a Ears =e ates (3-36) 


then da, = ex, and dy, = —€Y,, so that each particle is displaced along 
- a hyperbola whose asymptotes are the x and y axes, and the original circular 
boundary is changed into elliptical form. 

Next we introduce the operator 


— ? 0 te) 
m= > 2, = —th DY (FO (29, Yn) * ,| = ih (tap _ ng): (3-37) 


_ Then it is easy to see that this is an infinitesimal operator for all the particles, 
the displacement of the n-th particle being given by the same expression as 
given following (3-36). Therefore the operator z can be used as the canonical 
momentum for our collecitve motion. 
Having thus found the collective momentum, we must next find the corre- 
sponding coordinate & = &(2;, ¥1,%2, Ya +--+» X41, Ya); for which several condi- 
tions are implied. Firstly é should satisfy the following canonical commutation 
relation 

(x, &] = —th. (3-38) 


1) Tomonaga considered only the two dimensional case. 
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As for the second condition which is implied on ¢, we note that for the des 
cription of the whole system we must be able to separate the coordina 
into collective and internal ones and the latters must have such a propert 
that they undergo no change when the particles are displaced simultaneousl, 
according to the way described by the infinitesimal operator z. Thus if o 
of the internal coordinates is denoted by € =€(%,y, .--, %4,Ya), th 
condition requires 


\ 


| 
) 0 
[nf] =0 ot 3 |e ae — ze | =o. oa 


n 


On the other hand, in order that the separation into collective and int} 
intrinsic coordinates be complete, these two coordinates must be orthogona 
in the sense that the surfaces | 


E(X1, Yq, 2-55 Cava) — Const.-and C (21,9); .2:5 Las Ya). — COUSL. 


in the configuration space must be orthogonal with each other. Otherwise th: 
kinetic energy will contain a coupling term of a complicated form and th 
separation can never be complete. This condition is expressed in the folla 
wing form | 


df Of  0& AL | 
ale —4 
Pai rer eed eer re ae! 
In fact it is possible to find a coordinate £, which satisfies (3-38) and (3-4 
and is compatible with (3-39). It is ) 


2 2 x ” | 
a (am) YH (t0,%0) = (am) Olea? —Yey2), (3-41 


nr 


which is nothing but the ®, given before, and if this expression is inserte¢ 
into (3-40), the latter becomes 


2 0g 0g : 


which is clearly compatible with (3-39). On the other hand 


2 | 
[x, ] = —th (se) 2 (aq + ya), (3-43 


and, due to the factor >’ (x, + yz) which depends on x, and y,, Cann 


exactly be a canonical commutation relation. When A is a fairly large 
number, this factor may be replaced, with a small error, by 


AR? 


2 Cin Yap ESMaRTS) ie (3-4 


i 
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With this approximation the commutation relation becomes 


[x, €] = —th, (3-45) 


which is certainly canonical’). 

Our task will be completed if we also succeed in separating the kinetic 
energy into collective and intrinsic parts. In principle it would be possible to 
do so by choosing some specific form for the intrinsic coordinates ¢, but if we 
do so the whole procedure will be very complicated. Therefore Tomonaga 
followed a more ingenious method. 

The total kinetic energy in the original coordinate system is T = — (h?/2m) 
> (02/0 x; + 07/0 yx), and we want to devide this into T, + Tint. For 


on 

the collective kinetic energy we first anticipate that it will be written as 
P= (1/2 Dx (3-46) 

where I is the mags inertia associated with this collective motion, and its value 

should be determined from the condition that the above separation should be 


complete. This condition can be interpreted to mean that the internal part 
of the kinetic energy Tj, is to be free from z, or mathematically 


[T — (1/21)xn2, €] =0. (3-47) 
As 
2h2 fo) 0 Qih 
a= ame) > an, ay) =~ (gam) * pate) 
[x?, £] = —2tha, 


we see that (3-47) is satisfied if we take J = ARjm/2, and in this way the 
separation of the kinetic energy is completed. 

It should be noted, however, that the completion of the separation is only 
apparant, because the collective coordinate and momentum thus found, 
are still expressed in terms of particle variables, and it is difficult to get the 
explicit form of eigenfunctions corresponding to this separated Hamil- 
tonian. Thus Tomonaga replaced the above defined § and a by é, and 
tp, and introduced the subsidiary condition (- — &)y = 90, to the eigen- 
function y. As the Hamiltonian is to be compatible with this subsidiary 
condition, it must commute with (&, — &), and to satisfy the commutativity 
it is found that a new term z - z,/I must be added to the Hamiltonian. This 
added term is nothing but the coupling term, and thus the results agree, 
e. g. with those of Marumori et al, as given in paragraph (iii), and does not 
contradict Nataf’s remark. 


1) Due to this approximation the separation of the collective and the internal motion 
which is discussed below may seem to be artificial. This difficulty is removed, however, if 
we use a newly defined operator 7, instead of (3—37), which is (337) multiplied by 
23'(x2 + y3)/AR2 from the left. All the calculations are essentially the same. This 


Ls . 
separability then might seem to contradict Nataf’s remark, but on this point see the 
discussion following (3—48). 
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In spite of the interest of this idea, it is impossible to extend it to the three | 
dimensional case, because the collective momenta, defined as in (3-37), do | 
not satisfy the canonical commutation relation with &,, (3-4), which are now | 
taken as collective coordinates, even under the above mentioned approxi- 
mation, and thus the separation of the kinetic energy cannot be performed. 


A method of extending Tomonaga’s idea was found by MIYAZIMA, but as | 
his theory is mathematically completely the same as that of BOHM and 
PINES [5], we will explain the latter theory in the next paragraph, and Miya- | 
zima’s method will be treated in paragraph (viii). | 
(vii) In this paragraph we will explain the theory of BOHM and PINEs [5]. As | 
was stated in the introduction, a plasma is an aggregata of electrons embeded | 
in a background of uniform positive charge, the density of the latter being | 
the same as that of electrons. The Hamiltonian for this system is thus given 
in momentum space, by | 


2 etk- (ai—yj) 1 ) 
tes Bigs 4 Qme? Pa ge 2ane® 3” qe (3-49) | 
where the first term is the kinetic energy of the electrons, the second term 
is their Coulomb interaction and the third term is the subtraction of their 
self-energy. The prime on the summation symbol means that the sum exclu- 
des the term with k = 0, and this takes into account the uniform back- 
ground of the positive charge. n is the density of the electrons. | 
Instead of working with the original Hamiltonian (3-49), they found it more 
convenient to use an equivalent Hamiltonian which contains the longitudinal 
vector potential of the electromagnetic field 


A(@) = V4nc? >” q, & ef*'=, (3-50) | 
k | 


where &, denotes an unit vector parallel to k. The electric field intensity, | 
E(2) is 


E(x) = — V40 >" a & et*® = V4n Dd” pp ey ete, (3-51) | 

E k | 

Because of the reality condition of A(#) and E (x), it is required that | 
%=— qr, and p, = —p*,. | 


Our equivalent Hamiltonian is now 


e P4 
( : + i A(a)) 2 : 
c E* (a) nee 
H =2 5 +f| va dx — sia wele =) BR? (3-52) 


which by using (3-50) and (3-51) is reduced to 


é 


3 —' <4 eee 
H= y+ (S) Mates en (? - =) ge ef 


m a 
(3-53) 


27e? ’ ’ ; 
= is = Ek Et Me A et(k+)-x __ 1/2>° Pr P-~ — 2ane? iS a 
fe E 


m 
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As in this new Hamiltonian new degrees of freedom of the electromagnetic 
field are introduced, we must add to our system the following subsidiary 
condition 


2 
2Q2,0= (ps —1 es > thn) @=0. (3-54) 
a 

As the 2,, defined by (3-54) is proportional to the k-th fourier component 
of divE (x) — 4xe(x), the requirement of the vanishing of this expression 
is equivalent with the requirement that the Maxwell’s equation should be 
satisfield. It is easy to show that the Hamiltonian (3-53) commutes with the 
Q, of (3-54), and therefore the subsidiary condition is compatible with the 
equation of motion. 

To show the equivalence of our new Hamiltonian (3-53), together with the 
subsidiary condition (3-54), with the original Hamiltonian (3-49), we 
perform the canonical transformation ® = SY, where 


Bere 
S = exp |- Bs 2" au "I ans] , (3-55) 


Then p,; and p, are changed according to 


pi Sp, S =p; — Vane D” an ek, 
k 


4/408 ; 
D> SipS =p, +i ia D> etka, (3-56) 
i 
and (3-53) changes into 
1H Den nek Sie 


é 
1 Pr P-k ° ’ 4m -—ik-a __ 2 y “tt 3-57 
ae: ix V4 Dy e i ERO ie ( ) 


while (3-54) changes into 
pst oN tees Oz (3-58) 


Although (3-57) still has a complicated form, many terms in it vanish, 
because of the condition (3-58), and we see that (3-57) just reduces to (3-49). 
In this way we have succeeded in proving the equivalence of the old and 
new equations of motion. 

This result may be interpreted in the following way. Starting from the 
Hamiltonian (3-49), introduce the subsidiary condition on its eigenfunction 
and perform a canonical transformation induced by S-}, instead of S, then 
we get (3-53) and (3-54), and thus the electromagnetic field is introduced 
into our formalism in a natural way. If we further assume that, in the third 
term of (3—53), terms which do not satisfy the condition k +l $3 0 can 
be neglected, which is called the random phase approximation, this term 
reduces to (2n2e?/m) > q,q-,, and it gives, combined with the fourth term 

k 
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of (3-53), a Hamiltonian of a set of harmonic oscillators with a common 


frequency 
4ane* 


yee ) : (3-59) 


™m 


which is nothing but the frequency of the (collective) plasma oscillation. 

(viii) The method of Bohm and Pines which was explained in the preceding | 
paragraph seems, at first sight, to be rather limited, because, although the | 
electromagnetic field is introduced in a quite natural way, there the Maxwell | 
equation plays a role of a guiding principle, and the corresponding equation | 
may not be found in other problems. 

If we interpret their method, however, in a way noticed at the end of last. 
paragraph, it turns out that this is a quite general way of separating any kind | 
of collective motion from a complicated particle motion. This point is noticed | 
by MIYAZIMA and applied to the nuclear surface motion by himself and the 
present author [28]. 

We first consider the weak coupling case, and start with the Schrodinger | 
equation for a set of particles 


Hippaihven 2s --3(, =) +3 Vay (3-60) | 


For simplicity we consider a two-dimensional model as in paragraph (v2), | 
and introduce a new redundant coordinate a, together with a momentum | 
which is canonically conjugate to a. As the Hamiltonian (3-60) is a function) 
only of the particle coordinates and momenta, while the operators a and B | 

are assumed to be independent of particle variables, the introduction of the} 
latter causes no change of our original system. 
This fact, however, means at the same time that our system is highly degenes| 

rate in so far as the motions described by a and are concerned. In order to) 
remove this degeneracy we introduce the subsidiary condition 


ay, =0, (3-61)| 


| 
which just corresponds to (3—58) of the Bohm-Pines theory. It is clear that | 
the introduction of this subsidiary condition still causes no change in outl 
original system, because the operator in (3-61) is independent of particle; 
variables. : 
Next we perform a canonical transformation 


: a 
Yo 1 = Ur wy; Uy = exp “el (3-62) 
where € is defined in (3-41). Then (3-61) changes into 


(a — &)y, =0 (3-63) | 
while Hy changes into 


7 2 wo. ‘ 
Hy = UP HU, =H + 4 FE ei. | 
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'where z is the operator defined in (3-37) and J is also defined in (vi). The 
Hamiltonian (3-64) and the subsidiary condition (3-63), just coincide with 
the result of Tomonaga. which was noticed at the end of paragraph (vi). It 
| will also be clear that these are just the equivalents of Bokm-Pines’ Hamil- 
_tonian (3-53) and the subsidiary condition (3-54). 

To make the dependence of the Hamiltonian on « clearer, we perform another 
, canonical transformation 


| vive = Ui ys Ue =exp| "|, (3-65) 


| 
then (3-63) changes into 


Ey, = 0 (3-66) 


| 
, and H, changes into 

= 2 1 1 
H, —— Us ta U, = Us HU. amas (3) 70 + (7) (ag — 


| a (sr) pe — (5) ooo eee Get ne (sa) [[Heah wla® 5. (8-67) 


| 
As the potential energy term >/V;; does not commute with x, H, is an in- 
a 


i<j 

finite series in powers of a. If the coefficients of a? in this series are replaced 
‘by expectation values with respect to the intrinsic motion it gives the 
‘restoring potential, which should correspond to the second term of (2-4). 
'The first order term gives a coupling between the collective and intrinsic 
motion but it will not be so big as those which might appear in kinetic energy 
term. Higher order terms may be neglected. 

Extension to three dimension is straight forward. We use a, and #,,, in place 
of « and f, as collective variables, while &, of (3-4) is used in place of & The 
operator corresponding to 2 may be defined by 


Cy = Vis Da (1m, 1m,| 112 — 7) Tn Yim, (Pn; Pn) Pm2* (3-68) 


nM, Ms 


Although this operator only approximately satisfies the canonical commu- 
| tation relations with é,, it now causes no trouble, because the collective mo- 
tions are described by «,, and B, which satisfy exactly the canonical com- 
mutation relations. In this case the Hamiltonian corresponding to (3-67), 
however, contains many correction terms, in addition to main terms, which 
are just the three dimensional version of (3-67). 
It should be noted that in (3-67) no kinetic coupling energy term appears, 
and this certainly contradicts Nataf’s remark, mentioned in paragraph (iv). 
In the three dimensional case, however, due to the above mentioned correc- 
tion terms, such coupling certainly remains, and it is clear that this contra- 
diction is only apparent. 
The same method can also be applied to the strong coupling case, including 
collective vibrations, but it will not be necessary to reproduce it here, be- 
cause it is explained in detail in the original paper [28]. 
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8§ 3b. Methods using variational principles 


(i) We will begin this subsection by introducing the theories of TOLHOEK [2 
and COESTER [30]. As their theories are, however, essentially similar, an 
as Coester’s theory is given in a somewhat more compact way, we Wi 
follow here the notation and formulae of Coester. 

Coester divides, from the beginning, all the A particles into N particles whic 
lie within the core, and remaining A—WN particles lying outside. Considerin) 
that only the inside-core particles contribute to the collective oscillation a 
the core, a symmetric tensor y;,, defined by 


1\ 5 wo | 
vin = (55), Pe? hdr k= 12,3) 6 


s=1 

is introduced. The constant 6 shall be determined so as that the trace (> y; : 
i 

vanishes in the ground state. Due to the introduction of these six new coordi 
nates, the intrinsic motion inside the core has now 3 N—6 degrees of freedo 


and if we assume that this motion can be separated from the remainder of th 
motion, the wave function of the whole system may be written as 


Yie®,..., eA) = V(b, 0; Egy) OlPyy, «+ 5s Yog3 TOAtY,..., 2), (2 


where &; are new internal coordinates and are functions of x, .. on eu 
and the meaning of the functions Y% and @ will be clear. 
(3-70) is considered as a trial function in the variation principle 


OY, HP)=dN =0; (YW, PV) =1, (3-71) 
where we keep Yj fixed and vary @, and H is given by 


i es A ] 
Bare rea x yor + ‘lad ae (3-7 
s= T=s i 


The evalution will be easier if we express the wave function in terms of th 
old variables, and so we assume that the &; are expressed by x, and thu 
(3-70) is written as 


Y(e®, ..., e) = Wy (a) By (x), y), (3-73 
where x stands for #,..., 2, while y for e+), 2... a). The function : 
to be varied is 

A 
= ieee E ak VO We. VOw +44), pa AS Via. (3-744 
= 8 Co r i 
The kinetic energy can be transformed according to the identity, 


Pe 


é > = 
| dxdyVo yoy — | dxdy- 


; {Pol poo. yo or — |O)2 ws Poy + 
= ce eats 
+ (y, yo Mees — pre WY) fe @* yo o} yee ? (3-7 
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From the definition of ® and ¥;, it follows that for s < N, 


aD D 
Ca id Ovi 

Ox), 7 Oa 
where 7;; ed 1/2 (1 + 6;;)9/0y;;. On the other hand the effect of the 


operation of /“ on Y is not changed by this transformation. In this way 
the original momentum operator is divided into two parts, which is essentially 
the same as the division which we saw in last subsection. ; 
Using (3-75) and (3-76), (3-74) is transformed into 


7; ;®, (3-76) 


, N 
% = [ ax dy dp 5(y — p(x) ‘= eat > (weporw) )oje + 
4 2 
i 
ty (ss) | Yo? 2. (dix + 2pix) X (43D)* (3H) + 


1 A eats A 
€ i SYP VO o.oo + we or(),) & Vs]. (3-77) 


2m r=N+1 


where dip = dyy, dys: dys3 dy Ayo3 dy3- The y’s are now introduced as 
integration variables, and the insertion ‘of a 6-function will correspond to the 
use of the subsidiary condition, which was also discussed in last subsection. 
The normalization condition now takes the form 


[ dx dy dy d(p — p(x) | Yo]? ||P)? = 1. (3-78) 
Varying @ for fixed Y, we obtain the Schrodinger equation for @. 
(Ho + Hing + Hp. — EL) O = 0, (3-79) 


where H, is the collective Hamiltonian of the core, H, is the Hamiltonian 
of the external nucleons and H;j,, is the interaction between these two modes 
of motions. 

The explicit form of these Hamiltonians is a little too complicated to be given 
here, and it will also be unnecessary. We only mention that in this way the 
separation of the collective Hamiltonian is performed to the same extent as 
was the case in §§ 3a, and indeed by performing a further canonical trans- 
formation on (3-79), replacing y,;, by their trace and the solid harmonics 
of order two, and finally relating the constant b to Bohr’s mass parameter B 
by B = (15/8 x) mb, the collective kinetic energy just takes the form of (2-7). 


The reason why we get the similar result here, as those obtained in §§ 3a is 
clear, because as mentioned above, a procedure which corresponds to the 
canonical transformation is used. In addition to that, we note that the Hamil- 
tonians obtained in §§ 3a had the form of a sum of collective, intrinsic and 
coupling terms. Therefore if we assume there that the wave function can be 
written as a product of collective and intrinsic ones, and replace operators 
related to intrinsic degrees of freedom by their expectation values (a procedure 
called an adiabatic approximation), we will get an equation which is essen- 
tially the same as (3-79) [31]. 
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(ii) The theory of Tolhoek and Coester, as we have seen in the preceding) 
paragraph, is essentially the same as the method due to canonical trans- 
formations, and might have been included in §§ 3a. On the other hand the) 
method of SKYRME [82] is quite different from those, and it is based essentially | 
on the variational principle. 

Skyrme consideres that the collective coordinates can be introduced not as) 
redundant coordinates, but as additional coordinates which are needed in) 
describing a band of levels, a band meaning a set of levels which are phene- | 
menologically associated with a collective mode, having a similar intrinsic 
structure. 

As usual we start from the Schrodinger equation of particle system 


Hyyi (x) = E,y; (a). (3-80) 


If the system exhibits a collective motion, it will be possible to select from) 
the eigenfunctions of (3-80) a subset y,, whose eigenvalues E, form a, 
spectrum similar to that of the eigenvalues of some “model” Hamiltonian h 
operating in a space of coordinates 


hn(€) = en Pal): (3-81) 

Because of the definition of y, and y,, we should consider that the diffe- 

rence E, — e, is approximately a constant. | 
Consider now a function F(a, ¢), defined in x-& space, by 

F(x, &) = Dd n(x) pn(§), (3-82) | 

Ps 


; 


| 
| 


where asterisk means the Hermitian conjugate. Then, since , (§) may be! 
assumed to form an orthogonal set 


ya(@) = [ F(a, £) gq (8) @8, (3-83)| 


but it should be noted that the normalizations of y,(#) are not the same} 
unless the summation (3-82) is over a complete set. : 
If we assume that the original Hamiltonian in (3-80) is separable into Hoy 
and Hint, which depend, respectively, on some collective coordinate, say X,| 
and intrinsic coordinate a’, then the set of states y,, which form a band will} 
have the form 


Yn (a) = x (@) G(X). (3-84)} 


Obviously in this case the functional form of H.,,(X) and h(&) should be; 
the same and if the sum (3-82) is over a complete set 


F(x, &) = 4(x') D pa(X) pn(é) = x(a’) 6(X — €). (3-85) 


In general the separation of H into H,o, and Hj, is not performed and the) 

problem is to choose h, and determine F’, so as best to give the state y, and) 

their eigenvalues e,. If the difference EL, — e, is indeed, at least approxi-| 

mately, constant, ¢ say, it is clear that F should satisfy. the equation 
ee et 


(H —h — «) F(a, &) =0, _ (3-86): 
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which can be regarded as an eigenvalue problem in the extended x — & 
‘space. ; 

In practice we can assume that we know the explicit form of h except for a 
‘constant factor which is related to the mass parameter of the collective 
motion. Therefore the best way of solving the eigenvalue problem (3-86) will 


‘be to apply the following variational principle. 
l 
6 [ [ F* (a, &) (H —h — c) F(x, é) da dé = 0. (3-87) 


The choice of the explicit form of the trial function F will be determined to 
make X and é as nearly as possible. 

If one is not satisfied with the form of (3-87), because it is a stationary 
principle but not a minimal principle, he can also replace it by 


| 5 jig F* (a, £)(H —h — «)? F(a, €) da dé = 0. (3-88) 
i 
(This principle is to try to minimize the mean square deviation of H from the 
known model value (h + ¢). This form may also be used in finding the best 
form of h, by varying it within a certain class of functions, in addition to 
varying the function F so as to minimize (3-88). 

Tn the actual application Skyrme assumes that h can be written as 


b= Dh Ia, (3-89) 


where h, are supposed to be known and the coefficients ¢; are to be deter- 
mined. In this case the variation of (3-88) with respect to c; gives the follo- 
-wing equation 


a, 6S — hk — 2)S = [[F* (a, é)h,(H —h —e) F(a,é)dad& =0, (3-90) 


where the bracket means the expectation value with respect to F. Similarly, 
variation with respect to « gives 


(H —h—«> =0 (3-91) 
Thus the form of h is determined from (3-89) and (3-90), while the eigenvalue 


E is determined from (3-91). In particular if we assume that h is expressed by 
one term as h = c, hy, then c, is obtained as 


oy = ta Hy = Shi) HY nave 
Chi> — <hyy? 
Let us apply this principle to the collective surface oscillation of the nucleus, 
considering only the strong coupling case. Then the Hamiltonian h should 
have the form of a rotating top, and if k is the angular momentum vector of 
this top, h will be written as 


i 


1 2 a 
h = (5) (3-93) 


The collective coordinate é, in this case will be the Eulerian angle 6; which 
/describes the orientation of the top with respect to a space-fixed coordinate 
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system, and the eigenfunction ¢, (&) of h will be equal to Dk u(6;), with t 
eigenvalue I (J + 1)/2. 

Since a rotational band is associated with a fixed value of K, the functi¢ 
F of (3-82) will take the form 


F(x, 0;) = & pas (@) Dias (64). (3-9 


In this form, however, it is clear that F is invariant under simultaneo? 
rotation of the axes of 6; and x, and so F(a, 0;) is obtained from F(a, | 
simply by rotating the axis by 6;. Therefore the equation (3-86) for F (a, ¢ 
is equivalent to 


1 
— (~_ | k? — F =) 3- 

E (; *) ke B,| (x, 0) (3-9 
and here F (a, 0) is interpreted as the wave function of the intrinsic struct | 
refered to the intrinsic framc. | 
The moment of inertia 3 is calculated from (3-92), by putting h, =k 


2) ESS. GA | 
where the bracket now means the expectation value with respect to F (a, ¢ 
This result for the moment of inertia is certainly different from the irrotatio 
one obtained in §§ 2a and §§ 3a. The implication of this result will, howeve 
be discussed in the next paragraph. | 
(iii) HILL and WHEELER [33] arrived at an expression for the wave functi¢ 
which describes the behaviour of a system of particles whose motion is parti 
described by a kind of collective motion. The form proposed by them is 


D(H, . &, @4) = ex |—i(F) Sve! W (xj, ..., #4; a) h,(a) da, (3-8 


where o is regarded as the collective coordinate. Y is an antisymmetriz 
wave function for the particles, which depends on the value of a; h, is 
eigenfunction of the collective motion and @(#;) is the velocity potential 
the j-th particle, say, which describes the part of the velocity of that parti 
which contributes to the collective motion. Finally the integration ove 
appears so as not to increase the degree of freedom [3/]. 

PEIERLS and YOCCOz [34] started with a wave function similar to (3-97), bj 
a little different in the sense that in their case an arbitrary function of ti 
collective coordinates, instead of the exponential factor of (3-97), appear} 
as a weight factor in the expansion of the Slater determinant. Namely thé 
function has the following form 


@ (a) = i} f(a) V(x, a) da. (3-9 


The underlying idea contained in this form of the wavefunction is that, 
long as we do not know the precise way of separating the Hamiltonian i 
collective and intrinsic parts and consequently the way of factorizing 
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wave function into those of these two parts, the best we can do is to write the 
wave function as some linear combination of such product wave functions, 
with appropriate weight functions. 

{t should be noted that in spite of the fact that, because of the integration 
performed over a in both (3-97) and (3-98), the collective coordinate dis- 
yppeared from these expressions, the collective feature of the motion is still 
provided by them. The reason is that the particle density, which is described 
vy P(x), is determined by the value of a, because a fixes the shape of the 
sotential in which the particles are moving. It is also possible to show, by 
saking an explicit example or from qualitative considerations, that the func- 
dons Y (x; «) for a slightly different values of a, are very nearly orthogonal 
io each other, a fact which implies a high correlation between the value of a 
and the particle density distribution. 

Starting from (3-98) Peierls and Yoccoz tried to treat the problem from the 
tandpoint of a variational principle, namely tried to minimize the energy 


(|| ®) 
OES 


Bi (3-99) 


[f we consider, for simplicity, a set of particles performing a two dimensional 
motion and assume that their density distribution and the orientation of the 
orincipal axis of the latter in space are, respectively, described by parameters 
3 and 0, (3-98) may be written as 


P(x) = [ £(6) W(x; B, 0) dd. (3-100) 


The condition that (3-99) must be stationary requires that the function f (6) 
ust be of the form exp(im 0), and (3-99) can be rewritten as 


iy 20 h(0) etm? 
z [ 40 h(6) 


a4 (3-101) 
| dO n(0) em? 
vhere 
(0) = <P (x: B,. 0) | H| W(x;8, 9) + 8)>; 
n(0) = CY (ar; 8, 05] °F (a8, 9) + 8)>. (3-102) 


Lind 0) is a definite value of 0. 

Jue to the very near orthogonality of the Y functions, mentioned above, we 
nay consider that h(6) and (6) will both have sharp maxima at 0 = 0, and 
onsequently it will be possible to expand exp(im 6), in the integrands, in 


bowers of 0. Retaining the terms up to 6?, E is expressed as 
fel CE a Bn Sa (ay) . =), (3-103) 
“(mg — */m*n No 2 m No 


fith hy = [ 0h (0) d0 and m = [ 0'n(0) a6. 
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If we do the same calculation in three dimension, the factor m? in ioe Secor 
term of (3-103) is replaced by /(J + 1), and this term can be interpreted | 
give the collective rotational energy. The moment of inertia is then given 


x = (*s hg zy. (3-1 


As was pointed out in §§ 2b, the moment of inertia derived from the assu 
tion of irrotational flow does not agree with experiment. On the other ha 
the moment of inertia given by (3-104), as well as by (3-96), is certai ! 
different from the irrotational value and from this fact we may have a ho 
that some improvement might be achieved in this way. Indeed Peie 
and Yoccoz found, by taking appropriate expressions for Y, that (3-1 
gives values of the same order of magnitude as the observed moment | 
inertia. 

Similar ideas could also be applied to the separation of the center of wl 
motion, and in this case the quantity corresponding to the moment of iner 
should certainly be the total mass of the constituent particles. Therefore 
it is confirmed whether an expression corresponding to (3-104) in fact giv 
this value or not, it will work as a check for the general idea of these methoo 
Peierls and Yoccoz also performed such calculations and found that, 
though this requirement is satisfied if an harmonic oscillator function) 
assumed for Y, this is not the case when other forms are assumed for Y, 
this fact sheds some doubt on their result for the moment of inertia. 


§§ 3c. Criticism of the above works and other related problems 


As was stated in §§ 2b, the value of the moment of inertia, if it is derived fr 
the assumption of irrotational motion of nuclear matter, does not agree w' 
experiment. On the other hand, as was noticed by NATAF [ef §§ 3a (iv)], if ] 
develop the theory of collective motion, assuming again irrotational fic 
there appears a coupling term between the kinetic energies of the collect 
and intrinsic motions, which is so big as to destroy the whole picture: 
rotational levels. Due to these two main difficulties, the theories which w 
explained in §§ 3a seems to have meaning of no more than a mathemati 
interest, because they are all based on the assumption of irrotational motio) 
In addition to that, we still do not know how properly to take into accou 
the subsidiary condition, although the theories developed there with t 
condition are satisfactory, so long as the mathematical rigor is concerne 
On the other hand, theories based on variational principles are free from 
problem of subsidiary condition, but they are less rigorous compared to 
methods due to canonical transformations, and in fact they meet with seri : 
difficulty even in connection with the simplest problem of separation of {| 
center of mass motion. 
At present it seems rather difficult to extend the methods explained 
§§ 3a for cases other than irrotational flow. However, since some of th 
methods are quite general in its scope and are mathematically rigorous, if 
strongly hoped that we will find a method of choosing appropriate collect! 
coordinates so that the moment of inertia, derived from them according to 
0 Sy 
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_ above illustrated methods, will agree with experiment, and at the same time 
_ the coupling term will become very sniall or vanish. In this case it should be 
noted that the collective coordinate should be a function also of particle 
momenta, instead of being a function solely of particle coordinates, because 
) in the latter case the moment of inertia is always the irrotational one, as was 
pointed out by Bour [10]. 

The problem of the appearance of spurious states due to the additional de- 
grees of freedom, introduced with the collective coordinates, is of considerable 
importance. This problem also appears when only the separation of center of 
Mass motion is considered, and in fact this was discussed by ELLIOTT and 
SKYRME [35]. Although this has not so far been extended to the case of surface 
oscillation, it will be worth-while to refer to their work here, and the last 
part of this section will be devoted to its explanation. 

| We take for simplicity a set of particles which are embedded in a harmonic 
oscillator potential. In the usual shell model calculation, the Hamiltonian 
‘which describes the motion of these particles is, then, written as 


Horne sealable Diath: (3-105) 


On the other hand the Hamiltonian, which takes into account the fact that 
_ the coordinate of each constituent particle is to be measured from their center 
of mass, will be given by 


H=—*, SV} +S (i: — Ry. (3-106) 

In (3-105) and (3-106) an appropriate unit of length a is taken and energy is 

measured in unit of a quantity e = f?/ma?, where m is the nucleon mass. 
In (3-106) R is defined as 


R=> “t (3-107) 


The usual shell model wave function (abbreviated as SMWF), corresponding 
to (3-105) is given by 
Yo(r) = Po(r) exp (— "ed r%) (3-108) 
| or its appropriately antisymmetrized form, where P(r) is a product of 
Hermite polynomials referring to all the constituent particles. Analogously 
ithe solution corresponding to (3-106), which may be called the intrinsic wave 
function, will be written as 

pint (") = P(r — R) exp c iach = as): (3-109) 


| i 


If the maximum degree of the terms contained in the polynomials P, and 
P is N, the eigenvalues of (3-105) and (3-106) for the eigenfunctions (3-108) 
nd (3-109), respectively, are given by E, = 3/2.4+ N and EF =3/2(A—1) + 
i+ N, the difference clearly being due to the subtraction of the center of 
mass motion in the latter case. Here A means the total number of particle in 
the nucleus. 

tL 
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It is easy to show that (3-109) is related with (3-108) by 


P(r) = exp (( 7) Py(r). “0 


4A 


It is also possible to show that this P(r) is obtained from P,(r) by con 
structing P,(r — R), expanding the latter in terms of SMWF and retaining! 
only those terms which belong to the original eigenvalue Ey. For the later 
discussion it is important to note that an intrinsic wave function can always 
be written as a combination of SMWF which belong to a same eigenvalue’ 
Before investigating the significance of this fact, we note that the following, 
relation | 

P,(r — R) = Py(r) (3-111) 


holds, if we are considering a configuration in which all the shells in the 
harmonic oscillator potential are filled up to k-th, and only the (k + 1)-tk 
shell is partly filled, and if we properly take into account the Pauli principle 
including o- and t-spin degrees of freedom. The reason is the following: Tht 
totally antisymmetric wave function must be antisymmetric in the spaciaj 
coordinates of all particles that have the same spin and charge, and this par] 
must therefore contain a corresponding factor which is a determinant, whos 
columns, say, correspond to the different orbital states. If we remove th) 
Gaussian exponential factor and consider only the polynomial cofactors 
the individual states which appear with energies less than or equal to | 
exhaust all the possible independent polynomials of degree <k, while | 
particle with energy (k + 1) is described by a polynomial of degree (k + 1) 


If we now replace 7; by (r; — R) in Po, which means the transformatio} 
from SMWF to the intrinsic wave funetion, then every such determina 
is unaltered, because if we expand it in powers of R the expansion coefficient 
will all be sums of determinants in which the degrees of some columns of t 

original determinant have been reduced, and any such will vanish becaus} 
the original determinant had columns corresponding to every independe i 
polynomials of degrees less than the maximum that appeared, (k + 1). 
In a similar way it will also be possible to show that the relation (3-111) wij 
not hold if there are two or more shells which are not completely filled, and 
that case we cannot assert that all the intrinsic states, obtained in the wai 
mentioned before, are independent among each other. Even for such conf} 
gurations, often the situation is simple enough, and in such cases we cal 
directly construct and examine the P,(r — R). On the other hand, if th 
situation is really complicated, we will proceed in the following way: As wé 
pointed out just below (3-110), P(r — R) isa linear combination of the san 

energy, so that we can write ] 


P(r — R) = > a, P(r). (3-11) 


n 


Tf we also note the relation 


SH= Ee Res aR. .  e 
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then we know that the completely admissible SMWF should be of the follo- 
_wing form: 


| 2 an yy (r) = > ay | (r) exp iu pd ri) = int exp(—'/, AR’). (3-114) 
n a j 
Any SMWF can be expanded in terms of intrinsic wave functions, with 
coefficients which are functions of the center of mass motion, and the special 
form of (3-114) means that we are picking out a linear combination of 
) SMWF for which the ¢enter of mass motion is in its lowest 1s state. Therefore 
) the decision as to whether a particular SMWF is admissible or not can be 
made by diagonalizing the energy of the center of mass motion, or equi- 
valently by diagonalizing the operator 


pre (43) [Eri + 2D). (3-115) 


i<j 


As (3-115) is essentially a two-particle operator, this diagonalization calcu- 
lation is the same as those of the two-body interactions, which are very 
familiar to us. 

' As a very simple example we consider an a-particle whose configuration of the 
ground state, 148 (spin singlet and t-spin singlet) state, is considered to be 
(1s)* (four particles in 1s orbit). Then we consider other spin singlet and t- 
spin singlet states of higher energy, the lowest two of them being given by 


y, = (15%, 28) [4] 28; yy = (182, 1p%) [4] 2S. (3-116)4) 


Tf we diagonalyze the matrix of R? we get the two states 


Vi = Velev + Vile pes P= Vila Prin Vila pes (3-117) 
_ of which 7,, is associated with a 1s state of the center of mass motion, but 
_ $, is not and it should be discarded as an inadmissible state. 

| This sort of discrimination of the SMWF may become unclear if we consider 
more complicated configurations, and interactions between them. Neverthe- 
less, this method is rather interesting as an example of the treatment of the 
| problem of redundant degrees of freedom. 


§ 4. Probleme related to the moment of inertia 


- Although the Bohr-Mottelson model may, for many purposes, be described 
in hydrodynamical terms, a literal application of this description gives a value 
of the moment of inertia in disagreement with experiment. On the other hand 
the theories of the quantum mechanical description of collective surface 
oscillations, explained in §3, have so far not succeeded in improving this 
situation. As is shown in the following, however, the moment of inertia is a 


1) In (3—116) [4] is the partition number which specifies the irreducible representations 
of the symmetric group. We will not go into details, but only mention that this particular 
partition number [4] means that in (3—116) the spacial part of the wave function is 
completely symmetric for the four constituent particles, and consequently the spin part 
of the wave function is completely antisymmetric, so as to satisfy the Pauli principle. 
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very powerful clue in clarifying the structure of the nuclear many-particl 
system. It will be treated separately in this section. 

{i) As no satisfactory collective particle description of the moment of inerti 
is available at present, we must be content with some phenomenologica 
approach. The first step in this direction was put forward by INGLIS [36], whi 
considered a system of particles, which otherwise occupy the lowest possibl 
single particle levels, subjected to the oscillation of the (self-consistent 
potential in which they are embeded. Because of this perturbation a nev 
energy is added to the original one, which is now interpreted as an energy | 
collective motion. 
Thus if we denote by a the coordinate of the collective motion, in concer 
and express the perturbed energy in the form 


"/2 B(a) a?, (4-1) 
then B(a) can be interpreted as an inertial mass. It is equal to | 
— 242 yy 10010/8e] >)? 4-24 

B(a) = 2h 2 Ee dane ( 


This method, if it is applied to the case where the potential for the particle; 
rotates with a definite angular velocity 0, should give, as the inertial para 
meter, just the moment of inertia. Here 0/0a becomes simply L, the totai 
angular momentum of the particles. | 
This expression for the moment of inertia can also be derived in terms ro) 
time-independent perturbation theory, in the following way. As we considey 
that the particles are embeded in a potential which rotates with an angula 

velocity 2, the Hamiltonian for this particle system may be written as | 


H = Hy, + Ay, (4-3) 


where H, is the unperturbed Hamiltonian of the particles, refered to: thé 
coordinate system fixed in the rotating potential, and therefore is considered 
to be independent of Q. On the other hand the coupling term H, is equal tq 


H, = —AQL, (4-41 


where L, is the z-component of the total angular momentum of the particles 
referred again to the intrinsic coordinate system, and the potential is thought 
to rotate around its own x-axis. This term H, is nothing but the Coriolis 
term, well known in classical mechanics. : 
If the eigenenergy of the unperturbed Hamiltonian H, is denoted by B,, 
and the corresponding eigenfunctions by yn, and if H, is thought to be a 


small perturbation, the ground state wave function for the total Hamiltonian 
(4-3) can be written as 


Y= yo + 2 anya, (4-5 
n 
where the summation excludes the state with n —0, and the expansion 
coefficients a, are given by 


_ 9 OlLel 2 | | 
Ln = Q Wyenay a a | (4-6 


i ll 


t 
( 
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The energy shift of the ground state due to this perturbation is given by 


n 0 


AE deck > eo el n> ae, (4-7) 


and the coefficient of 2? in this expression is just half of the moment of 
inertia, corresponding to the ground state. Thus we get 


5, <2 5 Olea ml 


—8)1 
arena (4-8)1) 


and we see that this conforms with the result of the above given consideration. 


Using (4-8), and assuming that the rotating potential is that of a cylindri- 
cally symmetric harmonic oscillator, Inglis evaluated the moment of inertia, 


specifically for the closed shell configuration of the particle system. He found 


that it just coincides with the irrotational value, (2-14), although in this 
case the self-consistent potential is reduced to a spherically symmetric form. 


(ii) This idea was further developed by BOHR and MOTTELSON [37]. Taking 
the z-axis as the symmetry axis, they expressed (4-8) in the following form 


3.=4 1 [GeO Sty + e+ Np + CHEM” & (a — mpl, 


Wy + @, “> Oy.— @, 


(4-9) 


where w, and w, are oscillator frequencies along the y- and z-axes, while ny 
and n, are the corresponding oscillator quantum numbers. Due to the cylin- 


. drical symmetry itis clear that w, =, and n, =7,. >) is the sum over 


occupied states. 2 

Tf we consider the closed shell configuration, we note that the second term of 
(4-9) vanishes, while the first term alone gives the irrotational value, corres- 
ponding to Inglis’ result, This can be explained in the following way. 
Consider that the deformation of the potential is expressed by a parameter ¢ 
so as that the semi-axes in y- and z-directions are expressed, respectively, by 
R,(1 + «)'‘ and R,(1 + ¢)-‘, where Ry is the mean nuclear radius. Then if 
, is the mean frequency of the oscillator, w, and w, are respectively given 
by @o(1 + €)-‘/2 and w9(1 + «), 80, if these values are inserted into (4-9) and 
evaluated up to the lowest order of ¢, the latter can be expressed simply as 


h Qe? 
oy ees + 9, + ¢ 4-10 
Ae 2 8 wo 2 (ny nz 1), ( ) 


Denoting by AR the difference of the semi-axes in the y- and z-directions, we 
first note that ¢ is expressed by 
4 AR 


= —— —" 4-11 
os RK (4-11) 


Es 


1) This formula is usually called the “cranking formula”’. 
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On the other hand the average value of 2 rj is given, if it is evaluated geo, 
metrically, by 
3 ARB 


ee os 4-12 
i bie! | 


because we are considering deformation which conserves the volume, whil ee 
the expectation value of the same quantity in terms of the eigenfunction in 
the harmonic oscillator potential is given by | 


3h | 

rj = (—— Nort Te) ye 4-13) 
CH Oy a 2 : he | 
Equating the right hand sides of (4-12) and (4-13), we obtain an explicit 
form of w , and inserting this into (4-10), together with the value of « given 
in (4-11), we obtain 


2X (ty +, +1) | 
=) 2 i : (4-11) 


Naa aa a De aes "le)p 
p 


Although the last factor looks rather complicated, it is possible to show tha 
it is equal to 2, for a closed shell configuration, and we see that %,, is reduced} 
to the irrotational value 3 B,6?, if we express AR, in terms of 8 defined i 
§§ 2a. 
Next we will consider the non-closed shell configuration. In this case the 
second term of (4-9) does not only give a finite contribution, but also its con- 
tribution usually exceeds that of the first term, because the denominator off 
the second term is proportional to wy — w,, which can be very small, while 
that of the first term is proportional to w, + @,, which is much bigger, 
Therefore if (4-9) is evaluated for a fixed deformation as a function of the 
number of particles in the various shells, the value of moment of inertia 
thus obtained will fluctuate very violently. This fluctuation disappears, ho} 
wever, if we treat the problem self-consistently, namely if we take intq 
account the fact that the deformation of the potential is to be determined} 
so as that the energy of the system becomes lowest for each particular con}| 
figuration, and as is shown in the following, the value of the moment o 

inertia is reduced to that of the rigid rotation. 
To make the expressions simpler, we first define N, and N, by 


N = 2 Ny =f Aes: Ne => (n, as SS 
P 
then (4-9) becomes 
qe ae | (wy — w,)? 


GM Dae Nin ero 
2 Wy, | @, + @; 


(wy, =e ae 


(VN, + N,) + Wy — wy]. (4— 15] 


On the other hand the total energy of the system is given by 
E =2N,o, +N, o;. (4-16) 


Inserting w, = @y(1 +)": and w, =a (1 +e) in (4-16) and putting 
JE/de equal to zero we get the relation N,/N, = (1 + &)%2; "and ‘thus we 


— 


; amples, leading to the 9% 
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know that, for the equilibrium deformation N,/N, = w,/w,. Therefore. 
after a simple calculation, we can show that (4-15) is reduced to 


’ h (N Ne 
Seg peies at a) ol) 
‘9 C4 
Because of the relation 
h (N N; 
am CY + Op = > (= oe =) (4-18) 
y Zz 


which is easily shown to be valid for the harmonic oscillator, we see that our 
result (4-17) just gives the rigid value of the moment of inertia. Although 


| this proof is given for the 


special case of the har- Varig 
monic oscillator poten- 
tial, this result will be 4% 
quite general and we will 
get values which fluctuate 
around the rigid moment 
of inertia for any poten- 
tial, if we treat the single 93 
particle system self-con- 
sistently. 

We have so far consi- 
dered two extreme ex- 


02 


irrotational and rigid mo- 
ments of inertia. As was 
noticed in §§ 2b, the ex- ot 0,2 a3 0.4 0.5 B 


perimentally determined Fig. 4. Dependence of moment of inertia on nuclear deformation. 


moments of inertialie bet- (Taken from [6], p. 529.) 

ween these two limiting 

cases, and Bohr and Mottelson found that, by taking into account cor- 
relations between particles for the non-closed configuration, it is possible to 


reduce the rigid value to the order which is observed experimentally. 


To illustrate the importance of the correlation, they took a very simplified 


- model in which they considered two p-state nucleons, which lie outside the 


core, the latter being treated in the same way as described above. Due to the 
two-particle interaction, which is here assumed to represent the correlation 
effects, S and D states, constructed from these two p-nucleons are split by 
an amount, say E, and the ratio v = E/h a, determines the relative magnitude 
of the strength of the correlation. Due to the interaction with the core, the 
above D-state is split into three levels with | Q| (= |2 m,|) = 0, 1 and 2, and 
among them the state with |Q| = 1 has a non-vanishing matrix element of 
L,, with the S state. If v is very big, the spacing between these two !evels is 
big, and the contribution from the corresponding term to the second term of 
(4-9) is small and we get the irrotational value. If »v becomes smaller, the 
contribution begins to increase and in the limit of » = 0, we get the rigid 
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value. According to the calculation of Bohr and Mottelson, it was found that 
with v = 1/3, all the experimental data are fitted fairly well, as is shown in 
Fig. 4. It should be noted in this calculation that the self consistency was 
taken seriously into account. 

In spite of the very simplified nature of this calculation it is enough to 
illustrate the importance of the correlation. 

(iii) Following the work of Bohr and Mottelson, several papers were published: 
INGLIS [38] mainly concentrated his investigation on the extent to which the 
result of Bohr and Mottelson will depend on the special assumption of the 
harmonic oscillator potential, which they took as the starting point. For this 
purpose Inglis considered also the oscillator potential, but at the same time} 


| 


added a new term const + 5'Uj, where l, is the angular momentum of the i-th 


particle. To simplify the calculation further, he takes the configuration in: 
which (1d-2s)-shell (shell in which n, + n, + n, = 2), is being filled. | 
If the nucleus is spherically symmetric, six states in this shell is degenerate, 
but if it is deformed in a cylindrically symmetric way, the degeneracy iss 
partly lifted and, due to the >’ Uj term, the remaining degeneracy is furthe 


1 


a i 
lifted. As the value of moment of inertia depends very sensitively on the 
spacing between particle levels, this lifting of degeneracy certainly affects the 
result strongly. Treating the problem again self-consistently, Inglis indeed! 
finds that the obtained values for the moment of inertia fluctuate violently; 
around the rigid value, contrary to the simple harmonic oscillator case. | 
Such a result, however, was already predicted by Bohr and Mottelson. 
Further more in their paper it was shown that the correlation effect is off 
crucial importance to the final result. Meaningful conclusions cannot be} 
obtained until the effect of two-particle interaction is taken into account. 
(iv) LIPKIN [39] et al tried to find a way in which an expression such as (4-8 
can be obtained without introducing extra degrees of freedom. For this, 
purpose they assume that the original degrees of freedom are separated into} 
the collective angle p, and the internal coordinates g;. An operator which iss 
canonically conjugate tog, is called L, whichis just the total angular momentum} 
of the system1), and the operators which are canonically conjugate to 9g; are: 
called p;. q; and p; are assumed to commute with L and gq. 

Then they assume that the original Hamiltonian for the particle system i 
transformed in some way or other into a form 


] 


SA 


L2 
Hes 25 + Aint (Pi 9%) + Aeoup (ZL, Pi; 4); (4-19)] 


in which the meaning of each term will be clear, and to this Hamiltonian the ; 
further assume the following simplifying assumptions, 


Aeoup = 9, [H,3]=0, [L, 3] =[y, 9) =0. (4-20)) 
Using general rules of matrix multiplication one gets the relation. 
0|[H, Al! n 5/2 
<0 |[LH, 4], 4]] 0) =25 SAEs 
n+0 2: ae O =, 


1) Lipkin et al considered only the two dimensional problem. 
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‘and if one chooses, in particular A = § sin @ and uses the relation 


3 -, OF 
L, = —th = —22 
Uf = ik F (4-22) 
which holds for any function f of y, we can get the expectation value of &, 
the moment of inertia, as 
0|L cosy + cosg L| n>|? 
0 0> =} K 
<0| 3] 0 hn 2, (E, — Ey) <0 |cosg| Oy? ’ 


which is similar to (4-8) if cos g is replaced by unity. It should, however, be 
noted?) that (4-23) and (4-8) differ not only by the cos@ factor but also in the 
‘definition of the eigenstates. In (2-23) these include also the excited states of 
rotational motion while those of (4-8) include only eigenstates of internal 
motions. 

Then Lipkin et al consider that if they start from a Hamiltonian which 
corresponds to a set of particles, referred to a space-fixed coordinate system, 
| the same transformation will lead to a Hamiltonian which is (4-19) plus a 
term V(y). This V(q) can be defined as a potential which has a sharpe 
maximum at y = 0, and this restricts the available range of g to values very 
‘close to zero. This fact may allow us to replace cos y in (4-23) by unity, and 
they conclude that the cranking formula (4-8) is obtained if we consider the 
‘shell model to mean a set of particles fixed in space in the above mentioned 
way. 

{It is my opinion that in this case the eigenvalues which correspond to exci- 
‘tations of rotational (actually vibration around m = 0) motion are very big 
and they will not contribute essentially to the summation in (4-23) (with 
cos p = 1), and in this way the formula thus obtained coincides with (4-8). In 
‘this case, however, the first term of (4-19), as it must be considered in com- 
} bination with V (g), will never give rotational spectrum, and in this way it 
) would be necessary to introduce new degrees of freedom. Thus the agree- 
) ment of their result with (4-8) seems to be only formal. 

\ In spite of this rather unsatisfactory situation, the problem which they in- 
i tended to solve is no doubt an important one, because it may be considered 
as an extension of the discussion of Elliott and Skyrme, explained in §§ 3c. 


(4-23) 


| (v) MoszKowskKI [40] attempts to clarify the idea which is implied by (4-8), 
from a somewhat more intuitive point of view. For that purpose he considers 
a set of particles contained in a potential whose shape is described by 
parameters «,, which appeared in (2-2). He considers at the same time 
| quantities called quadrupole parameter, defined by 
Ge 2 iN 
; rahe 2 Yeu 9) 
On = ; A (4-24) 
5 VAG Da LX. 
a a De 


The values of a2 ,, and a), should coincide, if the change of density distribution 
| of the particles respond immediately to the change of the shape of the 


1) This note is due to the present author. 
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potential. On the other hand Moszkowski finds that, if one assumes that thi 
potential is that of a harmonic oscillator and further assume that then 
occurs no change of configuration even when the potential shape is changed 


the rate of change of a’, is just half that of as ,. 

Since the level order of single particles depends on the potential, it will be 
function of the deformation parameters a2,. Therefore, the configuration al 
lowest energy will be a function of a,,. This phenomenon of change of confi 
guration with the crossing of levels is called slippage [33, 41]. | 
Moszkowski showed that if one treats the problem self-consistently, i. e. b) 
employing a configuration which gives the lowest energy for each value q 


the deformation, a2, and «? in fact coincides. The slippage has, however 
nothing essentially to do with particles which are in closed shells, becau 
both levels which are crossing are occupied, whereas it is very important fo 
the particles outside closed shells. Moszkowski thus concluded that these 
particles, in spite of the smallness of their number, are responsible, as larg) 
as half of the adjustment of a), to a» ,. | 
He extends this approach to the analysis of the moment of inertia and showe¢ 
that also in this case the particles outside closed shells play the most impon 
tant role in determining the value of the moment of inertia, a result whici} 
was emphasized by BOHR and MOTTELSON [37]. He also considers th: 
effect of residual two-body interactions by extending Bohr-Mottelson’s 7 
configuration model to all possible p-shell configurations and gives a quali 
tative discussion on the difference of moment of inertia for even and od¢ 
mass number nuclei. | 
(vi) LUDERS [42] considered the possibility of explaining the descrepanc; 
between the experimetal and the theoretical (hydrodynamical) values a] 
the moment of inertia, by taking into account the effect of the non-diaginal 
terms of Bohr’s Hamiltonian; (2-13). ) 
This kind of approach does not seem, however, to be so promising. As wi 
have mentioned in §§ 2b, the moment of inertia derived from the assumptio 
of irrotational flow is a few times smaller than experimental values, or ii] 
other words the spacings between levels in a band thus obtained are a fev 
times too large. We also mention here that the quantum number K whicl| 
specifies a band is known to be a fairly good quantum number as we havi 
seen also in §§ 2b. : 
Now the non-diagonal terms (2-13) has non-vanishing matrix element} 
between states which have same spin J, and have values K which are differen 
by + 1. If two such bands lie near to each other (2-13) shifts the positions of 
these levels, and Liiders expected that these shifts will solve the abovi 
mentioned contradiction between theory and experiment. : 
However, there is no reason to expect that these shifts to be proportionay 
to I(I + 1). Therefore if they are so large as to affect the spacings appre} 
ciably, the theory will no longer give J(J + 1)-type rotational levels. Als 
the quantum number K cannot be a good quantum number any more. Thest 
are the reasons why Liiders’ approach does not seem to be promisiny. 


The effect of the non-diagonal terms (2-13) was already ‘discussed by 
KERMAN [JS] as we have seen in §§ 2b. There these terms were found t 
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' be very important to get a very precise agreement between the theoretical 
' and experimental positions of the rotational levels, but the shifts of levels 
' were not more than a few percent of the original spacings. 
(vii) The discussions so far given in this section are all related to the cases 
where the deformation is large, i. e. to the cases corresponding to the strong 
coupling approximation. On the other hand, when the surface vibration 
- occurs around a spherically symmeytric eqilibrium shape, i. e. when the idea 
of weak coupling is applied, the spacing of the ground and the first excited 
. states is determined by the ratio C,/B,,C, and B, being defined in §§ 2a, 
while the E2 transition probability is determined by the product B,C, [4]. 
Therefore, just as was the case in highly deformed nuclei, it is possible to 
’ determine the values of B, and C, from experiment, separately, and especi- 
ally as By, the inertial parameter, is to be considered as the weak coupling 
version of the moment of inertia, similar calculations as explained above 
- should also be developed in this case. 
> This sort of calculation was in fact performed by ARAUJO [43], who considered 
a set of particles contained in an infinitely deep square well potential, the 
| boundary S of which being described by 


R(d,y; t) = Ry ! + » we p(t) You(d, 9) (4-25) 


which is the same as in (2-2). (In (4-25) 4 is limited to 2, for simplicity.) 
In (4-25) the parameters «2, (t) are considered to be classical observables and 
. their time dependence is to be determined by solving appropriate eigenvalue 
problems. 

If we consider that there are no residual interactions, the Schrédinger 
- equation for each particle will be written as 


h? .,0y 
—5- Ay =ih at (4-26) 


together with the subsidiary condition 
y=0 on S(t). (4-27) 
Now consider a set of functions 
| ' 2mw 
Dino (%; t) = Yim(B, —) ji(x(w)r) e- 4"; #(w) = me ae (4-28) 


then a solution of (4-26) and (4-27), which tends to D,, mo, in the limit of 
% , > 0, will be expressed in the form 


Wi, mo &o (r;t) = > Yim (9; ) [ dwe-*”! 9, (#(@)t) Jim (loMoMo3 @), (4-29) 
lm ie 
where 
dim (lp 49093) = S11, Om mg 5 (2 — ©) + Grim (bo Meg 03 2) + gS, (Igy 3) +e 
(4-30) 


i and here g® is assumed to be a function of the order of |«,,,|". The explicit 
| form of the functions y” is calculated with the usual procedure of the time 
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dependent perturbation theory, and thus the solution (4-29) is obtained as 
a power series of &,, the coefficients being multiples of functions (4-28) 
Physically this means that the function ®,m,o,(1";t), which could have 
been an eigenfunction of (4-26), if a), = 0, can no more be so, but due to the 
coupling of particle motion with the surface oscillation, many other states are 
mixed into it. | 
After thus obtaining the solution (4-29), it is possible to calculate the expecta) 
tion value (¥ | H| Y) of the Hamiltonian 
h2 A A “ | 
Im A negeen he 
where the state function Y may be considered as a Slater determinani 
constructed from functions given in (4-29). Araujo consideres that th 
expectation value of the residual two-particle interactions can be replaced by 
a constant which is independent of the value of the deformation parameter 
a2, and so the second term of (4-31) can be neglected for the following vari 
ational calculations. Thus the expectation value (WY | H| Y) is reduced simply 
to a sum of (WY |—1/2mA,| Y) over occupied particle states. 
Next we consider the quantity 6 (WY |H|¥), which is defined as the difference 
of (W|H|¥) evaluated for non-vanishing and vanishing values of ag, 
If we expand this quantity in powers of a, up to |ag,|?, and write ag, (ti 
= 2 %2,(@) exp [it], then it is possible to show that 6 (Y| H | Y) is summari) 


o i 
zed in a simple form 1/2 >)[B(@) |a2,(w)|? + C(@) |o2,,(@)|?]. Therefore ii 


Le : 
we put 0(¥|H| ¥) = 0 equal to zero, which is the condition that the tota 
energy is conserved during the whole period of oscillation, it gives a condition 
for the determination of the frequency w, and consequently the values 0: 
Band C. | 
By taking several closed-shell-plus-one-particle configurations, Arauj¢ 
calculates the value and finds that it fluctuates rather violently from shell td 
shell, but has the right order of magnitude. He also calculates the quadrupol¢ 
moment which is directly related to the value of C. In this case also, rathet| 
big fluctuations appear but the direction of the fluctuation agrees well with 
experiments. Thus, although he did not give precise numerical values, h¢| 
could conclude that this model works very well at least qualitatively. 
A similar calculation was also performed by MARUMORT et al [44]. Their worl 
is, however, related more with that of Nilsson, which will be explained inj 
next section, than with the general theory of the moment of inertia. Its| 
explanation will therefore be réfered to the next section. : 


| 


omen 


§5. Particle aspects in strongly deformed nuclei 


(i) As was emphasized in $§ 2b, the knowledge on the behaviour of single 
particles in highly deformed nuclei, especially the structure of single particle 
level schemes, is indispensable for the numerical calculation of many quanti;| 
ties associated with lower lying levels of non-closed shell nuelei. Although this 
should be answered automatically from the quantum’ theory, of collective 
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‘motions, the theory is not yet precise enough, as was stressed in §§ 3c, and 
‘so we must resort to some phenomenological approach, just as was the case 
in the treatment of the problem of moment of inertia. 

In this respect several papers were published, but as NILSSON’s model [14] 
seems to agree best with experiments, the main part of this section will be 
devoted to the explanation of this model. 

_ Nilsson consideres a set of particles contained in a deformed oscillator poten- 
tial, which is symmetric around the z-axis. Then the Hamiltonian for each 
particle is given by 


H=H,+Cl-s+ DP, (5-1) 
where 
i =y"8 h2 A K 2 no! 2 19 aE Cr i) (5-2) 
Cee rts + > (oi le vag, & 


‘is the usual harmonic oscillator Hamiltonian, while the second term is the 
spin-orbit interaction required in the 7 — j coupling shell model. The third 
term is added, because due to this term the single-particle levels in the unde- 
formed limit can very well be fitted to the empirically known levels [45]. 

In going over to the case where the harmonic oscillator potential is no longer 
' spherically symmetric, we introduce a single paramter 6, which describes the 
deformation, by 


ow, = w2(1 + 2/36); wi = w2(1 — 4/36), . (5-3) 
and as we here consider only volume-preserving deformation, w,) is given by 
Wy() = @o{1 — 4/3 62 — 16/27 63)- Ve, (5-4) 


“where @,) now depends only on the mass number A and is taken to be equal 
to 41 A-"/s Mev. The 6 thus defined is connected with the 6 of BOHR- 
_MOTTELSON [4] by the relation 


3 5 
Be | fhe ; 5-5 
$0.95 5 (5-5) 


| By introducing new coordinates 


id 


eel cee Zs, ete. (5-6) 
h 

| H, of (5-2) can be split into a spherically symetric term H 0 and an asymmetric 

‘term H, as 
H, =H, +4Hs (5-7) 

where 
H BELO Sy Hs; = — bho ae (9, @). (5-8) 
(=e 9 if 1 ? 6 0 3 5 20 ? 


oA obtaining eigenfunctions of H, (5-1), a representation is taken in which 
A, is diagonal, together with ! and J, and s, (orbital angular momentum, 
| ie z-component and z-component of spin angular momentum), which all 
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commute with H,. The corresponding quantum numbers are, respectivel] 
denoted as J, A and X. Although none of these three operators commute wit! 
the total Hamiltonian, the z-component of the total angular momentuy 
j, = 1, + 8, of each particle does, and so the vectors |NJAL) with A + X= 

is taken as a basic se 


fad where 2 is the quantun 
ae number of 7, and N i 
28 5 92, the total number of th 


oscillator quanta. / 
As there are no non-diai 
gonal matrix element 
between states with diffe 
rent values of 2, whil 
those between states with 
different values of N an 
found to be negligible 
Nilsson diagonalizes thf 
total energy matrix wit# 
respect to states chara¢ 
terized by the same vé 
lues of N and 2. Thi 
diagonalization is perfor 
med for several discret 
values of 6, and for a 
values of 2 possible fe 
4,75 Nee 0 ab: i 
Fig. 5. Structure of single particle levels in Nilsson’s model. (Taken The energy thus obtain er] 
SE STOELI PON BEG is expressed in the fore 


35 


B3°(8) = (~*) heay(d) — S08”, «4 


2 
while the corresponding eigenfunctions are given by 
|N Qa) = 3 {Aro —y,|NUQ — 1/2) 1/2) + Ara sy] NU@ + 1/2) — 1/2}, 

(5-16 


and the constant 7. ® in (5-10), and the coefficients A; in (5-11) are tabulate} 
in Nilsson’s original paper: [In (5-9) and (5-10) a numbers the differe 
eigenvalues of the matrix. ]} 

A part of thus obtained diagram is illustrated in Fig. 5. This diagram is very 
complicated at first sight, especially because crossings of levels occur al 
many places. Neverthless MOTTELSON and NILSSON [15] utilized thi 
diagram extensively and obtained remarkable agreement with experimen 
in many respects. Therefore we will briefly summarize the main points ¢ 
their calculation. 

Firstly the total energy of a nucleus with particular numbers of protons ani 
neutrons, and with a particular value of the deformation -parameter 


is obtained simply by adding the energies Bee (6) of (5-9) forall the occupie 
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states in this nucleus. (Precisely speaking due to the two-body nature of the 
interaction between nocleons, the total energy is not the sum of BS (6); but 
half of the sum plus > T;, where 7; is the kinetic energy of the i-th nucleon.) 


. % 

As was explained in § 4 (v), at different deformation different configuration 
will have the lowest energy. Therefore, for each configuration an energy 
minimum with respect to 6 is obtained, and the lowest of these minima is 
taken as corresponding to the ground state of the actual nucleus. In this 
jway the equilibrium deformation and the Q-value of the last-filled nucleon 
are obtained. 

In the above-mentioned counting of energies, each level of Fig. 5 should be 
counted twice, because it is doubly occupied by particles with their j, equal 
to 2 and —Q. Therefore the K value (projection of the total angular momen- 
tum of the nucleus upon the nuclear symmetry axis —cf. §§ 2a) of an even- 
even nucleus in the ground-stste configuration is always zero, while that of 
an even-odd nucleus just coincides with the Q-value of the last-filled level, 
which is determined in the manner explained above. 

According to the discussion given in §§ 2a, we know that the spin of the 
‘ground state just coincides with above K-value, and it is possible to compare 
the thus obtained ground state spin with experiments. As the ground state 
spins of even-even nuclei are all zero, these produce no contradictions bet- 
-ween theory and experiment. For even-odd nuclei theoretical predictions 
are sometimes not unique, because there can occur several close lying levels. 
; Even in such cases, one of these two or three possibilities agrees with 
experiment [15], and considering the simplified nature of the model, the agree- 
ment can be said to be satisfactory. 

The equilibrium value of the deformation obtained in the above mentioned 
way can be compared with experiment by calculating the quadrupole 
moments of even-odd nuclei and the #2 transition probabilities in even- 
even nuclei. The theoretical value of Qo, defined in (2-16) takes, in the present 
model, the following form 


= (5-11) 


pes AH. (1 + 5 
which is a very simple function of 6. The comparison with experiments was 
also done by Mottelson and Nilsson, and a part of their result is shown in 
| Fig. 6, and the agreement with experiment is excellent. 

The above calculation for the determination of the equilibrium value is 
also used in predicting the spin of the excited states of even-odd nuclei, and 
i the agreement with experiments is again found to be good. The rotational 
| energy of an odd nucleus with K = 1/,, which was given in (2-10) is 


h2 
23 
where a is in the present model given by 

ae = (—)i-*Ve (j + 0) >. (J 1/2ALX |0 1/272) aa|?, (5-13) 


and its numerical value also agrees with experiment. 
12 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


B= +1) tale (+ Ya), (5-12) 
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In this way Nilsson’s model experienced a striking success. This model is 
however, a single-particle model, without residual interaction, and accordin) 
to the general discussion in the preceding section, it is expected that th 
model will give a rigid value for the moment of inertia. Calculations t 
investigate the effect of residual two-particle interaction, in this model, wit 
be of great value. 

Calculations with the similar idea as that of Nilsson’s work were also per 
formed by MoszkowskI [46] and GOTTFRIED [47]. Moszkowski considere? 
the particle levels in a spheroidal potential of infinite depth, while Gottfrie: 


6 Gd.o 


° Experimental deformations of even- even nuclei 
x v ui " odd-A nuclei 
005+ —— Calculated " Vise niet it) 


150 155 160 =: 165 170 175 1780 185 190 = 195 


Fig. 6. Comparison of experimental and theoretical values of equilibrium deformations. (Taken from ef 
p. 1617 ) 


Mottelson-Nilsson model. 
(ii) The work reported by MARUMORI et al [44], of which we mentioned 
little in the preceding section, may be considered as a weak coupling versia} 
of Nilsson’s model, because they calculated by using the particle aspect of t : 
wave function, the surface rigidity and quadrupole moments for those nuecllil 
lying near closed shells. 

Their starting point is to apply the general theory of quantum mechanic; 
collective motion using the method of contact transformation, but actua 
this method is applied only qualitatively, and has essentially nothing to d 
with the final result. In this sense their work is not so self-consistent as e. 
ARAUJO’s work [43]. Nevertheless, they employed realistic forms for tk 
single-particle wave functions and energy levels, and it will still be meaning 
to compare their numerical result with experiments. 
They consider a set of particles contained in a spheroidal adaeres -well potentia: 
and perform the coordinate transformation 


x= D-he!, y= D'hy and 2=Dz,%. - (6-1 


it 
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So as that the potential becomes spherically symmetric in the new primed 
coordinate system. In (5-14) 


| 
| peg eer ee : 
; =ttde1+ 2 2 (5-15) 


where f is given by B? = > |a»,,|2; |%2,,| are of (2-2). The potential is now 
- expressed as M 


) Vie yi 0% foro roa hys V(r’). =— Vy for er <— R, (5-16) 
and the Schrédinges equation beeomes 
] 


Sm (DPE + DP} + D-*p}) y(a’) = BSy(2’), (5-17) 


where the energy of the single particle level, E* is measured from the bottom 
of the potential well. 

(5-17) can be rewritten in a more comprehensive form, which is, supressing 
the primes 


ed? apt: = 
fies ae + V(x), (5-18) 
ets, 2( P 
Ho = —2dT.4(p) + d o, a 21 9(p)): 
1 \ (3p; — p? 
T'x49(p) = bel a 2 P) 


[The authors further added terms which are proportional to 1-s and [?, in 
a manner similar to NILSSON’s [1/3]. and obtained a set of eigenfunctions 
for this new Hamiltonian. Then treating the nonspherically symmetric part 
of H’, as a perturbation term, the modification of these energy levels are 
calculated. Adding these energies for all occupied levels, the total energy of 
the system is calculated as a function of 8, and the surface rigidity C is 
obtained as 
| 2H 

nfl 0? E(p) 
OB? |p=o0 
On the other hand the quadrupole moment of our system is written as 
9 =Q,, + Qs, where Q,, is its single-particle part, while the surface part. 
s is given by 


Qs = Po(X) Qo; % = = ea a BR, (5-20) 


(5-19) 


land in this way it is a function of C. In (5-20), k measures the strength of 
the coupling between single particle and surface motions, and the authors use 
the phenomenological value k = 40 Mev. P,(x) is a projection operator, 
which was defined by BOHR and MOTTELSON [4], and its argument x depends 
on the inertial parameter B, as well as the rigidity C. This B should also be 
2 
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calculated from particle aspects, as e. g. done by ARAUJO [43], but Marumo 
et al. replaced it, again. by the phenomenological (hydrodynamical) valu« 
3AmR?/8 2. 
Due to these inconsistencies, their numerical results must not be taken lites 
rally. Nevertheless, the agreement with experiments of these calculate¢ 
quadrupole moments is fairly good, and is enough to show the importance 
of the inter-correlation of the intrinsic and the collective surface motion it 
the mass number region near closed shells. / 


§ 6. Giant resonance in the photo-nuclear reactions | 


(i) So far we have discussed exclusively the surface oscillation as an exampll 
of nuclear collective motions. Another example is the dipole oscillatioy 
which is related to the giant resonance in photonuclear reactions. | 
Before going into details of th 
quantum mechanical descriptioy 
of this collective motion, it will b) 
in order to give general importan 
5 experimental aspects of this phena 
menon. BALDWINand KLAIBER[4& 
in 1947, found that the cross sectio} 
8 of some nuclear reactions causet 
by y-ray, such as (y, ”)-reaction 
photo-fission etc., has a shape of | 
4 broad resonance whose maximur 
occurs around 20 Mev. (This max} 
mum will henceforce be called EJ 
An example is shown in Fig. 7. | 
This fact may at first sight be inj 


pee ot terpreted in the following wa 
Fig 7. Cross-section of y-n reaction for silicon. 
(Taken from [51], p. 663.) 


16 


Take, for example, the (y, n)-reaq 
tion. It may be considered that th 
cross section of this particular reaction increases rapidly with energy up i 
E,,, but here some other reactions like (y, 2)-reaction begins to occur an 
compensates the cross section of the (y, n)-reaction, which might have con 
nued. to increase otherwise. If this interpretation is correct, then anoth¢ 
resonance for (y, 2n)-reaction is expected to appear at an energy high¢| 
than E,,. Later experiments [49], however, did not find any such ne} 
resonance, and the above interpretation is therefore incorrect. : 
This result and the fact that this giant resonance occurs for many kinds 
reaction caused by y-rays, suggests that this phenomena is not particular to) 
special kind of reaction, but is associated solely with the mechanism | 
absorption of y-ray, irrespective of what occurs afterwards. If we furthy 
take into account the fact that this phenomenon is observed in almost al 
nuclei, covering the whole range of the periodic table, and depends ve 
weakly on the special nature of particular nuclei, two alternative inte 
pretations seem natural. We may regard these features as.the averaged offes 
of many contributions from the many constituent particles, or, on the oth 
hand, we may regard them as due to a kind of collective motion. 
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. From the latter point of view GOLDHABER and TELLER [50] proposed a model 
in which the y-ray excites a motion in which the bulk of the protons move in 
one direction while the neutrons move in the opposite direction, and they 
called this motion as a ‘‘dipole vibration’’. The success of this interpretation 
depends on the compatibility of the frequency of such a vibration with the 
energy of the giant resonance, E,,. Once this orderly motion ocurs, the energy 
_thus absorbed will be transfered to other complicated modes of motion, which 
explains the broadness of the resonance. 
In order to obtain the theoretical value of Z,,, and, at the same time, its mass 
number dependence, Goldhaber and Teller considered three classical models. 
The first is related to the a-particle model, and we will not discuss it here. The 
second model assumes that the protons and neutrons behave as compressible 
fluids, which keep the total density and the shape of the nuclear surface 
unchanged. In this case, for a given displacement of the centers of mass of 
'the two fluids, the maximum density change will be proportional to R-?. 
_As the restoring force is proportional to the gradient of this density change, 
namely to R-?, the frequency, which must vary as the square root of the 
restoring force, is proportional to R-}, or to Aq": 
In their third model, protons and neutrons are assumed to behave as two 
'inter-penetrating incompressible fluids. During the dipole vibration, there 
will appear regions, near the nuclear surface, where these two fluids do not 
overlap. For small displacements, the volume of this region, and consequently 
‘the restoring force, is proportional to the surface area, i. e. to R?2, while the 
inertial parameter of this ordered motion is proportional to R%, because all 
the nucleons equally take part in it. The frequency, which varies as the 
square root of the ratio of these two quantities is, therefore, proportional to 
(R2/R3)'s = R-*ls, i.e. to Ans. 
‘Discrimination between these two models can be obtained by investigating 
‘the experimental dependence of E,, on A. In the early stages of these experi- 
} ments, the mass number dependence of H,, was thought to lie between 
| A-"ls and A-*/s, and thus the accuracy was not enough to determine which 
‘of these two models was superior to the other. According to the recent 
| compilation of experimental data due to MONTALBETTI et al [57] and by 
| NATHANS et al [52], however, we may now be able to state that the value of 
| £,, is given by 


E,, = 38,6 A-.%-186+ 9,011 Mev fore vA’ 30, 
EL, = constant for A < 30, 


and this result will support the third model of Goldhaber and Teller, rather 
than the second. 

> Wor the third model, GOLDHABER and TELLER performed, in their original 
paper [50], some numerical calculations, and indeed obtained the proportioni- 
lity factor A-’/+, in comformity with their qualitative considerations. They 
also calculated the value of the multiplicative constant factor and obtained 
| good agreement with experiment. However, as they used several parameters 
| in their calculation whose numerical values were determined rather arbitra- 
| rily, the agreement is significant only in that the correct order of magnitude 
of the resonance energy is obtained. 


(6-1) 
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A more realistic calculation, based on the third model of Goldhaber and Tellei 
was performed by PRESENT [53]. The mass number dependence is agai 
A-"/s, and the multiplicative constant is determined by using parameter 
which appear in the semi-classical mass formula. The use of this mas 
formula is quite reasonable, because the restoring force is due to the asym 
metry of the proton and neutron densities in the extruded regions, and a co 
responding asymmetry term in fact appears in this formula. Present’s resul 
is in agreement with experiment, although it still contains a parameter whos} 
value cannot: be determined with certainty. 
A detailed analysis based on the second model of Goldhaber and Teller waj 
performed by STEINWEDEL and others [54]. They also used the asymmetr} 
term in the semi-classical mass formula in obtaining the expression of thi 
local density of the asymmetry energy. Inserting this term into the Lagrangia) 
of hydrodynamics of two compressible fluids of protons and neutrons, the; 
obtain the equation of motion. Solving this equation of motion under thi 
assumption that the normal velocity at the nuclear surface is zero, in com 
formity with the second model, it is possible to obtain a set of eigenfrequenciet 
of the density fluctuation of the two fluids, and the value of the lowest one i 
directly to be compared with E,,. / 
The mass number dependence is A-‘/:, as the qualitative consideration of th 
model predicts, but its proportionality factor is determined with ver> 
little uncertainty, and its order of magnitude is in good agreement wit 
experiment. 

Since the surface oscillation which we discussed in the preceding sections, i 
excited with much lower energies, it has nothing to do with the giant resal 
nance of the photo-nuclear reactions. The shape of the nuclear surface| 
however, will not necessarily keep its spherically symmetric shape when thj 
above mentioned dipole vibration is occuring. A theory of nuclear vibratio 
in which the shape of the surface changes at the same time had in fact bee} 
developed by FLUGGE and W6sTE [55], and the general expressions fat 
the characteristic frequencies were obtained. This theory is extended b) 
ARAUJO [56], by taking into account the interaction of this nuclear systen) 
with the electromagnetic field, and applied in calculating the theoreticat 
value of E,. It was impossible to express the mass number dependence of E) 
in an analytic way, but numerically it was approximately ~ A-"/:, and th 
the agreement with experiment is improved compared to the case of Stei i 
wedel et al. 


The above is a brief summary of the theory of classical collective motio 
4 


applied to the giant resonance of photo-nuclear reactions. There are man 
other papers related to this phenomena, but it is not our intention to go int 
detail here, and we will proceed to the quantum mechanical description qi 
this motion. | 
(ii) So far as the present author is aware, there are very few papers which trea 
this problem from the stand point of the quantum mechanical collectiv. 
motions, and perhaps FuJITA’s paper [57] is the only one. 
Fujita performed the separation of the original Hamiltonian of the particll 
system into collective and intrinsic parts by directly applying the metho 
of Tomonaga. which was explained in §§ 3a (vi). We must, however, b 
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careful in applying his theory, because the technique illustrated in his 
example cannot always be used, especially when the collective coordinates, 
defined as a function of particle variables, do not commute with the original 
Hamiltonian. The collective coordinates which was used by Fujita does not 
commute with the Hamiltonian if the latter contains two-particle inter- 
actions which include Heisenberg and/or Majorana forces. For this reason, 
it seems to me that there is some error or inconsistency in his paper, and I 
will explain this theory in a somewhat different version, applying Miyazima’s 
method, quoted in §§ 3a (viii). 

Since we follow the basic idea of the third model of Goldhaber and Teller, 
the collective coordinate will be taken as the distance between the centers 
of mass of protons and neutrons, which is given by 


n , {te at) 
ieee Se, djie a7 aN f (6-2) 
where 15” is the z-component of the t-spin operator and is equal to 1 and 
—1, for neutrons and protons, respectively. The appearance of t-spin in 
(6-2) is the reason of its non-commutativity with the Hamiltonian, which 
contains t-spin exchange operator, as mentioned above. 
Following Fujita, we assume that the two-particle interaction is a sum of 
Wigner and Majorana forces, with respective weights 1 — x and x. Then 
original Schrédinger equation of our system is given by 


1 By, eg 
Ayy = Ey; Hy = — Dae AA Das ee (6-3) 
4 om i<j 
with the subsidiary condition 
XWo = 0. (6-4) 
In (6-3), V;; is given by 
Vij = Volri;) 1 — a + @ PHI, (6-5) 


where Pe is the space-exchange operator, and can be replaced by — ig 
(1 + (tr; -1;))/2. In this expression (rt; -1;) means the scalar product and can be 
written, explicitly as cae +4 a4 ae )+ zr <™, where the second term 
commutes with € but the first does not. Thus it is convenient to rewrite the 
Hamiltonian H, as 


1 } Rey 
H=—- Ds At TVPG + SVP= M+ VP 66) 
7 2m vey 4 ear} 
where | bd 
VP = Volta) Ab ae aa PO chi) bs 
VP =Veltg\i—aPa its woe ty ty, (6-7) 


and in (6-6) only > V{) does not commute with é. 
i<j 
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Introducing an operator 8 which satisfies [8,«] = —i/h, we perform the | 
canonical transformation 
a 
Yo-> V1 = UT'm; Uy = exp EB <p] (6-8) 


Then Hy changes into H, = U;'H,U,, which is given by 


; th \ A ayy 
a a2 7 
pegir ( )=6 a Ee )e Lely 


| 
/ 
| 
eu} 
| 


A a ’ t 
en) (xz) P(e, — 4) (1 oP — 22) p — 


Uy 


— Vale (sez) 3 VP 2B (6-9) 

rej i 

where a = —th (NZ/A)h; y®, and it is easy to show that it satisfies | 
the canonical commutation relation with £: [2, €] = —tih. In deriving (6-9), | 
the usual commutation relation [t,, t,] = 2it, (and cyclic) is used. The | 


fifth and the sixth term are due to the non-commutativity of Vy with &é, 
but the fifth term will be very small compared with other terms, because | 
terms in its summation contain a linear factor (z; — 2;), and the contri- 
bution from these terms will largely cancel each other. Eq. (6-9) is pris! | 
an infinite series in powers of 8, but the 8" term is proportional to (A/NZ)", | 
and is neglected for n = 3. 

Neglecting further the fifth term in (6-9), we will perform the second canoni- 
cal transformation 


Yi Yo = Ug'y,; U, = exp|—ihaal, (6-10) | 
then H, is changed into H, = U,'H,U,, which is 


A 4 
one 2 5 71) 2 Up Beat AE vet 
A, sare + saa [* [25 Vs Dyer] + [ae sxam™| + 
A 2 = (1 a , 42 | 
Ga lez) Pa ve Bey tiie d asic a | 


fmf, PEP a#| (8 — 2) —= (em) SV eat + 


i<j 


te be VIP ee — ap] a + ae ll V8? ee — all o#] (9 — ay 


where terms higher than a? are neglected. The subsidiary condition, in the | 
representations y, and w, are, respectively, of the following forms; 


(a: —.£)y, =0 “end fy, = 0. (6-12) | 


The first term of (6-11) has the form of a harmonic oscillator and if we replace | 
the coefficient of a? there by its expectation value with respect tothe intrinsic | 
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motion, we can calculate the frequency of the dipole oscillation, i. e. Em: 
This was done by Fujita for the case x = 0, assuming an appropriate form 
for Vo(7;;). He found an-agreement at least within order fo magnitude. The 
mass number dependence of E,, is obtained as proportional to A-‘/s, in 
agreement with Goldhaber-Teller’s prediction [52]. 

If x + 0, the coefficient of «? in the first term of (6-11) is changed, and at the 
same time a contribution to the 8? term will appear from the last term of 
(6-11), and the value of E,, will also be changed, although I have not yet 
performed any numerical calculations. 


§ 7. Concluding remarks 


As we have surveyed in § 3, there have been published a number of papers 
with the purpose of describing the collective oscillations of the nuclear surface 
quantum mechanically. The present situation of this theory, however, is not 
satisfactory1). As was already discussed in §§ 3c, the theories which use 
canonical transformations, of §§ 3a, are so far limited to the case in which we 
assume irrotational flow for the nuclear matter. These theories do not agree 
with experiments, because they give moments of inertia which are much 
smaller than experiments, and also because the appearance of large coupling 
terms, between the collective and the intrinsic motions, does not permit an 
explanation of the experimentally observed beautiful rotational levels. 
Another difficulty of these theories occurs because we do not know how to 
treat the subsidiary condition. One way of treating it would be to insert a 
corresponding 46-function in performing the integration on the intrinsic 
coordinates, as was e. g. done in paragraph (i) of §§ 3b, but we still do not 
know how to perform this kind of integrations. 

The methods using variational principles which were explained in §§ 3b are 
free from the difficulties concerning the coupling terms and the subsidiary 
conditions. They can sometimes give better values for the moment of inertia. 
Neverthless there seems not to be enough reason to justify the use of this 
method and no way to estimate the errors included in the results obtained by 
this method. 

On the other hand, calculations using the theories which are based on a 
phenomenological approach, in some way or other, can explain experimental 
data almost satisfactorily, as was explained in §§ 2b, § 4 and § 5. One of the 
main purpose of the developement of the quantum mechanical theory of 
collective motions was to find a way to estimate the interactions between 
constituent nucleons, but even such estimation can also be done in some 
phenomenological approach to some extent, as e. g. was explained in connec- 
tion with the calculation of the moment of inertia; cf. § 4(i). 

Thus, so far as the explanation of experimental data is concerned, it seems 
that the need for the construction of the quantum mechanical description of 
collective motion is not so urgent and the above mentioned phenomenological 
theories may be enough. The errors caused by the extended number of 


1) The Bohr-Mottelson model is usually called a collective model. We limit however, 
the terminology “quantum mechanical description of collective motions” to mean 
the theories which start from the fundamental particle picture of the nucleus. 
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degrees of freedom may also be not serious. Neverthless we have still no 
estimate of the size of such errors and no clear cut justification of the assump- | 
tions underlying such approaches. It will be very useful, if we succeed in 
finding a way of answering these still remaining questions, and I hope the 
reviews of the so far published papers, which were given in § 3, may be helpful | 
in making such investigations. 
In concluding this article I must note that I made many simplifications, in _ 
refering to the published papers, because of the limitation of the length of / 
this article and also because I tried to make the matters easier to understand. 
Due to these simplifications some works which are introduced here are given | 
in formes which are not the same as in the original papers, and sometimes | 
are given here with less rigour. It should also be noted that I selected only | 
items which are intimately related to the main line of this article, and so in | 
some cases the main emphasis of the original paper was given to points which | 
are not the same as those refered to here. 
The limitation of our interest was done to a large extent especially in the | 
explanation of the theory of photo-nuclear reaction. There are many other | 
theories based on the single-particle model, or using sum rules and so on. 
Therefore I hope that the readers will not get the impression that the theories 

are in fact limited to those which are explained here. | 
The author thanks Professor Niels Bohr for the hospitality extended to him. | 
His thanks are also due Professor Aage Bohr and Dr. B. Mottelson for their | 
careful reading of the manuscript and many important comments. Discussions 
with other members of the Institute of Theoretical Physics, Copenhagen, 

especially with Dr. B. Bayman, are also appreciated. | 
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Probleme der Theorie der Dispersionsbeziehungen’) 
Von N. N. BoGoLjuBov, B. V. MEDVEDEYV, M. K. POLIVANOV 


Vereinigtes Institut fiir Kernforschung, Dubna (UdSSR) 


I. Einleitung 
In der Quantentheorie der Felder hat sich in letzter Zeit eine neue, sehr aus- 


gichtsreiche Richtung gebildet, die die sogenannten Dispersionsbeziehungen 
zum Gegenstand hat. Diese stellen einen Zusammenhang her zwischen dem 


hermitischen Teil der Streuamplitude und einem bestimmten Integral uber 
die Energie ihres antihermitischen Teils. Bis zu einem gewissen Grade sind 


| die Beziehungen unabhangig von den konkreten Kinzelheiten des betrach- 


teten Problems: wesentlich fiir ihre Herleitung ist nur die Forderung mikro- 
skopischer Kausalitat, die gewohnlich (unter Beriicksichtigung relativistischer 
Invarianz) in der Form formuliert wird, da8 die Kommutatoren der Feld- 
gréBen in raumartigen Punkten verschwinden. Gerade dieser allgemeine 
Charakter der Dispersionsbeziehungen einerseits wie andererseits die Tat- 
sache, daB sie direkt mefbare GréBen verkniipfen (was in der Quantenfeld- 
theorie durchaus nicht trivial ist), verursacht das groBe Interesse an solchen 
Untersuchungen nicht nur unter den Theoretikern, sondern auch unter den 


_ Experimentatoren. 


Obwohl die Theorie iber Dispersionsbeziehungen sich auf mehrere Dutzend 


- Veroffentlichungen belauft und Dispersionsbeziehungen fiir eine ganze Reihe 


konkreter physikalischer Prozesse niedergeschrieben und mit dem Experiment 


 verglichen wurden, ist bis jetzt keine Methode fiir die Herleitung dieser 
| Beziehungen entwickelt worden, die auch nur der itiblichen Forderung nach 


Strenge in physikalischen Arbeiten gentigen wiirde. Schon die verschiedenen 


 Wege ihrer Ableitung, wie sie mitunter von denselben Verfassern vorge- 


schlagen werden, zeigen die Unzulanglichkeit ihrer Begriindung. Dariiber 


 hinaus ist die Frage nach den physikalischen Voraussetzungen, die zur Her- 
leitung der Dispersionsbeziehungen wirklich nétig sind, bis jetzt offen 


geblieben. Sie ist letzten Endes eine Frage dariber, in welchem MaBe diese 
Beziehungen mit dem gegenwartigen Schema der Quantenfeldtheorie ver- 
bunden sind. 


1) Die vollstandige Arbeit unter diesem Titel wird im Verlag ,,Gostechizdat* erscheinen. 
Zum Teil stark gekiirzte Ubersetzung und wissenschaftliche Redaktion fiir die ,,Fort- 
schritte der Physik‘ durch Dr. F. KASCHLUHN mit freundlicher Unterstiitzung durch 
die Autoren, insbesonders durch Dr. B. V. MepveDEV. Beziiglich des (im einzelnen 
sehr langwierigen) mathematischen Beweises des Theorems von Prof. BOoGOLJUBOV 
sei auf die Originalarbeit verwiesen. 
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Die vorliegende Arbeit ist diesen beiden Problemen gewidmet. Im Abschnitt 
werden die Grundprinzipien formuliert, welche unserer Ansicht nach von de 
konventionellen Theorie tbernommen werden sollten, um die Herleitung de: 
Dispersionsbeziehungen méglich zu machen. Im iibrigen ist der Aufbau de: 
Theorie willkiirlich ; z. B. ist es nicht notig, die explizite Gestalt der Lagrange: 
Funktion festzulegen noch auf den Hamilton-Formalismus zuruckzugreifen. | 
Hauptsichlich werden wir mit den Variationsableitungen der Streumatrix 
beziiglich der Felder reeller Teilchen arbeiten, den sogenannten Strahlungs: 
operatoren. Im Abschnitt 3 werden gewisse allgemeine Beziehungen zwische 
solchen Operatoren aufgestellt, deren Studium eng mit dem der Greensche ! 
Funktionen fiir reelle Teilchen verbunden ist. Deshalb wird in den Ab: 
schnitten 4 und 5 ein neuer Beweis fiir die gut bekannten Spektraldar: 
stellungen von KALLEN und LEHMANN gegeben, der den Vorteil hat, da 

keine divergenten Ausdriicke auftreten, auch nicht in intermediaren Zu: 
staénden. 
Die Abschnitte 6 und 7 schlieBlich sind der Ableitung und Begriindung der 
Dispersionsbeziehungen gewidmet und Abschnitt 8 der Anwendung dieser 
auf bestimmte konkrete Faille. - 


der Felder haben KRONIG und KRAMERS [J, 2] in den Jahren 1926—27 im 
Rahmen der klassischen Elektrodynamik Dispersionsbeziehungen zwischen 
dem Real-.und Imaginarteil des Brechungsindex aufgestellt 


2w? Im n(w’) . | 

Re [n(w) — n(0)] = p [<2 (w® — w) dw’, aD 
0 

welche die Tatsache zum Ausdruck bringen, daB Signale sich nicht schnelle 
als mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnen. Gegenwirtig finden ver-. 
schiedene Formen von Dispersionsbeziehungen in der Hochfrequenztechnikj 
Anwendung. 
Die mathematische Methode fiir die Ableitung der Dispersionsbeziehungen|| 
ist im wesentlichen der Satz von CAUCHY, bei dessen Anwendung aber} 
Vorsicht geboten ist, da wir es in der Quantenfeldtheorie in einer Reihe von) 
Fallen mit verallgemeinerten Funktionen zu tun haben. | 
Gegeben sei eine gewisse, in der oberen Halbebene (Im # > 0) analytische | 
Funktion /(#) mit folgenden Eigenschaften: 


a) fur irgendein positives 6 lit sich eine Konstante A (6) angeben, so da gilt : 


A(6 
{(Z) < a fir Im E> 6; (1.2)| 
b) fir Im E-0 geht die Funktion {(E) im wneigentlichen Sinne in eine || 
Funktion tiber, die integrabel in der Klasse C(q, 1) ist2). 


1) Beziiglich der Einzelheiten in der Definition integrabler Funktionen und uneigent- 
licher Grenziiberginge s. N. N. Bocoryusov und D. V. SirKoV, -Uspechi fiz. || 


Nauk 55, 149 (1955), Seite 164; Ubersetzung in Fortschr. d. Phys. 8, 439 (1955), Seite | 
452. ar et 


‘Probleme der Theorie der Dispersionsbeziehungen 171 


Tir betrachten nun den geschlossenen Integrationsweg, der gebildet wird 
om Geradenstiick (i6 — R, 16 + R) und einem Halbkreis vom Radius R 
1 der oberen Halbebene. Angesichts der Eigenschaft a) verschwindet das 
ategral von f(E’)/(E’ — E) wber diesen Halbkreis (fiir R— oo) und aus 
em Satz von CAUCHY folgt . | 


| 16+ 00 
i 1 A ae NT 
hi — me E > 
K£)= 5; | wy tes (mB> 6 >). 
46—co 


Inter Beriicksichtigung der Eigenschaft b) verlegen wir den Integrationsweg 
‘uf die reelle Achse (6— 0) und erhalten 


1 of HE 
f(£) = 5— ee ee (Im E > 0). (1.3) 


— co 


Yehen wir nun zu reellen EH tiber (Im H->0) und beachten wir die fir 
eelle LE, E’ giiltige symbolische Identitat 


1 il 
li = - P ———_——_ 170 Be H 
rane Ty EH ié (F z) +4 6( s (1.4) 
o erhalten wir 
1 T fe 
(E’) 

ye eli Ea 
f(E) ; se P Be (—-co << H< +00), (1.5) 


a) SO: 


Fur den Realteil folgt hieraus eine typische ,,Dispersionsbeziehung “* 
1, fImf(£’) 

Re {(#) = — —— iE ‘ 

of(B)= = P | ry eB (1.6) 
In den meisten Fallen ist es jedoch nicht méglich, von der Dispersions- 
beziehung in der Form (1.6) direkten Gebrauch zu machen, weil vielfach die 
Anwendung der Bedingungen a) und b) zu einschrankend ist. Die wirklichen 
ohysikalischen Funktionen, die in den Dispersionsbeziehungen auftreten, 
yerschwinden nicht im Unendlichen, sondern nehmen sogar Zu; aber nicht 
starker als ein gewisses Polynom. i: 
Wir werden nun zeigen, daB es nicht schwierig ist, die obigen Uberlegungen 
auf solche Funktionen auszudehnen, die analytisch in der oberen Haib- 
ebene sind und die weniger einschrankenden Bedingungen als a) und b) 
gentigen : 
a’) es gibt eine ganze Zahl m >0, 80 daB sich fiir irgendein 6 Konstanten 
A, (6) finden lassen, fiir die gult 
| f(Z)| < A,(6) | B|" +--+ + An(9) fir _ImzH> 60; (1.2’) 


b’) fir Im H->0 geht die Funktion f{(£) im uneigentlichen Sinne in eine 
Funktion iiber, die integrabel in der Klasse C(q, 7) vst. 
14* 
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Wir werden sagen, da solche analytischen Funktionen im Unendlic 
einen Pol n-ter Ordnung haben, wo n die gréBere der beiden Zahlen m 
und r — 2 ist, oder daB sie im Unendlichen keine wesentliche Singulari 
haben. 

Um diesen Fall auf den vorherigen zuriickzufihren, betrachten wir 
satzlich zur Funktion f(#) die Funktion 


{(E) 


98) = et eye 


Ks ist klar, daB fiir den Fall, wo {(Z) analytisch in der oberen Halbebene | 
und im Unendlichen einen Pol von nicht héherer als der n-ten Ordnung h: 
die Funktion g(#) den Bedingungen a) und b) in der oberen Halbebene 1 
irgendein reelles Z, und positives « geniigt. 
Ausgehend von der Beziehung (1.5) fiir g(£) ergibt sich nach einfac 
Umformung folgender Ausdruck fiir die Funktion {(Z) 


+ 00 
ewe as {(H’) dE’ 
a) in Pf wa (HT ayers FG) + a| 
bat a Mi Py crn ns | 


Somit bestehen auch fiir die in Betracht gezogenen Funktionen, die i 
Unendlichen einen Pol von nicht héherer als n-ter Ordnung haben, Bez 
hungen vom Typ (1.5), welche jedoch 1. zusitzlich ein Polynom vom Grade 
enthalten und 2. einen komplizierteren Kern haben, der die Konvergenz @ 
Integrals sichert. Im wbrigen kann man mittels einer Subtraktionsmetho 
der Beziehung (1.8) eine etwas zweckmaRigere Form geben. | 
Um die mathematischen Dispersionsbeziehungen auf das Studium beliebi 
Wechselwirkungsprozesse von Teilchen anzuwenden, ist es ndtig, sis 
zunachst zu vergewissern, ob die entsprechende Streuamplitude als Funkti 
der Energie geeignet in die obere Halbebene fortgesetzt werden kann. E 
rein illustratives eindimensionales Beispiel mége den Zusammenha 
zwischen der analytischen Fortsetzung der Streuamplitude in die obe 
Halbebene und der Kausalitatsbedingung klarmachen. 

Wir wollen annehmen, daB die Streuamplitude /(#) durch 


+ oo 
f(H) = [ P(t)e®tat (1. 


bed? 2) 


gegeben ist. In den Abschnitten 2 und 3 wird sich zeigen, daB die Kausalitiaty 
bedingung genau auf Beziehungen dieser Art fiihrt mit 


P(t) == 0. fir t <0 
Gehen wir nun in die obere Halbebene 


H=2+%y; y>0; abt het 


Probleme der Theorie der Dispersionsbeziehungen 173 


» sehen wir, daB der Faktor e~¥’ die Rolle eines Abschneidefaktors spielt, 
er die Konvergenz des Integrals (1.9) sicherstellt, weil fir t<0, wo 
vt wachst, die Funktion F(t) Null ist. 

's l48t sich zeigen, daB® sogar im Falle einer singularen Funktion F(t) die 
nzige Forderung die ist, daB F(t) im Sinne unserer obigen Definition 
itegrabel bleibt. Dann ist das Integral (1.9) noch immer konvergent und 
efiniert die Funktion ohne wesentliche Singularitét im Unendlichen. 
anders ist die Situation in dem Falle, wo F(t) nur fiir t < —a Null ist, wo a 
ine gewisse Elementarlinge ist. Durch Ersetzung in (1.9) 


| t>t—a 
pigt dann 
| {(B) =e **"},(2), 


‘o nun nur der Faktor /,(Z) nicht wesentlich singular ist. Aber wegen des 
‘aktors e-'“# entsteht solch eine wesentliche Singularitaét fiir die Funktion 
(EZ). Deshalb ist es nétig, {(Z) mit einem Faktor eZ mit a >a zu multi- 
Jizieren, um eine Funktion zu erhalten, auf die die Dispersionsbeziehungen 
mwendbar sind. 

latiirlich ist die wirkliche Situation wegen der gréBeren Zahl von Inte- 
rationsvariablen betriichtlich komplizierter. Jedoch wird sich zeigen, daB 
rotz der notwendigen technischen Verbesserung der Argumentation ihre 


jucht worden, wo sich das Problem auf das der Streuung eines einzigen 
Teilchens an einem fixen Kraftzentrum reduziert. Es ergab sich, da fur ein 
Craftfeld der Reichweite a, dessen Eigenschaften im einzelnen unbekannt 
ind, eine Dispersionsbeziehung nur fir die Funktion fs(H) e’¢” aufgestellt 
iverden kann, wo fs die Amplitude fiir S-Wellen-Streuung ist. 

Zine Dispersionsbeziehung dieses Typs ist kiirzlich von GOEBEL, KARPLUS und 
2UDERMANN [7] auf die elastische Streuung von m-Mesonen an Nukleonen 
wmgewandt worden mit dem interessanten Ergebnis, daf der Radius der 
Meson-Nukleon-Wechselwirkung gréBer als ein Zehntel der Compton- 
Wellenlange des Mesons sein mu8. 

Dispersionsbeziehungen fir die Streuung von Bosonen im Rahmen der 
Quantenfeldtheorie sind der Gegenstand von anders gearteten Unter- 
suchungen, wie sie in den Arbeiten von GELL-MANN, GOLDBERGER, THIR- 
RING, KARPLUS, RUDERMANN, MIYAZAWA, OEHME und anderen [8, 9, 10, 
11, 12, 13] durchgefithrt wurden. Hier wird im Laboratoriumssystem das 
Problem der analytischen Fortsetzung der Vorwirtsstreuamplitude in die 
sbere Halbebene studiert und tiberzeugende Argumente dafiir gegeben, daB 
ihre Singularitét im Unendlichen nicht starker ist als die eines Pols erster 


Ordnung. 
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Die Betrachtung der Vorwirtsstreuamplitude ist besonders zweckmaBig 

Hinblick auf das sogenannte ,,optische Theorem“, wonach folgender Z 
sammenhang zwischen ihrem Imaginarteil und dem empirisch bestimmbar 
totalen Wirkungsquerschnitt o(H) besteht 
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Die erste Ableitung der Dispersionsbeziehungen im Formalismus der Quante 
feldtheorie geht auf GELL-MANN, GOLDBERGER und THIRRING [8] zuriie 
welche vom CAuUCHYschen Satz nach eingehender Untersuchung der anal} 
tischen Eigenschaften der Vorwartsstreuamplitude Gebrauch machte 
Jedoch ist dieser Beweis fiir Teilchen mit endlicher Ruhemasse unzureicher 
KARPLUS und RUDERMANN [10] leiteten eine Dispersionsbeziehung fiir df 
Streuung neutraler Mesonen an Nukleonen ab, wobei sie aber die analytischi 
Eigenschaften der Streuamplitude von vornherein voraussetzten. Diese Aj 
nahme folgt sehr einfach aus einer Reihe von Theoremen iiber die Higes 
schaften GREENscher Funktionen, wie sie von NAMBU [14] (vgl. auch [Z/ 
formuliert wurden. Jedoch ist bis jetzt kein uberzeugender Beweis gelungen)}| 
SchlieBlich hat GOLDBERGER [11] versucht, das allgemeine Problem di 
analytischen Fortsetzung der Streuamplitude zu vermeiden, indem er di 
Dispersionsbeziehungen einfach als eine gewisse Identitaét auffaBte, die ref 
algebraisch aus der Definition des dispersiven und absorptiven Teils di 
Streuamplitude folgt (sie entspricht der Aufteilung (1.4) in Hauptwert ui 
6-Funktion). Jedoch ist diese Definition fir E << m nicht korrekt, weil daa 
die entsprechenden Integrale divergieren (s. Abschnitt 6). : 
Wir machen noch einige Bemerkungen iiber die physikalische Bedeutung dij 
in den Dispersionsbeziehungen (1.6) auftretenden Gréf8en. Sowohl 
Amplitude fiir elastische Vorwartsstreuung als auch der unter dem Integ 
stehende totale Wirkungsquerschnitt sind nur fiir Energien positiv un 
groper als m beobachtbar. Andererseits ist die Integration auf der rechteé 
Seite tiber alle Energiewerte von —oo bis -+oo durchzufiihren. Um alf| 
praktischen Gebrauch von den Dispersionsbeziehungen zu machen, muB d} 
Integration iiber negative Energien und den , nichtbeobachtbaren‘ Bereic| 
0 < H<™m ausgeschlossen werden. : 
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; Komplizierter ist der Fall des ,,nichtbeobachtbaren“ Bereichs 0< E<m, wo 
‘nur im Falle eines diskreten Spektrums gebundener Zustinde (die inter- 
mediar auftreten kénnen) die’ Integration leicht in expliziter Form durch- 
-gefihrt werden kann. 


Il. Die physikalischen Grundannahmen 


Wahrend die Dispersionsbeziehungen gewdhnlich im Rahmen des kon- 
ventionellen Schemas der Quantenfeldtheorie abgeleitet werden, scheint der 
Gedanke sehr plausibel, da8 diese Beziehungen im wesentlichen nicht mit 
dem konventionellen Formalismus verbunden sind, sondern aus gewissen 
-Grundannahmen gefolgert werden kénnen. Wegen ihrer groBen Wichtigkeit 
und méglichen Verallgemeinerung sollen die physikalischen Voraussetzungen, 
die zur Ableitung wirklich nétig sind, explizit formuliert werden. Auch hoffen 
wir, daB ein detailliertes Studium der Strahlungsoperatoren und ihrer gegen- 
seitigen Beziehungen die Grundlage fiir einen neuen Zugang zur Quanten- 
feldtheorie als Ganzem bilden kénnte. 

‘Das gegenwirtige Schema der Quantenfeldtheorie basiert wesentlich auf 
drei Grundannahmen: dem HALMILTON-Formalismus, der Anwendung der 
Storungstheorie und der Konzeption des adiabatischen Hin- wnd Ausschaltens 
der Wechselwirkung. Der HAMILTON-Formalismus fihrt automatisch zur 
‘Erfillung der strengen Kausalitdtsforderung ; jedoch sind kirzlich gewichtige 
Argumente dafiir gebracht worden, daB eine in sich konsistente Theorie 
im allgemeinen nicht auf den engen Rahmen der HAMILTON-Methode 
-beschrankt sein kann. Die Stérungstheorie erlaubt die praktische Durchftihrung 
der Rechnungen; aber offenbar sind die entsprechenden Reihen sogar im 
Falle schwacher Kopplung nur asymptotisch konvergent, wahrend sie auf 
| nukleare Wechselwirkungen iiberhaupt nicht anwendbar ist. Der Nutzen der 
) Adiabaten-Konzeption liegt in der offensichtlichen Kinfachheit der Be- 
ziehungen zwischen reellen und freien Feldern. Weil aber in der fernen 
Vergangenheit und fernen Zukunft die Selbstwechselwirkung zusammen mit 
der Teilchenwechselwirkung ausgeschaltet wird, wird man notwendig zur 
Unterscheidung zwischen fiktiven und reellen freien Teilchen gefiihrt und 
damit letzten Endes zum Renormierungsgedanken. 

| Das allgemeine Schema, das 1943 von HEISENBERG [3] fiir die Konstruktion 
der S-Matrix aufgestellt wurde, vermied vollstandig den HAMILTON-Forma- 
lismus und die Stérungstheorie und brauchte im wesentlichen auch nicht 
die Adiabaten-Konzeption. Wegen des extrem allgemeinen Charakters ist 
i diese Auffassung des Problems aber mehr ein Programm als ein fertiges 
| Schema, das im tibrigen auch nicht die Kausalititsbedingung als eine der 
Grundbedingungen der Theorie in Betracht zog. 

Eine Theorie der Streumatrix ist kiirzlich von einem der Autoren (N. IN. B.) 
und S1rKov [16] entwickelt worden, wobei die Entwicklung nach der 
. Kopplungskonstanten, die Adiabaten-Konzeption und — was wichtiger ist — 
| die strenge Bedingung der mikroskopischen Kausalitét oder Lokalitaét vor- 
Lausgesetzt wurden. Es zeigte sich, da diese Voraussetzungen zu einem 
Schema fihren, das wesentlich dem gewohnlichen HAMILTON-Formalismus 


| dquivalent ist. 
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Von weiteren Versuchen, das anfaingliche HEISENBERGsche Programn 
weiter zu entwickeln, sind von besonderer Wichtigkeit diejenigen, die sic} 
mit der Notwendigkeit der Einfiihrung gebundener Zustande in die Theori 
auseinandersetzen, wie dies etwa in der Arbeit von HAAG [17] geschah. 

Vom Standpunkt der konventionellen Feldtheorie ist die Methode zur Ei 
fihrung gebundener Zusténde im HEISENBERGschen Schema nicht ohn 
weiteres klar: falls wir nicht wieder auf die Adiabaten-Konzeption zuriick 
greifen, befinden sich die den gebundenen Zustand bildenden Teilchen imme 
dicht beieinander, wahrend in der HEISENBERGschen Auffassung alll 
Teilchen im Anfangs- und Endzustand raéumlich voneinander getrennt sind, 
Ein méglicher Ausweg ist der, jeden konkreten gebundenen Zustand al 
neuartiges Teilchen aufzufassen und anstatt von der Bildung eines ge 
bundenen Zustandes von der Vernichtung des anfanglichen Elementan 
teilchens und der Erzeugung eines neuen ,,komplexen“‘ Teilchens zu sprechent 
Auf die schwierige Frage, wie nun die Wechselwirkung zwischen solchey 
komplexen Teilchen zu beschreiben ist, soll hier nicht im einzelnen ei 
gegangen werden. / 
Es bleibt das Problem der Beschreibung des Anfangszustandes der raumlich 
separierten Teilchen. In der konventionellen Theorie wird — wenn di 
Moglichkeit gebundener Zustinde vernachlassigt wird — der gesamti 
HAMILTON-Operator H aufgeteilt in den Anteil der kinetischen Energie H 
und den Wechselwirkungsanteil V, so daB die Anfangszustinde Eigen 
funktionen von H, sind. Jedoch wird in einer solchen Aufteilung sowohl di 
Selbstwechselwirkung ausgeschaltet als auch der Wechselwirkungsanteil, de 
die Existenz komplexer Teilchen bedingt, so da8 H, keine derartigen Teilche}| 
enthalt. Es ist nun méglich, mittels eines von A. KLEIN [18] vorgeschlagene} 
Verfahrens einen HAMILTON-Operator H, in der Form 


H=H,+V=H,+(H —4&,) (2.1 


zu gewinnen, dessen Eigenfunktionen gerade die Anfangszustinde in de 
gewunschten Weise darstellen. | 
Der Wechselwirkungsoperator V beschreibt dann nur noch die gegenseitigi 
Wechselwirkung zwischen den Teilchen, d.h. V gibt gerade den Teil de} 
Wechselwirkung an, der fiir die Streuung und Erzeugung von Teilchen ver 
antwortlich ist, weil sowohl die Selbstwechselwirkung als auch der Ante 
der Wechselwirkung, der die Elementarteilchen in den , Komplexen 
(komplexen Teilchen) zusammenhalt, in H, steckt. Darum kann maj 
bei der Betrachtung der Anfangs- und Endzustiinde (¢—> +00) oh 
weitere Vorsicht direkt die Adiabaten-Konzeption verwenden, weil nu 
weder die Selbstwechselwirkung verschwindet noch die gebundenen Zu 
stande zerfallen. : 
Diese rein illustrativen Betrachtungen sollten ein Beispiel dafiir geben, wil 
es moglich ist, vom Standpunkt der konventionellen Theorie mehrere de 
physikalischen Grundannahmen zu verifizieren, deren Formulierung jetz 
vorgenommen wird. Wir méchten hervorheben, da8 wir trotz der Tatsache 
daB alle diese Voraussetzungen in der konventionellen Theorie enthalte? 
sind, nicht glauben, da8 wir ihren Inhalt voll ausschépfen. Diese sehr inter 
essante Frage mag offen bleiben, wie auch das allgemeinere Problem, ob dies: 


1 
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Voraussetzungen ein widerspruchsfreies, unabhangiges und vollstindiges 
System von Axiomen bilden. Wir betrachten diese Voraussetzungen einfach 
als eine Reihe von Annahmen, die zur Ableitung der Dispersionsbeziehun- 
gen erforderlich sind. 

Es ist zweckmaBig, unsere Voraussetzungen in zwei Gruppen aufzuteilen: 
in allgemeine Higenschaften, welche unserer Ansicht nach obligatorisch fiir 
eine sehr groBe Klasse méglicher Theorien sind, und in spezielle lokale 
Higenschaften, die verbunden sind mit der Forderung mikroskopischer 
\Kausalitaét. Von unserem Standpunkt aus ist die letzte Gruppe von Forde- 
rungen nétig, um Dispersionsbeziehungen der tiblichen Art zu erhalten. 


! 


1. Allgemeine Eigenschaften 


‘1. In Ubereinstimmung mit dem oben Gesagten akzeptieren wir die HEISEN- 
BERGsche Auffassung des Problems: wir betrachten die asymptotischen 
Zustande des Systems als Ausdriicke dafiir, daB eine gewisse Zahl von 
elementaren und komplexen Teilchen unendlich weit voneinander entfernt 
ist. Die Wechselwirkung zwischen diesen Teilchen ist Null, und aus diesem 
Grunde sind solche Groen wie Energie, Impuls usw. additiv. Solche Zu- 
‘stinde werden durch die Amplituden | > beschrieben, welche Elemente 
eines linearen Raums sind, den wir uns durch die oben erwaihnte Methode 
aufgebaut denken kénnen. 

2. Wir werden eine gewisse Gruppe G von Transformationen L zu betrachten 
haben, welche als Untergruppe die LORENTZ-Gruppe & einschlieBt (G kann 
auch andere Transformationen enthalten, z.B. isotopische oder Eich- 
transformationen usw.). Unter der Wirkung von L aus @ transformiert sich 
die Zustandsamplitude gema% einer gewissen unitéren Darstellung mit 
Elementen U ;'). 

3. Falls im Zustand |p) der Vierer-Impulsvektor p einen bestimmten Wert 
hat, so gilt 


U1, |p> =e*?*| p>, (2.2) 
wo L,die Translation x—> x + a beschreibt. Es gibt einen Zustand |O> mit 
U,, |\0> =| 0>, (2.3) 


den Vakuumzustand. 

|Ahnliche Eigenschaften kénnen fir andere Untergruppen von G formuliert 
werden. 

4. Es gibt ein vollstandiges System von Eigenzustanden des Vierer-Impulses, 
das zu nicht-negativen Energiewerten gehort, so daf 


<a |AB| B> = <a|A|0> <0|B| B> + [dk (al A|nk> <nk| Bl B>. (2.4) 


)2) In Analogie zu den Uberlegungen von Haac [17] ist zu bemerken, daB fir EHin- 
h Teilchen-Zustande U, eine irreduzible Darstellung von @ bildet. Weiter folgt aus der 
obigen Konstruktion die Méglichkeit, da8 fiir irgendeinen asymptotischen Zustand der 
infinitesimale Operator U;, eine direkte Summe von infinitesimalen Operatoren Uz’ ist, 
.die zu irreduziblen Darstellungen gehéren. Hieraus folgt insbesondere die Additivitat 
| der Bewegungskonstanten. 
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Hierin bezeichnet n den Satz aller Quantenzahlen, welche zusammen mit i 
vollstaéndig den Zustand charakterisieren. | 
5. Gegenstand der Theorie ist das Studium von Uberranaeenhrache nian 
keiten zwischen solchen asymptotischen Zustaénden. Wir werden vorauss 
setzen, daB jeder Ubergang zwischen den Zustinden |a) und f> eine defij 
nierte Wahrscheinlichkeit besitzt, die in gewdhnlicher Weise durch dit 
Matrixelemente eines gewissen unitéren Operators S ; | 
SSvest (2. 

vermittelt wird. 
6. Weil wir die Ein-Teilchen-Zustainde als Zustinde reeller Teilchen be 
trachten, sind diese Ein-Teilchen-Zustande und das Vakuum stabil, d.h. | 

Se Ne, (2.6 
falls |a> der Vakuumzustand, der Zustand eines Elementarteilchens ode 
der eines zusammengesetzten Teilchens ist. | 
Bevor wir zur Beschreibung der speziellen lokalen Eigenschaften ibergehery 
schlieBen wir noch folgende Bemerkungen an. / 
Es ist klar, daB unsere asymptotischen Zustaénde, die das Vorhandenseii 
einer bestimmten Zahl n von Teilchen bestimmten Typs a; mit definierte? 
Impulsen p; beschreiben, in der tiblichen Weise gebildet werden kénne? 
durch Ei rang von Erzeugungsoperatoren a%(p;) und Vernichtungs 
operatoren a%?(p;) von Teilchen vom Typ a; mit dem Impuls p; und ihrer Am 
wendung auf den Vakuumzustand 


| @y Py -.- Gy Pp> = 4G)(Py) -.. 2S (Pn) | OD. (2. 

Aus der Tatsache, daB die separierten Teilchen nicht wechselwirken, folgey 

die tiblichen Vertauschungsrelationen 

[a@(p), a? (p')] = ba05(p —P'); [aP(p), a (p')] =0. (2.8 

Aus der Eigenschaft 1.2 folgt dann, daB bei einer Transformation L von ¢ 

die Operatoren a{*)(p) sich transformieren wie 

ax” (p) > a@(Lp) = Uza\” (p) UL. (2.94 

Um die Kausalitatsbedingung zu formulieren, ist es nétig, in einer bestimmte} 

Weise zwischen individuellen Rawm-Zeit- Punkten zu unterscheiden. Darumnl 

werden wir aus den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Hlementa 
teilchen die gewohnlichen réiumlich lokalisierten Kombinationen bilden 


p(x) = rearnay ra {eik= q@(Ik) + e-!k2 a (k)} (2.104 


ko — Vk? + m? 
(der Einfachheit halber fiir das reelle skalare Feld?)). 


1) Gerade an diesem Punkt stoBen wir zum erstenmal auf den Unterschied zwische?| 
elementaren und zusammengesetzten Teilchen. Obwohl fiir die letzteren die formal 
Einfithrung einer Definition von der Art (2.10) méglich ist, ist ihre physikalisch) 
Bedeutung ziemlich unklar. 


wf hac 
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Die weitere Entwicklung der konventionellen Theorie kann in ungefahr 
folgender Weise vorgenommen werden. Die Streumatrix S kann man sich 


immer in Form einer Reihe von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 
gebildet denken ; 


S= Dr [dik der dW AR f'™ (Res HE) a (Be)... (Re) a (Bs) «0 (em) 
, m= 


(2.11) 


(der Einfachheit halber arbeiten wir voriibergehend mit Teilchen eines Typs). 
Solch eine Entwicklung 148t sich mittels (2.10) umschreiben als Entwicklung 


_nach Normalprodukten der Felder y(x) 


Ss => [id apocndny  (xpeura, sp (yen gry) (2.12) 


Nun definieren wir die Variationsableitung der S-Matrix beziiglich des Feldes 
g(x), dS/dy(x), durch die folgende Operation: es ist die Summe zu nehmen 
tiber alle Ausdriicke, die aus jedem Term (2.12) durch Streichung eines 
Faktors y(x;) und seine Ersetzung durch 6(x — x,) resultieren. 

Dann kénnen die Matrixelemente der Streumatrix 


Soo co Pa Uyseses De Ce |S Diag 1-00 Ds Ger (2.13) 
auf die Vakuum-Erwartungswerte der Strahlungsoperatoren 


i ors 
OWES per uk eae) 


aN Ea ie a) St!) (2.14) 


zurickgefiihrt werden. 
In der Tat kann mittels (2.7) das Matrixelement (2.13) auf die Form 


<0 |aS(py) --- @G?(Dr) Sa? (pi) --. axi(ps)| O> (2.15) 


gebracht werden. Beschriinken wir uns wieder der Einfachheit halber auf 
den Fall reeller skalarer Felder, so sehen wir, daB aus (2.8) und (2.10) folgt 


0 i 1 -ipaz.- = a 6 ‘ 1 
[aD (Pp), Por (x)] = On) jap pr, [a (P); Po’ (x)] = Onyr 2p 


(2.16) 


eiP% 


p= Vp? +m 


1) Im allgemeinen werden wir jeden Ausdruck einen Strahlungsoperator nennen, der aus 


- § und St gebildet werden kann durch Anwendung einer endlichen Zahl von Variations- 


ableitungen nach den Feldoperatoren und anschlieBender Produktbildung, wenn nur S 
und St in einen solchen Ausdruck gleich oft eingehen. Die gesamte Zahl der Variations- 
ableitungen hei8t Ordnung des Strahlungsoperators. 
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woraus unmittelbar fiir die Streumatrix folgt 


hee} > 6s e- tps 
(+) = —— er) 
[a@ (p), S] (2 anf dx dgpo(x) V2p° , 
b m 1 Os eiPa (2.17) 
ae: (@), SLs oct [az Ope(z) V2 p9 | 
p = Vp? +m. | 


Mittels dieser Vertauschungsrelationen lassen sich leicht die Elemente der 
Streumatrix durch die Vakuumerwartungswerte der Variationsableitungen 
ausdricken. | 
Die obigen Uberlegungen sind jedoch ungeniigend und bediirfen groBerer | 
Sorgfalt, die die wirkliche Bedeutung der einzelnen Operationen in Betracht | 
zieht. Erstens kann nicht (2.10), allgemein gesprochen, beziiglich a‘+? gelést | 
werden, weil dieser Ausdruck nicht ein willkirliches y(x) definiert, sondern | 
nur ein solches g(x), das der Gleichung | 


(CO — m2) (x) =0 (2.18) | 


gentigt. Aus diesem Grunde kann nicht aus (2.11) das Funktional (2.12) | 
gefolgert werden, das fiir eine breitere Klasse von Operatorfunktionen y(z) | 
bestimmt ist, die nicht notwendig (2.18) geniigen miissen. Weiter scheint die | 
Regel fiir die Bildung der Variationsableitung willkiirlich gewahlt zu sein. | 
Und endlich gelten die Kommutationsregeln (2.16) nur fiir solche (2), die | 
(2.18) gentigen. Wir gebrauchten sie aber fiir willkiirliche p(z)?). 
Im wesentlichen laufen die Umformungen auf eine Erweiterung der Defi- | 
nition der S-Matrix hinaus, indem diese als Funktional willkiirlicher, aber | 
kommutierender (oder, fir Fermionenfelder, antikommutierender) g(z) | 
betrachtet wurde. Und alles, was fiir die weitere Untersuchung nétig ist, 
sind die Vertauschungsrelationen (2.16), die (2.17) und die Regel fiir die | 
Reduktion der Matrixelemente der Streumatrix auf Vakuumerwartungs- : 
werte der Strahlungsoperatoren méglich machen. Darum wird im weiteren 
nicht mehr auf die konventionelle Theorie Bezug genommen, sondern einfach 
die Erfiillung des Folgenden gefordert: 


1) Wir bemerken, daB solch eine Erweiterung nicht iiber den Rahmen der iiblichen 
Theorie hinausgeht. In der Tat spielen in dieser die ,,Felder“ g(x) eine doppelte Rolle: 
erstens wird der Operator S als Funktional dieser Felder betrachtet (die immer als || 
chronologisches oder Normalprodukt eingehen und darum miteinander kommutieren | 
bzw. antikommutieren), und zweitens dienen die zugeordneten Erzeugungs- und Ver- || 
nichtungsoperatoren zur Berechnung der Matrixelemente. Dariiber hinaus erfolgt die || 
Bildung der Variationsableitungen ohne Riicksicht darauf, daB die Felder gewissen | 
Gleichungen geniigen. Faktisch ist dies der Voraussetzung aquivalent, daB die S- 
Matrix als Funktional willkiirlicher klassischer Funktionen betrachtet wird, die kommu- | 
tieren (bzw. antikommutieren) und nur die T’ransformationseigenschaften quantisierter | 
Felder haben. Dagegen ist bei der Berechnung der Matrixelemerite die Eigenschaft || 


(2.16) der Operatoren a(+) wichtig. seo Rg 
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2. Lokale Higenschaften 


1. Die Elementarteilchen werden charakterisiert durch Bosonen- und 
Fermionenfelder p(x) mit den gewohnlichen Transformationseigenschaften 
freier Felder. Der Operator S besitzt Variationsableitungen beliebiger 
Ordnung beziiglich dieser Felder!). Die Strahlungsoperatoren (2.14) und ihre 
Produkte mit unabhangigen Argumenten sind integrabel, d. h. alle Matrix- 
elemente 


< Gy PL Caree sete Vas «He Sera 2) 1, 


sind verallgemeinerte Funktionen, die integrabel in einer der Klassen C(q, r) 
sind (s. Abschnitt 1). 

2. Die Kausalitatsbedingung hat die Form 

ft) ( 6S 
-— isa St) = fir. «<y, 2.19 
5 (a) dp) es ae 


die véllig analog der von BOGOLJUBOV und SriRKoOv [16] gebrauchten ist. 
3. Die Matrixelemente der Streumatrix kénnen zuriickgefiihrt werden auf die 
Vakuumerwartungswerte der Strahlungsoperatoren mittels der formalen 
Beziehungen 


nay} , e-tPe é ’ erpz 
+ ‘ ws 00 : — : —_ ee 
[a (p), Poo (2)] (2 gt)*ls V2p° 5) [eS (p), Po (x)] (22)*/2 y2p 
p® — i V p? + m2 (2.20) 


und analog fiir Fermionen 


we wt — , ust” (p’’) 4 eng 
[oS (p'), pu(2’)], = Pn) ue Cos 


[0S (p"’), pala], = [653 (p), pr (2')], = 0 


[va(a), bf (pla = aan erive. 


py = +VpPr+ im; p=+ p+, (2.21) 


wobei in der konventionellen Theorie freier Felder der Spinoroperator 
w,(x) in unserer Schreibweise lautet 


ya(z) = aayt ae {eke y—99 (k) DY,(k) + ete utes(h) by s(Kk)} (2.22) 


P= +VR pe. 


+,aunds sind die Quantenzahlen, die Teilchen-Antiteilchen-, Spin- und 
Isotopenspinzustand definieren ; b(+) sind die Erzeugungs- und Vernichtungs- 
operatoren fiir Fermionen in den entsprechenden Zustanden, uj die ent- 


1) Hier besitzen die Variationsableitungen alle ihre iiblichen Eigenschaften. Ihr Trans- 
formationscharakter ist bestimmt durch den der Felder (2). 
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| 
sprechenden Spinoramplituden. Dann gilt fiir den Dirac-konjugierten | 
Operator 
/ 
| 


wale) = groan! ah (elt ag (hy BELA) + eH ag") BL, R)} (2.28) 


= + VR + Me. 


Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geniigen den Antikommu- | 
tatoren / 


[6D... (Fe), BR ats (Ie) J Ton O(+)(4)’ Onae Os’ 6(k _— k’) ? (2.24) | 


wobei die verbleibenden Antikommutatoren Null sind. Die Beziehungen fur | 
hermitische Konjugation lauten | 


(bf a5(F))t = OYA (Kk); (0525(k))t = 652, (Kk). (2.25) | 


AbschlieBend sei bemerkt, daB es auch analoge Regeln fiir die Reduktion der | 
Elemente der S-Matrix auf Strahlungsoperatoren beziiglich solcher Zustinde | 
geben sollte, die komplexe Teilchen enthalten. Dieses sehr interessante und | 
wichtige Problem soll aber hier nicht weiter untersucht werden, da seine 
Losung fiir die Ableitung unserer Dispersionsbeziehungen nicht ndtig ist. 


III. Die Beziehungen zwischen den Strahlungsoperatoren 


Im vorigen Abschnitt fiihrten wir die Strahlungsoperatoren verschiedener 

Ordnung ein. Nun sollen die allgemeinen Beziehungen der Operatoren erster 

und zweiter Ordnung genauer untersucht werden. Dazu wird es zweckmABig | 
sein, die Ausfiihrungen mehr zu konkretisieren, indem diese auf den Fall der | 
Wechselwirkung zwischen Fermionen- (Nukleonen-) und Bosonen- (Mesonen-) | 
Felder beschraénkt werden. Um die Untersuchungen so definiert wie méglich 

zu machen, werden wir uns nur auf die ladungssymmetrische Wechsel- | 
wirkung beschranken, ohne das Vorhandensein elektromagnetischer und | 
schwacher Wechselwirkung zu beriicksichtigen. : 
Wie tiblich wird das Nukleonenfeld durch den Spinor 


ped | 

¢) = 3.1) || 

vel oe ee || 

beschrieben. Das Mesonenfeld wird als Feld mit drei reellen pseudoskalaren | 

Komponenten g(x) angenommet1., die einen Vektor im Isotopenspin-Raum | 
bilden. Die Kombinationen | 
Pr + Pe Pi —* Pe 

= ———— ; =" — 5 = oie | 

P+ yo? i y2 To — ¥ (3.2) 

gehéren dann zu den Teilchen x*, 2 und 2°. Wir bevorzugen die reelle 

Darstellung. 

Wir werden annehmen, daB die Gruppe G@ (zusatzlich zur LORENTZ-Gruppe) || 
Rotationen im Isotopenspin-Raum und Eichtransformationen der ersten Art. 

in den Fermionen-Felder ‘ | 

p(x) > el* u(x); a =const ~ (3.3) | 

einschlieBt. PEAS : 
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Die einfachsten Strahlungsoperatoren sind die der ersten Ordnung. Da reelle 
Po(x) ausgewahlt wurden, gibt es drei solche Operatoren (anderenfalls vier) 


: LOS =" OS 6S 
‘a t. a ; Batt 3 
jo(x)—+ cre) St; Q(2)=4 ae) St; Q(z) =—i rer St. (3.4) 


Diese drei Operatoren werden wir Stréme nennen, den ersten Bose-Strom, 
die beiden letzteren Fermi-Stréme?). 

Es ist leicht zu sehen, daB aus der Unitaritaét von S und der Realitét der 
Po(x) die Hermitizitat des Bose-Stromes j.(x) folgt 


Je(%) = je(2). (3.5) 
Die Frage der hermitischen Higenschaften der Fermi-Stréme wird im 
Abschnitt 5 behandelt. 


Fiir das Folgende ist wesentlich, daB die Vakuumerwartungswerte der 
Stréme Null sind 


£0 |jo(x)| 0 =0; <O|Q(a)|0>=0; <O|Q(x)|0>=0. (3.6) 


Fiir den Bose-Strom folgt dieses aus der Invarianz gegeniiber réumlicher 
Spiegelung, fiir die Fermi-Stréme aus der Eichinvarianz (3.3). 

In unserem Falle gibt es 6 Strahlungsoperatoren zweiter Ordnung (s.(2.14)). 
Die Vakuumerwartungswerte sind aus demselben Grunde Null fir die 
folgenden vier: 


aR 07s St WON aay he | i St | oN =0 
\ | 6ge(*) p(y) | J) \~ |bpel2) 89 (9) ae 
(3.7) 
es NG PALA! SedAS Ye 
S| O00; 0, ea ao One 30; 
a" Lspta) dp (y) i rn a bao o(y) | sik 


Zu untersuchen sind somit nur die beiden Operatoren 


os 
Ped SME OT, 3.8 
O Per (x) OGo(y) ie) 
und . 
82 
eee aS Ls 3.9 
dp (x) dp(y) ey) 


falls wir nur an den Vakuumerwartungswerten der Strahlungsoperatoren 
linteressiert sind. Es wird sich zeigen, daB es zur Ableitung der Dispersions- 
beziehungen fiir Meson-Nukleon-Streuung geniigt, nur den Operator (3.8) 
hinsichtlich der Matrixelemente zwischen Ein-Nukleonen-Zustinden zu 


untersuchen. 


1) Die Bezeichnung ,,Strom‘ beruht auf der Analogie zur Stérungstheorie, wo der erste 
‘der Operatoren in erster Naherung einfach proportional zu pystey ist — dem Strom 

wechselwirkungsfreier Fermi-Teilchen. Die Ausdriicke ,,Bose‘‘- oder ,,Fermi‘- zeigen 
| dagegen (in etwas uniiblicher Weise) das Feld an, beziiglich welchem die Variation durch- 


gefiihrt wurde. 
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Es wird sich herausstellen (s. unten, Ende Abschnitt 4), daB der Peal 
erwartungswert des Strahlungsoperators (3.8) wesentlich mit der GREE 
schen Funktion fiir Bosonen iibereinstimmt, d.h. mit dem Vakuumerwan 
tungswert des 7'-Produktes von zwei Operatoren des ,,reellen‘‘ Bosone 
feldes. Andererseits ist im Rahmen der Theorie freier Felder nicht nur dil 
Untersuchung des 7'-Produktes, sondern auch verschiedener anderer Pro| 
dukte niitzlich. Das fiihrt auf die Einfithrung anderer singularer Funktionet 
zusatzlich zur kausalen Funktion. ! 
Zu diesem Zwecke wird die Variationsableitung des oben in (3.4, 1) ei 
gefiihrten Stromoperators berechnet 


_; She (e) os fe 6S 6st 
OPely¥)  Oer(x) OMo(y) O Yo’ (x) OMo(y) ’ 


wo einer der Terme auf der rechten Seite mit dem Strahlungsoperator (3.8) 
ubereinstimmt. Wird der zweite Term durch das Produkt zweier Strom] 
operatoren ausgedriickt, so folgt / 
O28 ; ; . Ojo’ (x) 

Fra Bey St = ie (2) joly) — 6 <2 
dpe (2) dge(y) LONE ee Trae 
Die linke Seite (3.11) ist symmetrisch beziiglich Permutation von Po (x: 
mit %(y). Deshalb folgt nach Durchfiihrung der Permutation fiir denselbe 1 
Operator (3.8) ein zweiter Ausdruck | 
os : é . OFo(y) 
ASST = hel) fe (a) tS 
dpe (2) dG 0(y) Seas be (2) 
Gewisse individuelle Terme auf der rechten Seite dieser Ausdriicke gehorers 
zu den neu einzufiihrenden Strahlungsoperatoren. Die ersten Terme sind 
einfache Produkte von Strémen, also Operatoren, die den singularen Funk;} 
tionen D© und D® der Theorie der freien Felder entsprechen sollten. In| 
welchem Sinne sie wirklich nur Frequenzen eines Vorzeichens enthalten | 
wird sich weiter unten zeigen. | 
Um die Bedeutung der zweiten Terme in (3.11) und (3.12) zu bestimmen)] 
werden sie durch die S-Matrix ausgedriickt unter Beriicksichtigung det! 
Kausalitatsbedingung (2.2, Abschnitt 2). 

Dann gilt 

SO ea ME 

OPel¥) — Spely) \Oge (2) 
. 9)0(Y) é ( 68 

a — 

Ope’ (x) OPe'(x) \Opo(y) 
d. h., diese Operatoren benehmen sich gerade wie advancierte und retardierte| 
GREENsche Funktionen. 


Unter Beriicksichtigung der Beziehungen (3.13) und (3.14) folgt dann aug 
(3.11, 12) 


: (3.11) 


(3.12) 
| 


=0, wenn yu (3.13 


st) =0, wenn y>x (3.14 


3 ae ; . o : 2 
02S hues Jo'(%) Joly) fir «rzy 3.18") 


dpe (2) poly) —joly) jer(x) fir yS'ws 
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d.h., der Strahlungsoperator (3.8) kann, wie erwartet, durch das 7'-Produkt 
der Stréme ausgedriickt werden 

| es 

; woos ST = — TT (hg (2) 5 ty 3.15 
| Feel ba) (Jo"(%) Je(y))?) (3.15) 
SchlieBlich folgen nach Antisymmetrisierung und Symmetrisierung von 


(3.11) und (3.12) Kombinationen &hnlich den singuléren Funktionen D 
fund D®: 


278: 5 jg’ (x) i Oje(Y) 


Sagiia) vavale) ee ei 1e(7) (3.16) 


und 
Oe (X) bHo(y) 6 Gq (x) 6 Go(y) 


Unter Beriicksichtigung von (3.13, 14) folgt aus (3.16) insbesondere 


Fe (%) Joly) + e(Y) for(%) = . (3.17) 


| 
[ie'(%), Jo(y)] =90 fir w~y, dh. (w—y)?<0, (3.18) 


d.h. fiir denjenigen Strahlungsoperator, der der D-Funktion ahnlich ist, ist 
die wichtigste Eigenschaft gewonnen worden, daB er Null auBerhalb des 
Lichtkegels ist. Dies ist eine unmittelbare Folge unserer Kausalitatsforderung 
(2.2, Abschnitt 2). Mehr noch, eine Reihe von Autoren benutzen gerade die 
Forderung (3.18) als Kausalitatsbedingung bei der Herleitung der Disper- 
sionsbeziehungen. 

Im weiteren werden wir noch die Beziehung 


_ , Sie (a) _ (ste : 3.19 
” bp0(y) ‘ae eu 


brauchen, die aus der Eigenschaft der Hermitizitét von j (x) und g@(y) 
folgt. 

fe werden nun die Folgen fiir die Matrixelemente der Strahlungsoperatoren 
beziiglich beliebiger Zustande untersucht, die sich aus der Forderung der 
Translationsinvarianz ergeben. Es geniigt, sich auf die Betrachtung von 
atrixelementen beziiglich der Zustinde | pS> mit bestimmtem Gesamtimpuls 
p zu beschrinken (S bezeichnet die restlichen Quantenzahlen), die gemaiB 
Voraussetzung 1.4 von Abschnitt 2 das vollstandige System bilden. Das 
atrixelement des Strahlungsoperator (3.8) lautet dann 


rg |. Os \. 
Se bo’ (X) OPo(Y) 


st | Paice 
vas 
| a 
eee 
') Es sei bemerkt, daB GI. (3.15) als Definition fiir das 7’-Produkt dieses nur fiir # + y 


bestimmt. Fiir « = y bleibt der Wert (3.15) unbestimmt, woraus fiir spater die Méglich- 
keit folgt, gewisse willkiirliche Polynome zu den Fourier-Transformierten zu addieren. 


15 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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und unter Beriicksichtigung der Translationsinvarianz folgt 


2 
< er) AbstOES 


bor (x) b@o(y) 
== et (p’— p)a <P SS’ 


2 
sa St ES se 
O Pe (x — a) OMo(y — 2) Wh 
Wird nun a gleich (x + y)/2 gesetzt, so folgt, da dann das Matrixelement a 
der rechten Seite nur noch von der Differenz x — y abhangt, 


ae 828 Xe 
Z S St| pS = 
ve ae x) dpely) |?” 7 a 


wo der Faktor 7 aus Griinden der Ubereinstimmung mit der Definition de 
singuléren Funktionen freier Felder gesetzt ist und entsprechend das Zeicher 
© in FO, 

Noch folgende Matrixelemente zweiter Ordnung seien in analoger Weise an 


St 


FO(x—y), (3.20 


gegeben 
d Pe | 
<i rene ©. ee 2 wt (x Liss y) (3.21 
, Ss’ t) x Big 2 z <a 
9's aa nn rg: : hee (x— y) = 
yp een) ret | 
— aay Ye VED PERLE — x) (3.22: 
“See: F : . _ Pet) : 
CP'S" |Jor() Jo(Y) — de(Y) de"(x)| pS> = —te F.o(e—y) (3.28 
: tae » | OJe(y) , Sqr(x) PP ety) | 
Ss O)e() Piety a 
2 sips 0 Po’ () 3 OGo(y) Gh e Paa(x—y). (3.24 


Aus Griinden der Abkiirzung ist der Satz von Indizes 0, p, S durch a und} 
0’, p', S’ durch w bezeichnet worden. Po, ist der Permutationsoperator, dey 
die Indizes @ und 9’ vertauscht. 

Fiir die einzelnen Stromprodukte kann man in gleicher Weise schreiben 


Lp Slip (@selyipS) tem i Baie) (3.25 


C'S! lie(¥) ie (a)| pS =—te 2 Pp Ry sy eae 


Nun soll die Struktur der Funktion FQ genauer bestimmt werden. Unte 
Beriicksichtigung der Voraussetzung 1.4 des Abschnitts’ 2,-\die die Vol 
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andigkeit des Systems von Funktionen mit bestimmtem Impuls postuliert, 
ird wie folgt entwickelt: 


<p'S' |Je:() jo(y)| PS> = 
= [dk 3 (P'S! |je(2)| kn) <ken |jo(y)| PSD. (3.27) 


us Griinden der Translationsvarianz laBt sich die rechte Seite in der Form 
»hreiben 


Sy [ di <p'S" |jer(0)| ny <Kem |jo(0)| pS> en tta(e—Y) +ip'e—ipy 

nr 

er Vergleich mit (3.25) ergibt folgende explizite Form fiir Fy), nun durch 
e Matrixelemente der Stréme am Koordinatenursprung ausgedrickt 


Fea(a) =i 5 [dk P'S’ |je (0)| kn> Che |}0(0)| pS: 


LTE greeny ne a OE f See 28 

-e! \" seep tari }*} (3.28) 
o M2 =k;,d.h. im Zustand k, n: (k°)? —k? = Mj. 

ie Wichtigkeit der Gl. (3.28) besteht darin, daB es wegen des Zusammen- 
angs aller Strahlungsoperatoren im Prinzip méglich ist, alle Strahlungs- 
geratoren zweiter Ordnung durch solche erster Ordnung auszudricken. 
Nerdings ist — wie im nachsten Abschnitt gezeigt wird — angesichts des 
ngularen Verhaltens der Strahlungsoperatoren bei tibereinstimmenden 
rgumenten Vorsicht geboten. 

lir geben nun folgende wichtige Beziehungen fiir die Funktionen F®, Fr", 


| F und F©@ an. Aus (3.11) und (3.12) folgt 
2 F(x) = FRx) + Pee Fra (—2) = Pog F&3(—2) + Feo(x) (3.29) 
d aus (3.16) 

Pyo(2) = FS3(x) — Pow Fid(—2#) = Fro (2) — Poe Faa(— 2) (3.30) 
nter Verwendung von (3.24), (3.21) und (3.22) ergibt sich 


1 


F,o(x) = = {Pre (x) + Poy Faw (—2)}. (3.31) 


olgende Beziehungen bestehen fir die Bildung der hermitischen Kon- 
igation. Bildet man das komplex Konjugierte von (3.28), so folgt 


FE3(9) = —F aa! (—2). (3.32) 
lerner erhalt man leicht bei Verwendung von (3.19) 
| Fie (a) = Pog Fan (x). (3.33) 


littels dieser Gleichungen und (3.30, 31) folgt fiir die Funktionen F,,, und 


' 


F* (2) = Poe Fao(*); Pba(2) = Poo Fao(2). (3.34) 
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Jedoch schlieBt zusatzlich zur komplexen Konjugation und Permutation c 
Indizes a und w die vollstandige hermitische Konjugation auch die S 
stitution «— —wz ein (Vertauschung von z und y). Unter Bericksichtigu 
der aus (3.30, 31) folgenden Symmetrieeigenschaft 


Fao(—#) = Poo Faa(t); Fao(—2#) = Poe Fuo(2) (3.4 


(welche sich von den Symmetrieceigenschaften der entsprechenden frei 
singularen Funktionen nur durch den Operator P,, unterscheidet), kom} 


man zum Ergebnis | 
Fi.(2) = FSe(—2) = —Fyalt); Fig(t) = Fi.(—a) =F0(z)" oe 


d.h. die Matrix F,..(x) ist antithermitisch, wahrend die Matrix Feo 
hermitisch ist. Unter Beachtung von | 


= 1 * = 1 
Feo (2) = Fao(t) + > Fawle);  Foa'(—2) = Fro(t) — = Paolt) (8. 
erkennen wir, da8 F,., (a) der hermitische und (1/27) F, »(z) der antihermitis o| 
Teil der retardierten Matrix F7%°' (x) ist. / 
Kehren wir nun zu den Symmetriebeziehungen (3.35) zuriick, so sehen 
die Méglichkeit, daB aus dem hermitischen und antihermitischen Teil di 


Matrix F's’,(x) beziiglich der Vertauschung 2—> —a zwei gerade Kom} 
nationen 


(1 = Pee) Fao(—2z) = (1 — Pog) Fra (z) (3.4 

(1 + Poo) Fao (—2) = (1 + Poe!) Faa(2) (3.4 

und zwei ungerade Kombinationen | 
(1 + Pog) Pao(—2) = —(1 + Poy) Fea (2) (3.4 

(i= Pay Ret = —0— Pol Feat (3.44 


gebildet werden kénnen. Diese Symmetrieeigenschaften, im Impulsray 
geschrieben, werden uns spater bei der Ableitung der Dispersions} 
ziechungen die Méglichkeit geben, die Integration tiber negative Energiewet| 
zu umgehen. i 
AbschlieBend machen wir noch einige Bemerkungen iiber die Beziehung (3.1 
die den Strahlungsoperator zweiter Ordnung [6°S/dq°(x) Ogo(y)]St dum 
Strahlungsoperatoren erster Ordnung auszudriicken gestattet. Diese Red 
tion ist jedoch unvollstandig: Gl. (3.15) 14Bt den Strahlungsoperator zweit| 
Ordnung unbestimmt fiir tibereinstimmende Werte von # und y. Dies lai 
darauf hinaus, da8B beim Ubergang zum Impulsraum die Méglichkeit 
Addition eines willkiirlichen Polynoms zu den FouRIER-Transformier 
besteht (vgl. die Diskussion im Abschnitt 4). Dieses Ergebnis ist sehr & 
lich dem, das von einem der Autoren (N.N.B.) und S1IRKOV [76] be) 
Versuch der Konstruktion der S-Matrix auf der Grundlage der Ex 
wicklung nach der Kopplungskonstanten erhalten wurde, Der wesentlic 
Unterschied besteht darin, daB im vorliegenden Fall in Erttangelung eir 
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AGRANGE-Operators der Grad der willkiirlichen Polynome nicht bestimmt 
erden kann und dieser als eine weitere Annahme in die Theorie eingeht. 
s liBt sich zeigen, daB die gleiche Situation bei den Strahlungsoperatoren 
Sherer Ordnung vorliegt. 


| IV. Vakuumerwartungswerte der Bose-Strahlungsoperatoren 

r zweiter Ordnung 

i diesem Abschnitt werden wir genauer die Vakuumerwartungswerte der 
rahlungsoperatoren (3.8) und die der mit ihnen zusammenhangenden 
peratoren untersuchen. Es ist klar, da die Vakuumerwartungswerte der 
wahlungsoperatoren durch die Beziehungen (3.20—26) bestimmt sind, 
ahrend nun aber die Exponentialfaktoren auf den rechten Seiten zu 
reichen sind und die Indizes a und w einfach in 9 und 9’ tibergehen, z. B. 


2 
< ane 5 9] 0 aR (2 — 9. 


Ope (X) OMely 
eiter folgt aus Griinden der Isotopenspin-Invarianz 
Foe (2) = bce f(x), (4.1) 


o (2) eines der Zeichen (c) — (—) angibt. ' 
us der Darstellung (3.28) fiir F{2 folgt nun unter Beriicksichtigung der 
iagonalitaét in 9, 0’ 


{2 (2) =i LY [dh |<O | jo(0) | , n>]? et tha — tke, (4.2) 


er erste Term der Summe mit » =0 (Vakuum) verschwindet angesichts 
.6). Wir werden voraussetzen, daB die Zusténde mit einem, zwei und drei 
esonen in der Summe (4.2) die mit niedrigster Energie sind (d.h. daB keine 
‘bundenen Zustinde fiir Mesonen und Nukleonen mit einer Masse kleiner 
s 3m existieren, wobei m die Masse des Mesons ist). Dann ist das Glied 
it m = (1 Meson) ebenfalls Null. In der Tat folgt aus der zweiten Gleichung 
.17) bei Bildung des Matrixelementes zwischen dem Vakuum- und Ein- 
esonen-Zustand 


<0 |aQ?(p) 8| 1, ky — <0 | Say” (p)| 1, >, 
as gleich Null ist wegen der Stabilitatsbeziehung (2.6). Darum ist 


[aco oS ik 2 <0; p= +p tom. 


\S9e(2)) / 2p? 
ber wegen 
| Ee a 
<0 Pete fe eta £0 | jo: (x)| 1,&> = — <O| jg (0)| 1, > en ### 
| ae 6 pe (2) Be a 4 


lbt das obige Integral einfach eine 6-Funktion und wir gelangen zur 
leichung 


6 (p —k) d(V/p? + m? — Vk? + m*) (0 |jo°(0)| 1, b> = 0, 
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aus der sofort wegen der Willkiir in p folgt, daB <0 He 0)|1,k> Null ij 
Genauso verschwindet das Matrixelement <1, k |j,(0)|0>. Und schlie 
lich ist angesichts der Pseudoskalaritat der Mesonen das Matrixelement G 
Stromes zwischen demVakuum und Zwei-Mesonen-Zustanden ebenfalls Nu 
Damit beginnt die Summe (4.2) nur mit Drei-Mesonen-Zustanden, d. h. di 
kleinste Wert von ky ist 3m. 
Fihren wir nun die Fourier-Transformierten aller Funktionen gemaB 


f® (a) = (2a0)-4 [ dk e-i** g® (k) (4 
ein, so folgt 


gO (k) = (2a) 4S |(0|e(0)| mBe>|? d(k° — VMa M? + k?). (4 


Wegen der Pseudoskalaritét der g(x) mu8 nun /(#) und folglich au 
g™ (k) invariant sein gegentiber LORENTZ-Transformationen mit Ausschli 
von Zeitspiegelung. Darum kann g© (k) nur von k? und dem Vorzeichen vj 
k®, d. h. von 6(k®°), abhangen. Aber nach (4.4) treten nur positive Frequen 
auf, so daB gilt : 
g© (k) = 201 0(k°) I(k*), (4 


wo I nur von k? abhangt. Der Vergleich mit (4.4) liefert 
go (k) = (2) iS 0] j.(0)| n> |22 VMz + ke? 6(k® — M2) 0(k) (4.4 
n>3 | 


und fiir J(k?) folgt wiederum hieraus durch Vergleich mit (4.5) (weil G 
Faktor von 6(k®) in (4.4’) nicht von der Zeitrichtung abhangt) 


I(k?) = (2a)® D' | <0] 40(0) (Mi, + i? 6(k® — Mj). (4 
n>3 


Hieraus ergeben sich unmittelbar die zwei Grundeigenschaften der Funktil 
Ly: 

LE (eAy0) “Tur kee (3 an )*. 

PGES 85 i BEEN 
Mittels (4.7.1) kann (4.5) geschrieben werden in der Form 


g (k) = 2.21 6(k°) | 0 (k? — m?) I(m?) dm? = [ g° (k, m?) I(m?) dm?. ( : 

(37m)? (3m)? 
Diese sogenannte ,,spektrale‘‘ Darstellung fiir eine Funktion, die in einfack 
Beziehung zu g©(k) steht. (s. unten), war zuerst von KALLEN [20] uJ 
LEHMANN [19] abgeleitet worden, die auch die Eigenschaften (4.7) fel 
stellten. 
Somit gilt 


(0 |er() Jo(y)| O> = door f dk e- @—W 8 (RO) I(K?), (4 


was das frither eingefiihrte Zeichen (—) rechtfertigt, weil'in diesem Ausdrul 
wirklich nur negative Frequenzen enthalten sind. Es sei daraquf hingewies 
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daB diese Higenschaft nur fiir die Vakuummatrixelemente gezeigt worden 
ist; im allgemeinen wird dies nicht fiir beliebige Matrixelemente zutreffen. 
Bilden wir nun mittels (4.3) die FOURIER-Transformierte von (3.29) unter 
Beriicksichtigung von (3.22), so folgt aus (4.9) 


g°(k) = 270 O(k°) L(k*) + g4v(k) (4.10) 
g°(k) = 2a0 O(—k®) I(k*) + grer(k). 


Diese Gleichungen ziehen eine sehr wichtige Folgerung nach sich. Auf Grund 
der Eigenschaft (4.7.1) der spektralen Funktion J (k?) folgt 


g°(k) = g4v(k) =gret(k) fir hk? < (3m)? (4.11) 


Diese Tatsache wird nun als Grundlage dienen fiir die Herleitung der ana- 
lytischen Eigenschaften der Funktionen g’, g?4¥ und gt. 
Wie betrachten dazu im einzelnen die FOURIER-Transformierte 


gret(k) = i fret(a) etk* dx 


1 


unter Beachtung der Kausalitatsbedingung 
frp) 0, ture 2 0. (4.12) 


Wir zeigen, daB diese FOURIER-Transformierte fortgesetzt werden kann in 
das Gebiet komplexer k mittels der Substitution 


KS k=p lel: p=]Rek; ("oS Imk 
falls der Vierer-Vektor J" die Bedingung erfiillt 


C0 (4.13) 
(gemeint ist: [2>0, [> 0) und p willkirlich ist. Dann haben wir 
} gre (k) = | fret(x) eipce-ltdax (4.14) 


Es ist klar, da& in diesem Integral der Exponentialfaktor e-7* einen Ab- 
chneidefaktor darstellt, der die Konvergenz sichert. In der Tat ist es immer 
méglich, ein Bezugssystem mit I’ = 0 auszuwiahlen, so daf der Exponential- 
faktor 
ex f° Ss (6) 


lwird. Aber gemaB (4.12) geht die Integration nur tiber das Innere der oberen 
Halfte des Lichtkegels, wo x® > 0 und 2 < 2; ist. 

Somit gehért die Funktion h(x) = e'?* e-7* zu einer gewissen Klasse C(q, 1), 
wahrend andererseits gema& der Voraussetzung 2.1 von Abschnitt 2 die 
i\Funktion ftt(#) integrabel sein mu, und deshalb das Integral 


/ fret (ax) ef? ee-ledy = J fret(x) h(x) dx (4.15) 


lals ein lineares Funktional im Raum der Funktionen h(x) angesehen werden 
ikann. Aus diesem Grunde werden sowohl das Integral (4.14) als auch seine 
bleitungen beziiglich & konvergieren: d.h. g'**(k) wird eine analytische 
Funktion im Bereich (4.13) sein. 
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Aus der Tatsache, daB das Integral (4. 15) ein lineares Funktional in C(q, 7 
ist, ist leicht zu ersehen, daB gt¢t(k) im Unendlichen nicht schneller als eit 
gewisses Polynom in k zunimmt (wobei natiirlich die Ungleichung (4.1 
erfillt sein mu). 

Die FOURIER-Transformierte gt¢t(k) fiir reelle & kann nun definiert werde 
als uneigentlicher Grenzwert des Integrals (4.14) 


Pee + 1.) = g'*(p). (4.16) 


In gleicher Weise kann die FOURIER-Transformierte 
| g?4¥ (ke) = iL 7X2) yetke da (4.1 
in der komplexen Zahlenebene fortgesetzt werden unter der Bedingung 
' P< Q (4.18 
und danach das Integral (4.17) als uneigentlicher Grenzwert | 


lim g®@v(p + iD”) = g*4¥(p) (4.191 
P—6 
definiert werden. 
Damit ist bewiesen, daB die beiden eingefiihrten Funktionen g't(k) un 
g*4"(k) analytisch in den Bereichen (4.13) bzw. (4.18) sind. 
Ks ist leicht zu sehen, daB aus der Beziehung (3.22) folgt 


gev(—p —iD i= get(p $42) FS 0. (4.20) 


Zur weiteren Argumentation fixieren wir das Bezugssystem durch I" = ¢ 
Weil I" zeitartig ist, ist dies immer méglich ohne Einschrankung der Aly 
gemeinheit. 
Zunachst untersuchen wir die Funktion gt; die Funktion g*4v kann aul 
dieser mittels (4.20) gebildet werden. Aus Griinden der relativistische; 
Invarianz kann ftet(x) nur von 2? und dem Vorzeichen von 2° abhinger 
Aus (4.14) ist zu ersehen, da8B irgend zwei k-Werte, die durch eine LORENT i 
Transformation L+ verbunden sind (ausgeschlossen Zeitspiegelung), dex 
gleichen Integralwert liefern. Aber irgend zwei komplexe Vektoren k, fii 
welche das Integral (4.14) definiert ist, sind notwendig durch eine ae 
formation [+ verknipft, weil nur solche die Bedingung I > 0 unverander| 
lassen. Folglich ist das Integral in (4.14) nur eine Funktion von k? (fir al 
kmit I? >0,J°> 0), und damit ist gtet(p + iJ’) eine gewisse analytisch} 
Funktion G(k?), nur abhaingig von k? 


o(p + iD) = G(k?) (4.2] 


fiir k-Werte mit 
(Im k)? > 0, (Im k°) > 0. 


Um den analytischen Bereich dieser Funktion in der komplexen k?-Ebene z 

finden, beachten wir, daB angesichts der bewiesenen analytischen Eiger : 

schaften von g't(p + wr ) in der oberen Halbebene beziiglich J™ die Funktio! 
G(k*) offenbar analytisch ist in einem gewissen Punkt ‘ 


M=CSE+in; = pt— I; y= 2p Js (4.2 


Probleme der Theorie der Dispersionsbeziehungen 193 


weil man schlieBlich einen Vektor k = {p® + iI, p} finden kann, der (4.22) 
gentigt und dessen vierte komplexe Komponente genau in der oberen Halb- 
ebene liegt. Dies ist nun aber gema&8 (4.22) méglich fiir alle Punkte in der 
komplexen ¢-Ebene mit Ausnahme der reellen positiven Halbachse 


n =Im (2) =0; & = Re (k) > 0. (4.23) 


Somit ist die Funktion G(k?) analytisch in der gesamten komplexen k?-Ebene 
auBer auf der reellen positiven Halbachse. Aber G(k?) ist eine Funktion einer 
skalaren Variablen, die ,,nicht wei8“‘, welcher Vektor quadriert das Argument 
ergab. Darum sind die nach (4.21) gemachten Einschrankungen nicht mehr 
métig : G(k*) ist eine analytische Funktion fiir irgendeinen komplexen Vektor 
k, dessen Quadrat keine positive reelle Zahl ist. Und schlieBlich waichst unter 
Beachtung der Bemerkungen nach Gl. (4.15) G(k?) im Unendlichen nicht 
schneller als ein Polynom. 

Wir definieren jetzt zwei (méglicherweise verallgemeinerte) Funktionen 
G..(p?) und G_(p?) als uneigentliche Grenzwerte 


G,(p?) = lim G(k?) bei Imk?>0, Reh? > 0 (4.24.1) 
Imk*+0 


und 


G_(p?) =lim G(k2) bei Imk2?<0, Rek®>0 (4.24.2) 
Imk?+0 


i 


Wenn wir nun mittels (4.21) den Grénztibergang zur reellen Achse zwischen 

den Funktionen gt*t(k) und G(k?) vergleichen, so sehen wir, dal 

_ [Gs(p*) p> 0 
G(r) pr <0 

Aus der Symmetrieceigenschaft (4.20) folgt unmittelbar 


“eget Merc p>o0 — ee 
7 OE ees NEN ae 
Auf diese Weise erhalten wir Ausdriicke fiir die verallgemeinerten Funktionen 
igtet(p) und g#4¥(p) als uneigentliche Grenzwerte einer gewissen analytischen 
Funktion G(k?). Eine einfachere und mehr symmetrische Schreibweise ist 


g"'(p) p? > 0. (4.25) 


gt*(p) = lim G(p? + tep®) (4.27.1) 
e>+0 
g24v (p) = lim G(p? —iep). (4.27.2) 
e>+0 
‘Angesichts (4.10) gilt 
pees p>o 
OP) = | gaav(p) p< 0 


{und somit kann auch g°(p) als uneigentlicher Grenzwert dargestellt werden 
9° (p) = G,(p?) = lim G@(p? + te) *). (4.27.3) 
, e>+0 


1) Die Bedingung, daB p zeitartig ist, kann in den Formeln (4.27) unterdriickt werden, 
Lweil fir p* < 0 G(p?) regular ist und folglich der Grenzwert unabhingig vom Wege ist. 
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SchlieBlich fihrt die Subtraktion der Gl. (4.10) voneinander zur Differen} 
der Grenzwerte auf dem Verzweigungsschnitt 


G,(p?) — G_(p*) = 2x1 I(p?) (4.28 


Aus der Eigenschaft (4.7.1) der spektralen Funktion I(p *) folgt, daB nich 
die ganze positive Halbachse den Verzweigungsschnitt in der komplexer 
k?-Ebene fiir G(k?) bildet, sondern nur der Teil 


Im (k?) = 0, Re (k?) > (3m)?. (4.2 


Die hier bewiesenen Eigenschaften der analytischen Funktion G(f) zu 
sammen mit ihrer Eigenschaft, im Unendlichen nicht schneller als eit 
gewisses Polynom in ¢ zuzunehmen, gestatten die Herleitung spektrale: 
Darstellungen auch fiir die Funktionen g’(k), g™*t(k) und g#4¥(k). 
Wir setzen voraus, daB G(f) im Unendlichen nicht schneller als €” zunimm : 
Gema8 Abschnitt 1 kann der CAUCHYsche Satz auf die Funktion 


G(¢) 


(© — mri 


h(C) = (4.30 


angewandt werden, die einen Pol bei € =m? hat zusidtzlich zum Ven 
zweigungsschnitt von (3m)? bis co. Deshalb wird der Integrationsweg ial 
folgender Weise gewahlt: Vom Ursprung aus ein wenig oberhalb der reelles| 
Achse bis +-oo, dann iiber einen groBen Kreis und zuriick zum Ursprung eil] 
wenig unterhalb der reellen Achse. Auf Grund der Eigenschaften der Funktio1 
h(C) reduziert sich das Integral auf die Differenz der Integrale iiber die oberi 
und untere Grenze des Schnitts und einen kleinen Umlauf 0; um den Punk; 
¢ =m? im negativen Sinne | 


al (C = m?*)"+ 1 dG G(e’) 
A liter fp C— mpl —H7 


Cn 


mic oma [ GM) AGL) gp al 


Bai (0) — may 


(3m)* 


[vgl. (4.24)]. Nach Auswertung des Umlaufintegrals ergibt sich der Ausdrucl 


G(k?) = (k? — ap Je — oe B) pe Qn (m?) ae (4.31 : 


der als eine spektrale Darstellung von @(k?) aufgefaBt werden kann, in de} 
wieder dieselbe Spektralfunktion J (k?) enthalten ist. 
Hieraus folgen die spektralen Darstellungen fiir die uns unmittelbar inter 
essierenden Funktionen g°(p?), g'et(p?) und g?4¥(p?) durch _entsprechend¢ 
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> Grenzwertbildung 
} a 1(¢) de 
2) — G,(p2) — (p? — m2)nt1 
9" (p*) = (Baa) C—m)"1¢— pi) 
(3m)? 
n oy ptt j 
f +2 G® (m?) woe 
a 7 Le ' (4.32) 
adv == (iP Lee fe cattle Ati ONES Near sn ace 2 
g (p) (p m?*) fe — m?)"*1 (C — p? F ie p?) a 
oe G® (m2) oe 


J 


'Von den unbekannten Koeffizienten G®(m2) lassen sich folgende Eigen- 
_schaften nachweisen: G® ist Null (was leicht aus der Betrachtung von 
| Matrixelementen der S-Matrix zwischen zwei Ein-Mesonen-Zustanden folgt) 
und die restlichen G® sind reell (weil aus ftet = {*tet einfach 


grt (k) = g*tet (—k) 


folgt und das Integral in (4.32) ebenfalls diese Eigenschaft hat). 

. Mittels der in Abschnitt 3 angegebenen Beziehungen zwischen den Strah- 
, lungsoperatoren lassen sich unmittelbar die spektralen Darstellungen fir die 
Vakuum-Matrixelemente der verbleibenden Strahlungsoperatoren gewinnen. 


Bei Bildung der ,,nicht-GREEN-adhnlichen“ Matrixelemente (D©, D, D) 
wiirden die unbekannten Polynome verschwinden und unter dem Integral 
6(¢ — p?) auftreten, so daB dann unmittelbar Darstellungen von dem Typ 
folgen, wie sie fiir g™ in (4.8) gefunden wurden. 

Somit ist ersichtlich, daB die Spektraldarstellungen der Vakuumerwartungs- 
werte der Strahlungsoperatoren zweiter Ordnung sich in zwei Gruppen auf- 
teilen lassen: in die einfachen spektralen Darstellungen vom Typ (4.8) fiir die 
| Matrixelemente der ,,nicht-GREEN-ahnlichen“ Operatoren und in die 
komplizierteren Darstellungen vom Typ (4.32) fiir die der ,,GREEN-ahn- 
| lichen‘ Operatoren. 

Ein verschiedener Zugang ware der, direkt aus der spektralen Darstellung (4.8) 
fiir g(k) die der ,,GREEN-ihnlichen“ Funktionen zu gewinnen, etwa fir 
. g'(k) mittels (2.15). Die direkte Berechnung wirde dann auf eine Spektral- 
verteilung vom ,,einfachen“‘ Typ fiihren 


g°(k) = 


(3m)? 


I(m) (4.33) 


und auf dhnliche fiir die anderen ,,GREEN-dhnlichen‘‘ Funktionen. Diese 
Methode ist in der Arbeit von LEHMANN [19] verwandt worden. 

/ Jedoch wiirde diese einfache Darstellung, allgemein gesprochen (falls keine 
| sehr einschrankende Bedingung beziiglich der Zunahme der Spektralfunktion 
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im Unendlichen gemacht wird), wegen der Divergenz des Integrals iiber m* 
bedeutungslos sein. Im Gegensatz zu den ,,nicht-GREEN-ahnlichen Funk- 
tionen, wo wegen der auftretenden 6-Funktion das Verhalten von J(m?) im) 
Unendlichen fiir die Konvergenz nicht wesentlich ist, geht bei den ,,GREEN- 
ahnlichen‘‘ Funktionen die Integration tiber das ganze Intervall (—oo, +00), 
was zur Divergenz im Falle ungeniigend schnellen Abnehmens von J (m?) im 
Unendlichen fihrt. 
Dieses unterschiedliche Verhalten ist klar angesichts der Gl. (3.15), wodurc 


F(a — y) vermittels des 7-Produktes nur fir z > y und x< y definiert 
ist, aber fir x = y unbestimmt bleibt. Und angesichts der gut bekannten 
Singularitat aller F-Funktionen auf dem Lichtkegel ist dieser Wert an einem 
bestimmten Punkt wesentlich fiir die Bildung der FOURIER-Transformierten. 
Die Willkiir, die bei der Integration eines 7'-Produktes in der unmittelbare 
Nahe von Null besteht (und die zu Divergenzen fiir groBe Impulse fuhrt); 
kann im Koordinaten-Raum am einfachsten durch die Addition einer gewisse 
Anzahl Ableitungen von 6(% — y) mit unbestimmten Koeffizienten aus- 
gedrickt werden (vgl. [16]), wodurch auf der rechten Seite von (4.33) ei 
gewisses Polynom in k? erscheint 


T(z) 
z—k — 


Gtk) = 7; a z+ P(k?). (4.33']| 
(3m)? | 
Gerade die (méglicherweise divergenten) Koeffizienten dieses Polynoms} 
haben die Divergenzen des Integrals zu kompensieren, wobei die Kompen-| 
sation am einfachsten mittels der gut bekannten Subtraktionsmethode durch: 
gefiihrt wird. Man kommt dann ebenfalls zur ,,komplexen“‘ Spektral/| 
darstellung (4.32), deren Herleitung nun aber weniger tiberzeugt, weil sie 
das Arbeiten mit divergenten Ausdriicken notig macht im Gegensatz zu dex 
von uns gewahlten Methode, deren Vorteil wir gerade hierin erblicken. 
Wir zeigen nun, wie das gut bekannte Ergebnis von KALLEN [20] und 
LEHMANN [19], das sich auf die Spektraldarstellung der gewdhnlichen| 
GREENschen Funktionen bezieht, von unseren Spektraldarstellungen de 
Variationsableitungen der Streumatrix erhalten werden kann. 
Die GREENsche Funktion G(x, y) ist gewdhnlich definiert durch 


Goro(@, y) = der eG(x — y) =1 <0 | T [Go (x) Syo(y)]| 0>, (4.34 


woraus unter Verwendung des WICKschen Theorems folgt 
ir ere 
bo eG (x — y) = tq’ (X) Po(y) <O | S| 0> + 


2 
+45 | dx’ dy g(x) Ge" CO ao 


oe OS ge(¥)ge(y) | 
fa Spe (2) Sper (y)| 7 PENN Pe! | 


(4.35 


wo 


Po’ (x) Poly) = —ido'¢ D*(x ——— y) eas ar 
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| die iibliche chronologische Paarung wechselwirkungsfreier Operatoren ist und 


1 


D*(x) = (2a)-4 [e-t#* De(k) dk; D°(k) = agacal Jak Sas 


ist. Der Ubergang zur FOURIER-Transformierten von (4.35) liefert 


1 1 
Gk) = —— + f(k). (4.36) 


(m2 — k? — ie)? 


Die spezielle Darstellung von KALLEN und LEHMANN folgt hieraus in 
Verbindung mit (4.32) unter der zusatzlichen Annahme, daf der ,,Grad der 
Zunahme“ in (4.32) gleich Eins ist: 


Gh) = (1+ 0) mt 8 ey + [ ES re) = Gp 
ie (4.37) 


worin der Faktor (1 + ©,) durch eine endliche Renormalisation eliminiert 
werden kann: 


G(p) > (1 + C,) G(p). (4.38) 


V. Vakuumerwartungswerte der Fermi-Strahlungsoperatoren 
zweiter Ordnung’') 


Im Abschnitt 3 fanden wir, daB von allen Strahlungsoperatoren von nicht 
hodherer als zweiter Ordnung nur die Operatoren vom Typ (3.8) und (3.9) 
von Null verschiedene Vakuumerwartungswerte haben, von denen der erste 
im letzten Abschnitt betrachtet wurde. Nun soll der Vakuumerwartungswert 


528 a 


untersucht werden. 

Bei Bildung der Differentiationen beztiglich der Fermionen-Felder muB man 
ihre Antikommutativitét beachten, was zu einem Vorzeichenunterschied 
zwischen Links- und Rechts-Ableitungen fiihrt, falls ein in den Fermionen- 
operatoren gerader Ausdruck differenziert wird. Aus Griinden der Bestimmt- 
heit werden immer nur Links-Ableitungen benutzt. Weiter fiihrt die Anti- 
kommutativitat der Felder zur Antikommutativitét der Ableitungen im 
Falle mehrfacher Ableitungen, waihrend der Ausdruck fiir die Differentiation 
eines Produktes im Falle von Links-Ableitungen die Form annimmt 


6(AB) 6A OO). #25, OB 
Srrit = ee | 1)” a (5.2) 


1) Derjenige Leser, welcher nur an der Ableitung der Dispersionsbeziehungen inter- 
essiert ist, kann diesen Abschnitt ohne Nachteil fiir das Folgende auslassen. 
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wo 4 die Zahl der in A multiplikativ eingehenden Fermi-Operatoren ist. , 
SchlieBlich ist zu beachten, daB bei Bildung der hermitischen Konjugation) 
die Links-Ableitungen in Rechts-Ableitungen tibergehen. 
Wie im Falle der Bosonen-Felder werden wir eine Beziehung zwischen (5.1)) 
und dem Vakuumerwartungswert von Stromprodukten aufstellen. Dazu ist 
es niitzlich, zunachst die Regeln fiir die Konjugation der beiden oben in (3.4)} 
eingefiihrten Stréme Q(x) und Q(z) zu bestimmen. Auf Grund der Unitaritat; 
der Streumatrix kann der Ausdruck fiir Q(z) in zwei Formen geschrieben 
werden 


. Os OSL 
HA essere go bo ¢ dy (a) 


(5.3) 
Die Bildung der DIRAC-Konjugation fiihrt auf | 


D(x) = 2B =i8 (som) aoe (st a) ) ip ela (sa) pst. | 


Um Klarheit iiber die Bedeutung von Q(x) zu gewinnen, betrachten wir 
die lokale Variation 


6,8 = dy(z) (seca) + dy(zx) (oa): 


Bildung des hermitisch konjugierten Ausdruckes ergibt 


OSes 6S \t 
es foe eee t aa == 
4281 = (5575) (pte + (525)! yt a 
= dy(2) (75 "pst oy we "pst 
= bv(2) (sas) BS + 8012) (55.5) BS" 
Andererseits aber gilt 
Pick 6 St ost 
+ — rent ee 
6,8 Op (x) ao) + dy(z) Ae (a)? 
so daB | 
Ont ) uv i C) : 
(seta) °= seta’ ape)? apt na | 
Damit erhalten wir fiir die DIRAC-Konjugation des Ausdruckes (5.3) 
es bs dSt 
==? Be OT ay ees 
UF (a) S94 Syl) S a eye (5.5) 


was die frither eingefiihrten Bezeichnungen Q(x) und Q| (x) rechtfertigt. | 
Die Variationsableitung von (5S/dw(y))St beziiglich y(x) fihrt unter | 
Beachtung der Definition (5.3) und (5.5) auf : 


‘ a 
2s st — —; 02) 


Op (x) dp(y) dp (x) 


—Q(y).Q (2° > (5.6) | 


mage ye 
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‘und in gleicher Weise erhalt man 

h 

) &s &s 62 me 

ee ee ee ee St 

Syedv@) —  Spwdy@) dy) 7 PH OD 


; 
woraus unmittelbar 


(5.8) 


dy(y) dy (2) 
folgt, in Analogie zur friiheren Vertauschungsrelation (3.16). Unter Be- 
nutzung der Kausalitatsbedingung erhalten wir 
es Q(x) Q = a 
Sy (2) Spy) fess pein 12) 918) woes?) 


In villiger Analogie zum Falle des Bosonen-Feldes bestimmen wir die Va- 
kuummatrixelemente 


Q(x) By) + Dy) Q(x) = 8 ee 20a) 


<0 | T(Qq (x) Qaly))| O> = 603 (x, 9), (5.10) 
(U |Qu(y) Qp(xe)| O> = 1 OP (a, y), (5.11) 
<0|Qp(y) Qa(x)| O> = 1068 (x, y), (5.12) 
£0 |2, (2) Daly) + Daly) Qu(x)| OD = *Oaa (x, y) = i(OKp (x, y) + O58 (a, 9), 
¥ x (5.13) 
i 6.22 (y) __ » pret 
aaa <0 pea eer ==10,8(2, -¥); (5.14) 
é 62,(x) - jadv 
— 0 0 =20, , YY). 15 
iC ae » i088 (x, y) (5.15) 


| Hieraus ergeben sich die im folgenden verwendeten Beziehungen 
G(x, y) = Oe (x, y) —O (x, y); B(x, y) = O(a, y) +9 (x, y) (5.16) 
Oret (— a) = 094v(z). (5.17) 
Natiirlich haben die retardierten und advancierten Matrixelemente die 
_Eigenschaft 
Gret (x, y) = 0 fir ay; O%(z,y)=0 fir xey. (5.18) 
Es ist klar, da®B gemaB Translations- und Isotopenspin-Invarianz alle Funk- 
tionen 0’? (a, y) die Form 
G(x, y) = bo¢0 (x — y) (5.19) 


haben miissen, wo 0, ¢ die Isotopenspin-Indizes und 6 (2% — y) Spinor- 
matrizen sind. Weiter ist klar, daB angesichts der Invarianz gegentiber 
LORENTz-Transformationen 6 (x — y) die Struktur haben muB 


6? (x) = 100 (x) +0°(x), I= y, 0/0" (5.20) 
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wo 6) und 6{”) skalare Funktionen sind, fiir die auf Grund von (5.16) gil 


OY> (x) = O13 (x) — OH (x); 09% (a) = OFF (x) + OD (x). (5.16) 


Wir betrachten nun die Funktion 05} (x — y) genauer. Verwenden wir w i 
immer die Vollstiindigkeitseigenschaft und Translations-Invarianz, so kénne}¥ 
wir schreiben 


Ox3(% — y) = —t S [ dk (0 |Q,(0)| nk> <nkk |Q3(0)| 0> e-**@-), (5.2 

n { 
Auf Grund von (3.6) verschwindet das Vakuumglied mit » = 0. Mit Hil i 
genau der gleichen Argumente wie im Falle des Bosonenfeldes [nach Gl. (4.2) 
enthalt die Summe keine Glieder, die zu Zwischenzustanden mit einen 
Nukleon oder einer willkiirlichen Zahl von Mesonen gehéren. Somit muB di 
Summe in (5.21) mit einem Term mit n = 2 beginnen, der aber kein Zwei 
Mesonen-Term ist. Also ist der Zwischenzustand mit kleinster Masse der mil 
einem Nukleon und einem Meson, d. h. | 


Schreiben wir die Entwicklung (5.21) in Form eines vierdimensionale} 
FourIeER-Integrals und definieren die FOURIER-Transformierte von GC?) ( 
durch o) (k) in iiblicher Weise, so folgt | 


O° (k) =— (2x) i 3) (02, (0)| nn k] Op (0) |0> 51° — VM +B). (6.29 


Ks ist klar, daB die FouRIER-Transformierten o(k) eine Matrix-Struktu| 
haben, die ganz analog der von 6° (z) ist | 


a (k) = (yk) o (k) + o® (k), (5.24 


wo o und o skalare Funktionen sind, die genau die FOURIER-Trans 
formierten der skalaren Funktionen 6 und 6 sind. 


Analog den Argumenten des Abschnitts 4 ist leicht zu erkennen, daB o< j 
und o>? die Form haben | 


01,2(k) = —22% 0(k°) 01,2 (k?), (5.25) 


wo die spektralen Funktionen 0, (k?) und Q2(k*), die nur von k? abhingen| 
durch die Bedingung bestimmt sind | 


8(k°) { (yk) e,(k®) + @.(k?)} = 
= (221)? 5’ <0 |2,(0)| mke> nie |Q5 (0)| OD 0 (k) 2VKF HIE 5 (k® M2). (5.2 i 
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‘woraus zu ersehen ist, daB 
3 1. a (H) > 0 (5.28) 
2. 0,(k2) =0 fir kh? <(M +m)? [aus (5.22)]. 
Bin Ausdruck fir 0,(k?) folgt direkt aus (5.26) durch Spurbildung, der bei 
Darstellung y° = 6 204) fiir die DIRAC-Matrizen die Form hat 


A(R) alk) = PD" aca HPS |c0|2q(0)| mk> |? 0(4* — Mia) — 


b (22)3 2 

| a qaees 0(k°) ko > |<0|2,(0)| nkk>|? 6(k? — M7). (5.29) 
4 n,%=3,4 

‘Aus (5.27) und (5.29) folgen die beiden Ungleichungen 

6 (k°) [k°0, (hk?) + @2(k?)] > 0; O(k°) [&° 0, (k?) — 02(k?)] > 0 


wofiir wegen 


ko = V+ M2 = VR+R > + VP =(|b| 
notwendig und hinreichend ist (die Ungleichungen miissen in beliebigen 
: Bezugssystemen gelten): 
| k| 0, (&?) + 02(k?) > 0; | k| 0, (k*) — 0,(k?) > 0. 
Somit mu die Funktion 0,(k?) den Bedingungen gentigen 
1. || 01(k®) < 02(K*) < || on(F*) (5.30) 
2. otk?) =0 for bk? <Q +m)? [aus (5.22)]. 


‘Die Spektraldarstellungen fiir die Funktionen of und 0%? lauten also 


of-y(k) = 2x [ 0(k°) 6(k? — M*) gi2(M*) dM”, (5.31) 
(+m)? 


die ganz analog der fiir die Funktion g© (k) sind. 

Um die Konstruktion von Spektraldarstellungen fiir die anderen Funktionen 
o)(k) zu erméglichen, werden wir zunichst mehrere Beziehungen zwischen 
den Funktionen mit verschiedenen oberen Indizes aufstellen, welche aus der 
) Invarianz gegeniiber Ladungskonjugation folgen. Die Invarianzbedingung 
]aBt sich in der Form schreiben 


CO |Qp(y) Qa (x) | O> = <0 | Qa(y) 25 (z)| 0, (5.32) 
| wo die ladungskonjugierten Operatoren Q, Q mit Q, Q durch die bekannten 
Beziehungen verbunden sind 


Q (x) =CQ(2) =Q(x)C7T; Q(x) = C* Q(z) (5.33) 
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und wobei fiir die Matrix C gilt: | 
COM ts Gh == Ce *C3! yO = —(y*)7. (5.34 


Die Anwendung der Bedingung (5.32) auf das Produkt der linken Seite Mi 
(5.12) und Beriicksichtigung von (5.33) und (5.34) fihrt (nach einigen eir 
fachen Matrixumformungen) auf die Beziehung 


0 (x) = —(0-19(—2) C)?, (5.38 


welche den Zusammenhang zwischen den Funktionen positiver und negative 
Frequenz darstellt. Der offensichtlich lineare Zusammenhang zwischen de: 
Funktionen verschiedenen Typs macht die unmittelbare Ableitung weitere 
Beziehungen aus (5.35) méglich, von denen nur die im weiteren bendtigt| 
angegeben wird | 


6tet (a) = (C-1 adv (2) CYP. (5.36 


Drickt man mittels (5.19.20) 0 (2, y) durch of x—y) aus unte 
Benutzung von (5.34) und trennt man dann die Teile, die Matrizen enthalten 
von denen, die keine enthalten, so folgen aus (5.35) und (5.36) die ,,Paritats| 
beziehungen“ fir die skalaren Funktionen : 


O12 (2) = —6{2) (—2); O12 (x) = 613 (—2) 

und entsprechend fiir die FOURIER-Transformierten 
of 2 (k) = —of (—h), (5.3 
oie (k) = of (—k) (5.38 


(5.37) gibt die Méglichkeit, unmittelbar die Spektraldarstellungen fir dij 
Funktionen o{/)(k) niederzuschreiben: | 


1,2 (k) = 2776 O(—K°) 0, 9(k®) = 2ni | 6(—k9) 6 (k® — M2) 0,, (M2) dM 


(M+m)* 


Setzt_ man diese Spektraldarstellung als auch (5.25) in die FOURIER-Trans} 
formierten von (5.16’) ein, so erhalt man 


o1;2 (k) = —2mé 8 (k®) gy o(k®) + oft (k), (5.40) 


o}°o(k) = —27i O(—k) 0, 9(k2) + oft (k). 


Somit finden wir (wie im Falle des Bosonen-Feldes), daB bei kleinen Cette 
k? <<(m + M)? die FourtIeR-Transformierten aller ,, GREEN-ahnlichen‘| 
Funktionen iibereinstimmen | 


0 (k) = oFt(k) = oV(k) fir k2<(M +m)? (6.411 


Nachdem wir die Spektraldarstellungen (5.25), (5.39) in Verbindung mii 
(5.28.2), (5.30.2) und die Beziehungen (5.40) und (5.38) gewonnen haben) 
kénnen wir Wort fiir Wort der Schliisse des vorigen Abscthnitts wieder} 
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olen. Darum sollen sofort die ,,.komplexen“ Spektraldarstellungen fiir die 
GREEN-éhnlichen“ Funktionen o{°}, 01 und 0; angegeben werden: 


@1,2(6) aC 
ee BEN SAS (RN ole 19) 


ob (p) = —(p? — Myr i: 


(M+m)?* 
ae Mj? (p? — My, Bae 
ret ie 
ol) (py = (gt — any | | c— rom a3 + tep’) 
(M+m)* . 
+ af? (pt — ny — 


‘ar praktische Zwecke empfiehlt es sich, die Spektraldarstellungen in 
twas anderer Form zu schreiben. An Stelle von 0,, fahren wir zwei Funk- 
ionen ein, die wegen (5.28, 30) nicht-negativ sind: 


y2 
@1(¥?) — ea(0") Qi(v?) + 
dah = 

2 pve 2 

init » = + Vk? = |k|. Dann ist 
(ky) @1 (0?) + @2(v?) = (ky —») Jy(r) + (ky +) Ja(r) 
jhier wird y als eine Variable betrachtet, die unabhangig von k ist), und falls 
vir die Kombinationen bilden 
D> (k) = (ky) 0? (k) + oD (*), 
lvelche die FouriEr-Transformierten von 6(x) sind (der Index (?) be- 
eichnet (c), ret oder adv), so erhalten wir die Spektraldarstellung fir die 
sesamten ,, GREEN-dhnlichen® Funktionen (k = yk) 


P ( — 9) Jy(v) + (E +») Jo(v) 
(v2 ee M?)"* 1 (v2 a2 k?) 


a (>*) 
Y 


Ji(%) = (5.44) 


> (k) ———— (k? = M?)"+ dv2 + 


(Mm)? 

+ (END + UP) +--+ + (FUP + UG) (@— MAP (5.45) 
ie Spektraldarstellungen fir die individuellen Funktionen DiGi, and 
adv folgen hieraus durch Wahl einer bestimmten Vorschrift fiir die Inte- 
gration um den Pol k*? = M?. 

Jm die Darstellung (5.45) auf eine durchsichtigere Form zu bringen, be- 
luchten wir, daB die Differenzen 
(k® — M2)n+1 is | (k — M)2+2 1 


y2 — M2)nt1 


(v — M?)r*} ies bso? ch aad all 
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und 
(k2 — M2)n+2 1 (k — M)2n+2 1 
(v2 — M2)r+1 '» aay a (vy — M)2"+2 FY i 


beziiglich k Polynome vom Grade 2n +1 sind. Damit ]éBt sich (5.45) 
der Form schreiben | 
—{(r) T,(v) | 


(?) (k) = —(k — My2+2 é | 
SO (&) =—(k — M) loeees saci | 
+ B+ Bk—M) +--+ Ba alk—IO8,” 4a 


“bk 


wo die neuen Spektralfunktionen 


2vJ,(v) 


20d. 
7.) ares Vv 2(v) 


>0 und 42”) = Gana > ° 


(5.4 


{ 
eingeftihrt wurden. Wie im Falle des Bosonen-Feldes ]48t sich zeigen, daB) 
Null ist und das angesichts (5.17) alle iibrigen B,, reell sind. 
Die Darstellung von KALLEN und LEHMANN fiir die GREENsche Funkti 
des Fermionen-Feldes kann wieder ganz ahnlich wie im vorigen Abschn 
gewonnen werden mit der zusdtzlichen Annahme, daB der Grad der 2 
nahme n gleich Null ist (n = 0). Wir stoBen auch hier wieder auf die inti 
essante Tatsache, da8 wir in unserem System von Bedingungen (Abschnitt 
den ,,Grad der Zunahme“ der Spektralfunktionen vorzugeben haben an Ste 
der Form der LAGRANGE-Funktion. 


VI. Der Aufbau der Dispersionsbeziehungen 


In diesem Abschnitt kehren wir nun zu den Fragen einer strengen Ableitt 
der Dispersionsbeziehungen zuriick, nachdem in den letzten beiden AY 
schnitten die Theorie der Spektraldarstellung der GREENschen Funktion 
abgehandelt wurde, deren allgemeine Methodik in der Behandlung 
stimmter mathematischer Fragen nun von groBem Nutzen sein wird. : 
MOglicherweise wird die weitere Ableitung sehr umfangreich und pedantis| 
erscheinen. Wir erinnern aber noch einmal daran, da alle Vorschlage ande} 
Autoren (z. B. [11]—[13]) einer ,,einfacheren‘‘ Ableitung der Dispersio}| 
beziehungen unvermeidlich mit einer Reihe unbegriindeter Schritte v 
bunden sind. Insbesonders gilt dies fiir die Betrachtung des ,,nichtbeobac 
baren‘‘ Gebietes, waihrend die ,, Xompliziertheit’‘ unserer Ableitung gera¥ 
eine mathematisch korrekte Behandlung dieses nichtbeobachtbaren Gebie 
ermoglicht. | 
Wir leiten die Dispersionsbeziehungen fiir den Fall der Streuung vw 
z-Mesonen an Nukleonen ab. Fiir die Operatoren des Nukleonen- uj 
Mesonenfeldes verwenden wir die Bezeichnungen der Abschnitte 2 und| 
Mit p, und p’ werden nun die Nukleonenimpulse vor bzw. nach dem Sti 
bezeichnet, die Indizes S und S’ bedeuten die Gesamtheit der Spin- al 
Isotopenspin- Quantenzahlen des Nukleons. Impulse« uAdy Isotopensp} 
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stinde des Mesons werden entsprechend mit q, 9 bzw. q’, 0’ bezeichnet. 
'eiter verwenden wir die in Abschnitt 3 eingefiihrten Abkirzungen a, w. 

n folgenden werden wir immer voraussetzen, dai q +-q’ ist; den Fall der 
leichheit (Vorwartsstreuung) werden wir einfach als Grenzwert von 
‘+q betrachten. Somit wird faktisch das Matrixelement der Matrix iT 
mmeint sein, wenn wir von Matrixelementen der S-Matrix sprechen (Sug 
= 6, +%7',,). Dann lassen sich die Elemente der Ubergangsmatrix wie 
iigt schreiben, wenn wir die tibliche Normierung der Streutheorie verwenden: 


S(a,q;0,7) =<p',8'.¢.0 |S|p, 5,4, 0> = (6.1) 
= (p’, 8’ |aP (q') Sa? (q)| p, S> 
p=+Vp + M.,..., g = + Vq? +m, 


7o (2.7) benutzt wurde. Mit Hilfe der Annahme 2.3 von Abschnitt 2 kann 
jeses Matrixelement auf die Form reduziert werden 
2 
ors ‘p. PS 


ie 


(6.2) 


1( eadidaeel dgiy see oes s 
4,4; 0, = EN, k jpn ee ’ a Jade 
z : pea : 2Vq" 7 id SG (2) bo(y) 


pa=tVp ri... P=+Vetm. 


fur Untersuchung des Ubergangselementes (6.2) kehren wir zu den Betrach- 


ungen der in Abschnitt 3 eingefihrten Funktionen F(a”) zuriick. Wie in 
\bschnitt 4 { GI. (4.3)] fiihren wir die FourRIER-Transformierten dieser 


Funktionen ein 
1 ; 
(?) ee ae -tkz (?) 
F{? (2) area h Wed T 2 (k). (6.3) 
insetzung des Ausdrucks (3.20) fir das Matrixelement des kausalen 


Strahlungsoperators in (6.2) und Ausfithrung der Integration iiber x und y 
‘ihrt auf folgenden Ausdruck fir S (a,q; @, q’) 


Sagi ong) = Fa, Oa + pd — 9) Tee (4°) @) 


pa=+Vprm,..., P=+ Va +m. 


Fiir das Folgende ist es zweckmabig, eine Hilfsfunktion, das , retardierte“ 
trixelement, einzufiihren: 


1 et (Y'2—4 9) 7 ea es 8jo(y) ane 
° ON ae rs > , 8 i 
H (a, q;%,q ) aap | 4244 V49q" | bq (x) £ We 
a=) * ‘ , re if . . 
bas ir ritbidis 117" +p—¢ —9) Tm (EES). (6:5) 


V4er" 
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Wir beachten nun, daB angesichts (3.29) gilt: 


1 (em as ee (252 f) my ee i (— ging t) is | 
aw aw = aw 5) 


2 2 


gta’ 
=t 5) x (=) 
Pi, Y spre PEK ol We eo 


Nach Einsetzen des Ausdrucks (3.28) fir FS; (x) und Ausfiihrung der Inti 
gration erhalten wir 


, , Si 0 0 3 ot 
re (@52) — 9152) sai 5 3(y + 42 7 Zee ue | 


: <p, 8" |ja(0)| Kn <Ken |igr(0)|p, Sy; =P TP Id 6, 


Somit wird bei Bildung der Differenz § —H, in welcher fir Impuls ur 
Energie der Erhaltungssatz ¢ + p —q' — p’ = 0 gilt, das Argument dl 
6-Funktion in (6.6) gleich 

Vite +(p—q') +9" —p? = VU + (p—q'P + Vm? + Gg? —V 
Ks ist leicht zu sehen, da8 der Fall, in dem der letzte Ausdruck fiir beliebig 
reelle Werte der Impuls p und q’ verschwindet, gleichbedeutend damit is 
daf fir eine solche Kombination der Impulse das Nukleon mit der Masse || 
in ein Meson der Masse m und ein System im Zustand n mit Masse J 
zerfallen kénnte. Offensichtlich kann letzteres nur fir MU, < M —wm der Fal 
sein. Weiter unten werden wir voraussetzen, daB das System Nukleon un 


Meson keinen gebundenen Zustand mit einer Masse kleiner als die Sumny 
der Massen von Meson und Nukleon hat, d. h. 


M,>M4+%M. 


Somit kann das Argument der uns interessierenden 6-Funktion nicht ve} 
schwinden, und folglich ist die Differenz § — H identisch Null. | 
Damit gilt fir reelle Teilchen, bei denen die Impulse reell und die mit ihne 
in tiblicher Weise verbundenen Energien positiv sind, bei Erfiillung des Erhaj 
tungssatzes fiir den Viererimpuls | 


Too) = te oe (6." 


d.h. das kausale Matrixelement S(a,q; w,q') kann durch das retardiert| 
H (a,q; @,q’) ersetzt werden. Wir betonen, daB es weiter unten bei.d 
Untersuchung des Verhaltens des retardierten Matrixelementes im nichtbl 
obachtbaren Gebiet nicht méglich sein wird, den Ausdruck (6.6) gleich Nuj 
zu setzen. 


Im folgenden werden wir immer mit dem retardierten Matrixelement (6.8 
bzw. mit der FOURIER-Transformierten U itp (k) arbeiten. Zur Aufstellum 
der sehr wichtigen Symmetrieeigenschaften ihres hermitischen und anti 


hermitischen Teils schreiben wir 


Trolk) = Deo (k) + iAgo(k); Dha(k) = Dao(k); Akai) SAsol(k) (64 


. 
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ind der Vergleich mit (3.37) liefert 
) a 1 
Daw (k) = "aw (Kk); Agu (k) — 95 T otk). (6.9) 


Aus den Symmetriebeziehungen (3.38—41) fir F,,(x) und Fyo(x) folgt 


lann 
a) (1 + Pee) Deo (— 454), (6.10.1) 


(ikprayrp.s (2 


ats 
2 
ai 


(te Pea) Des (255) EET PV (— 1et), (6.10.2) 
(imi Aps dss (254) ier. (- 142), (6.10.3) 
(= Pe) Ase 25") BM ee pel (- 1+f). (6.10.4) 


Fiir die weitere Untersuchung ist es zweckmaBig, genauer auf die Einzelheiten 
des Koordinatensystems einzugehen, dessen Spezialisierung aber im tbrigen 
eine Einschrankung der Allgemeinheit bedeutet. Wir verwenden das nun 
allgemein akzeptierte System, in dem die Summe der Impulse vor und nach 
der Streuung gleich Null ist: 


ptp =o. (6.11) 
Dieses System geht ins Laboratoriumssystem tiber, wenn Vorwartsstreuung 
betrachtet wird. 
n dem ausgewahlten System gilt p* =p’? und angesichts des Energie- 
satzes!) auch q? =q’?. Weiter folgt unter Verwendung des Impulssatzes 


p=t = und (q +q')p =0. 


Darum koénnen wir schreiben 


wo e ein Einheitsvektor senkrecht zu p ist, e®? =1, ep =0, und A eine 
beliebige skalare Gré8e. Dann kénnen wir in unserem System alle vier 
Vektoren p, p’, gq. und q’ durch einen Vektor q und einen Skalar A ausdriicken 
(der Vektor e kann bei gegebenem p als fest angesehen werden) 


p =p 
Denes eH eal ey (6.12) 
q =p tie 


1) Hier und weiter unten werden wir stets den Erhaltungssatz fiir die vier _Impuls- 
Vierervektoren voraussetzen: p + q — p’ —q = 0. 
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Fiir die vierte Komponente der Impulse folgt 
———— 0 0’. we gate Sasa 
p? —— p” — Vp? a M?; q° = q” — — — Vm? +p? _ 2 — E. (6.14 


An Stelle von A kann demnach auch als unabhangige Variable die Energie | 


des Mesons verwandt werden gemaB | 


A = VE? — m? — p?. (6.14 


Im gewahlten Koordinatensystem erhalten wir aus (6.3) die FOURIEH 
Transformierten von FO (2) in der Form 


T”) (E, e) = T”), (54) = f ef@e—ten) PUD (2) dz. (6.18 
Diese Funktionen werden jetzt als Funktionen von £ und e betrachte? 
wobei eine mittelbare Abhangigkeit von # durch die Funktion A (Z) entstehi 
Um uns von der in (6.14) enthaltenen Wurzel freizumachen, fihren wir de 
Symmetrie- und Antisymmetrie-Operator beziiglich e ein (letzterer dividier 
durch A) und setzen fiir beliebige f(e, A) 


Se f(e, A) = fle, 4) + f(—e, A) (6.1¢ 
Me f(e, 2) = + {fe 2) —f(—e, 2)}. 


Wir werden im folgenden nicht mehr die Funktionen Te) (Z, e) selbsi 
sondern nur ihre symmetrisierten oder antisymmetrisierten Kombinatione| 
betrachten 


ST (E,e); S= Ge oder We. 


Soweit A und e in (6.15) nur als Produkt eingehen, ist es klar, daB wir dure} 
Anwendung des Operators S auf 7 auf Funktionen stoBen, die nur no 
von A? abhangen. | 
Wir beachten jetzt, daB die Verinderliche Z in (6.15) eigentlich keine beliebige} 
Werte annehmen kann. In der Tat, wenn wir | 
| 

|Z| << m? + p? (6.14) 

1 

setzen, wird A und folglich q und q’ imaginir, die trigonometrischen Funk 
tionen in (6.15) gehen dann in hyperbolische tiber und die Integration ib 
den z-Raum verliert ihren Sinn angesichts des exponentiellen Anwachsen| 
im Unendlichen. Diesen Wertebereich der Energie nennen wir den nichi 
beobachtbaren Bereich. : 
Andererseits kann man nicht einfach auf die Betrachtung von Energiewerte} 
im nichtbeobachtbaren Bereich verzichten, weil auf der rechten Seite dé 
Dispersionsbeziehungen [vgl. (1.6), (1.10)] alle Energiewerte in die Int 
gration eingeschlossen sind. Diese Schwierigkeit bildet das Haupthindern} 
bei allen Versuchen der Ableitung der Dispersionsbeziehungen ohne eit 


gehende Untersuchung des analytischen Verhaltens der Funktionen Ti) 
+ aN . | 


Ci 
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Darum schlagen wir bei der Untersuchung des unbeobachtbaren Bereichs 
xinen Umweg ein: wir betrachten zunachst die Funktionen T°) (B) im 
oeobachtbaren Gebiet, wo wir zur Verwendung des Integrals (6.15) berechtigt 
sind, stellen dann ihre analytischen Eigenschaften fest und zeigen, dal diese 
Funktionen in den nichtbeobachtbaren Bereich analytisch fortgesetzt 
werden kénnen [in welchem das Integral (6.15) selbst bereits seinen Sinn 
verliert |. ‘ 

Zum Zwecke der analytischen Fortsetzung ist zunichst die Betrachtung des 
Integrals (6.15) nitzlich, aber nicht als Funktion einer einzigen Verander- 
lichen E14), sondern als Funktion zweier unabhangiger Veranderlicher H und 


T, wo 


T= H—p—-P; P= —p*? —t. (6.18) 


Ein solches Vorgehen ist schlieBlich damit gleichwertig, daB wir voriber- 
gehend die zeitlichen und réumlichen Komponenten der Vektoren q und q’ 

ls unabhangig betrachten, in der Absicht, sie spiter wieder der Bedingung 
g =? =m? zu unterwerfen. Um zum realen Fall zu kommen, ist es notig 


poets 3 (6.19) 


zu setzen. 
Die uns interessierenden Funktionen 7’ werden damit bestimmt durch die 


Integrale 


WL led eh 18 a ia ag de ae (6.20.1) 
Tav(E,t) = [ ei(Ba°—VE*—p*—rew) Fadv(y) dz, (6.20.2) 


\T'(E, t) = T(E, t) —T*4"(E, 7) = [ ei(8e VP —p see") F(z) dx, (6.20.3) 


die (als verallgemeinerte Funktionen von # und 7) zunachst nur fiir reelle E 
und 7¢ definiert sind. Aber eine Untersuchung ganz analog der im Abschnitt 4 
izeigt, daB angesichts der Kausalitatsbedingung (3.13, 14), wonach 
Fret(z)e=— 08 fur x:<. 0, 
Pane = OO ur ae, 
die Funktionen 7'et und 72¢v auf komplexe Werte der Argumente £, 1 ver- 
allgemeinert werden kénnen. Namentlich die Funktion 

STret(E, Tt) 


| 
‘wird eine analytische Funktion von H und A sein, regular im Bereich 
| Im £ > |Im4| 


und damit eine analytische Funktion von # und rf, regular im Gebiet 
| | Im E > |Im VE?—p?—1|. (6.21) 


Wir sind jetzt nur interessiert an der Abhangigkeit der Funktionen von der Ver- 
‘anderlichen E und sehen den Vektor:€ ebenso wie die in den Indizesa und w enthaltenen 
GréfBen als fest an. Falls es nicht zu MiBverstandnissen fiihrt, werden diese im fol- 


genden nicht ausgeschrieben. 
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Ganz analog ist die Funktion 


STav(E, 7) | 


eine analytische Funktion von £ und t, regular im Bereich 


Im E < — |Im VE? —p? — 11. (6.25 
Bei der Ableitung der Dispersionsbeziehungen wiederholt sich fir di 
Funktionen (6.20) die Untersuchung, die uns im Abschnitt 4 zur Spektra: 
darstellung der Vakuumerwartungswerte der Strahlungsoperatoren zweite 
Ordnung fihrte. Allerdings wird jetzt eine Schwierigkeit darin bestehen, da 
die Funktionen (6.20) Funktionen zweier Veranderlicher sind, analytisch i 
einem gewissen komplizierten Bereich (6.21) oder (6.22). Um diesen Fall au 
den einer einzigen Veranderlichen zuriickzufiihren, werden wir voriiber 
gehend den Wert von 7 als fest ansehen, so daB damit die Grenze des ang 
lytischen Bereichs (6.21), (6.22) der Funktionen (6.20.1, 2) nicht mehr von 
abhangt. 

Wir wahlen nun 1 reell gemaB der Ungleichung 


ea (6.23 


wo JV eine willkiirliche, aber fixierte positive Zahl ist. Es ist leicht zu sehe 7 
daB fir solche t die Ungleichung 


|Im YH? —p? —z| <|Im E| (6.23' 


erfillt ist fiir beliecbige H mit Im # +0. 
Folglich werden bei Erfillung von (6.23) die Funktionen S7'et und S74 
analytisch sein im Bereich 


Im E>0 (6.249 
bzw. i 
Im E <0. (6.24.4 


Um zu klaren, ob wir diese Funktionen als eine einzige analytische Funktio} 
betrachten kénnen, die regular fiir alleIm FE +0 ist, muB das Verhalte} 
der Differenz 

ST (E£) = STret(H) — ST*4v(F) 


fiir reelle H untersucht werden. Wir betonen, da8 auf Grund der Begrenzunj 
(6.23) der nichtbeobachtbare Bereich jetzt nicht mehr existiert und d 

Integral (6.20.3) diese Differenz fir alle reellen Z bestimmt. 
Wir gehen nun zur Untersuchung des Integrals (6.20.3) iiber. Mittels (3.30) 
1a8t sich 7 durch die Funktion F© ausdriicken, und unter Benutzung vo 


(3.28) ergibt sich fir 7, (254) der Ausdruck 


tS [da eih#—ren (dhe <p’, 8" | jy (0)| kn) ken |jo(0) tp, 8> 


Rh es ‘ 
a.) 
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fee] Pe) 
-@ pet 


—i D [dxesee—rem [dk cp’, 8 |je(0)| kn) <kn |e (0) |B, 8) - 


AU bomen ied x —i(k—-PP) al 


ko = + Vk? + M3. 


| Die Integration geht zuerst tiber x, dann tiber k, und nach Ubergang zu 
unserem bestimmten Koordinatensystem finden wir 


Taw (HE, he) ry (22)44 > <—Pp, S’ Fo” (0) | he, n> : 


-<he,n|jo(0)|p, S>-6(E — V2 + Mi + Vp? + M?) -— woe, 
— (2x) S <—P, 8 |jo(0)| —Ae, n> (Ae. m\fe (0)|p; S>- 


(B+ V2 + MR—Vp?+ WP). 


In der in (6.25) stehenden Summe iiber x mu8 wegen der Erhaltung der 
mesischen Ladung in jedem Zustand mindestens ein Nukleon enthalten sein. 
Darum werden die Glieder niedrigster Energie in dieser Summe Zustinde mit 
nur einem Nukleon sein. Wir trennen nun aus der ganzen Summe (6.25) die 
Summation tiber Ein-Nukleonen-Zustande ab (welche vollstandig durch den 
Impuls und den Spin-Isotopenspin-Index 8” charakterisiert sind), wahrend 
wir die Summe iiber alle iibrigen Zustande mit f,(H, Ae) bezeichnen 


Tao(E, 4€) = faw(B, Ae) + (20)*t > <—p, 8’ |jo(0)| Ae, 8") = 


. <Ae, 8” |jo(0)|p, S> - 6\E — V2? + M? + Vp? + M?) — 
— (22)* ‘2 <—p, 8’ |jo(0)| —Ae, 8’) <—Ae, 8” |je (0) |B, SD 


.O(E + Vi + M? — Vp? + M?). 


In der hier stehenden Summe geht die Energie in das Argument der 6-Funk- 
tionen zweimal ein, direkt und durch 42. Die Umformung des Arguments der 
§-Funktionen als lineare Funktion von EF fihrt auf 


E,(t) 


Vp tie 6(E + Ey(t)), 


spe VP EM + Vor TIE) =| — 


wobei 


2 
acl (6.26) 


2p + M2 


Ey (t) = 


ist. 


> 212 N. N. BocorjusBov, B. V. MEDVEDEV, M. K. PoLivaNov 


Somit wird 
E em Ez 27)47 | 1 fp) 6(E + E,(t)) - 
Txu(H, T) = faw(H, t) + (20)*% ~ Vp? be P 
; DS. <p, S’ | jo’ (0) | Ae, s) <he, I |jo(0)| p, S» —. 
a ae (6.27) 
5 T | 
—(2z)4 a en fo) (E — Ep(t)) . 


Pt <—p, S’ |j.(0)| — Ae, 8” <—Ae, Ss ljo°(0)| p, S>. 


Die Absolutzeichen der vor den 6-Funktionen stehenden Faktoren kénnen 
weggelassen werden, weil fiir die uns interessierenden Werte von p? und T 
diese Faktoren immer positiv sind. | 
Vollig analog kénnen die 6-Funktionen der in f,,,(E, t) stehenden Summe 
umgeformt werden 


Epn(t) 
faw(E, T) = (22)4 ‘2 es err O(E ue Epn(t)) : 
“<—p, 8" |jo(0)| Ae, n> Ae, n |j(0)| p, S> — 
ne Ey,(t) (6.28)) 
—(2z) ea (eee jet 6(H — Ep,(t)) - 


-<—p, S' |jo(0)| —Ae, n> <—Ae, n |ig:(0)|p, S>, 
wo nun 
2p? +1—M; + M 
Epn = = 
2Vp? + UM 
Wir untersuchen jetzt das ,,Spektrum“ von 7’ (£) genauer. Zuallererst setzen| 


wir voraus, daB das System Nukleon und Meson keinen gebundenen Zustand | 


mit einer Masse hat, die kleiner als die Summe der Massen von Nukleon | 
und Meson ist, d.h. 


(6.29) 


M,>M4im. (6.30) 


Diese Voraussetzung ist offenbar mit dem gegenwartigen Erfahrungsmaterial | 


im Einklang, wenn wir nicht nur schwache, sondern auch elektromagnetische : 
Wechselwirkung vernachlissigen. In der Tat, im anderen Falle kann es || 
immer Zustiénde vom Typ Nukleon und eine gewisse Anzahl Photonen || 
geben, wobei das Massenspektrum dieser Zustinde unmittelbar mit M 
beginnen wiirde. 


Unter der Voraussetzung (6.30) geniigt die Energie Ey, (t) der Ungleichung : 
2Mm — 2p? + m2? —r ay. 


ae 2p + 


—E,(t). (6.31) 


Somit wird das Spektrum von f,.(Z, 7) folgende Form haben: von EF = —oo : 
bis EH = —E,(t) wird es ein kontinuierliches Spektrum sein {vorbehaltlich 
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die zweite Summe in (6.28)], dann wird von E = —E,(rt) bis # = + E,(t) 


eine Liicke sein, in der keine Niveaus sind, und von EF = +£,(t). bis 
_E = +00 haben wir wieder ein kontinuierliches Spektrum. 
Das Spektrum der Funktion 7'(E, t) unterscheidet sich durch das Hinzu- 


| 


} 


. 


fiigen zweier diskreter Niveaus mit H = + Ep(t) ((6.26)). Weil der zahlen- 


miaBige Beitrag dieser beiden Niveaus sich in den Dispersionsbeziehungen als 


sehr bedeutend herausstellt, ist es nétig zu klaren, wann sie isoliert hegen 


und wann sie in den Bereich des kontinuierlichen Spektrums fallen. Weiter 
ist die Aufstellung eines Kriteriums dafiir nétig, daB die beiden Bereiche des 
kontinuierlichen Spektrums sich nicht itherdecken. Wie wir weiter unten 
sehen werden, gelingt uns tiberhaupt keine Ableitung der Dispersions- 
beziehungen, wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist. 

Der Vergleich von (6.26) und (6.29) zeigt, daB das diskrete Niveau der ersten 
(zweiten) Summe (6.27) niemals im Bereich des kontinuierlichen Spektrums 
der ersten (zweiten) Summe (6.28) liegen kann. Andererseits lautet die 
Bedingung dafiir, daB das diskrete Niveau der ersten (zweiten) Summe 
(6.27) nicht im Bereich des kontinuierlichen Spektrums der zweiten (ersten) 
Summe (6.28) liegt 


p< - — (6.32) 
Fir die Betrachtung solcher Werte von 1, die durch die Ungleichung (6.23) 
eingeschrankt sind, ist hinreichend 


und fir + = m? lautet (6.32) 


pi<(s.—q)m fir ram. (6.32”) 


Somit liegen die diskreten Niveaus nicht im Bereich des kontinuierlichen 


| Spektrums, wenn ihr Beitrag nur fir hinreichend kleine p? berechnet wird, 
| die einer der Ungleichungen (6.32) geniigen, d.h. fiir Streuung unter hin- 


_ reichend kleinen Winkeln. 
' Wir stellen jetzt die Bedingung dafir auf, daB sich die beiden Bereiche des 


kontinuierlichen Spektrums nicht iiberlagern. Fiir willktrliche t erhalten 
wir nimlich 


m* t 
2 ay a oa 6.33 
p?< Mm + 5 5) ( ) 


Darum ist fir t < —p? hinreichend zu verlangen, dab 


i ee (2 2 + i m fir t< —p? (6.33’) 
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und fiir t = m? lautet Bedingung (6.33) 


p? << Mm = (=) ma” far) 7 =m": (6.33")| 


SchlieBlich zeigt der Vergleich der Grenze des kontinuierlichen Spektrums: 
(6.31) mit der Grenze (6.17) des unbeobachtbaren Bereichs, da8B das konti-. 
nuierliche Spektrum nur fiir p? = 0 nicht in den unbeobachtbaren Bereich} 
fallt, was dem Fall der Vorwirtsstreuung entspricht. Im allgemeinen Fall! 
der Streuung unter endlichem Winkel ist aber eine genaue Berechnung des; 
in den nichtbeobachtbaren Bereich fallenden Anteils des kontinuierlichen| 
Spektrums unméglich. Die Abhingigkeit der Grenze des unbeobacht-. 
baren Bereichs, der des kontinuierlichen Spektrums und der Lage der dis-. 
kreten Niveaus von p? ist in Bild 1 dargestellt. | 


Bild 1. 


Wir kehren jetzt zur Frage des Beitrags der diskreten Ein-Nukleonen- | 
Niveaus zuriick. Im Anhang wird gezeigt, daB sich die Summen in (6.27) in der || 


Form schreiben lassen 


‘ E,(t) a " 
== (Zin): (! Sas Tan) 2 <—p, 8 |Jo°(0) | he,S'') - 
<he, 8” |fo(0)|P, S>|n——2,) =92(t) B(t,p), (6.34.1) | 
Ey (t) : 
Dior \ Sail Peete ake aaa _ = Se 
+ 2x Tpiea) & <P lie(0)| —2e, 8"» 
-<—Ae, 8” |jo(0)|P, 8>|e- zy) = 92(t) A(t, p) (6.34.2), 


wo g(t) fiir t =m? mit der beobachtbaren mesischen ‘Ladung des reellen | 
Nukleons zusammenfallt und die Funktionen B(z, p) und A(z, p) gemaB | 
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Anhang analytische Funktionen der Veranderlichen t in der gesamten 
complexen Zahlenebene sind. 

Somit haben wir festgestellt, wenn einstweilen auch nur fir reelle negative 
r<—p?, daB T(E, t) die Form hat 


T (#, t) = f(H, t) — 
—2nig?(t) B(t,p) 6[Z + Ep(t)] — 2xig?(t) A(t, p) 6[# — Ep(t)], (6.35) 


2Mm—2p? + m—t 
2M? + p? 


Insgesamt haben wir damit bis jetzt gefunden, daB unter der Bedingung 
(6.23) gilt: 


f(E,7)=0 fir |E|< (6.36) 


a) STe(H, t) ist eine analytische Funktion von E im Bereich 
Im E > 0; 

b) ST24v(H, t) ist eine analytische Funktion von HE im Bereich 
Im E < 0; 

c) an der Grenze beider Bereiche, also fir Im £ = 0, tritt die Diffe- 
renz der Ausdriicke (6.35, 36) in Erscheinung. Diese hat bei Er- 
fillung der Bedingung (6.32) [oder (6.33)] an dieser Grenze einen 
gewissen Abschnitt endlicher Lange, in welchem ST7T(E, t) = 0 ist. 


Wiederholen wir die Uberlegungen des Abschnitts 4, so sehen wir also, daB 
STret(E, t) und ST*4¥(E, t) als eine einzige analytische Funktion ST (E, t) 
beziiglich E aufgefaBt werden kann, mit Verzweigungsschnitten lings der reellen 
Achse fiir 


2Mm —2p?+ m?—t 2Mm — 2p? + m*—tTt 


| Dt oVME a pe und E> VM? +p? 
und mit Polen in den Punkten 
| B = 4Ep(2), 
ize im Unendlichen nicht schneller als ein Polynom vom Grade n zunimmt 


(s. Bild 2). 
Somit kénnen wir auf die Funktion 


ST (E, t) 


(B) = : 2Mm — 2p? + m*—t 
De) (EB 


VIP + 


den Satz von CAUCHY mit dem Integrationsweg C anwenden (Bild 2) 


|B] < 


| +ootite +oo—ie 3 
ST (E,t) 1 ST(H,1)dE 1 | ST (H', t) dE’ 
(B—E,)*! QniJ (BE —H)t1 (Bb —#) at (E’ — E,)"*1 (E’ — E) 


—oo+ie —co—ieé 
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mali! StH, 1) dE g?(t) SB(z,p) | 
~ 28 | (Ef —H,)"*1 (0 —B) (—E,—E,)"*(—E,—E) 


—oco 


e g?(t) SA(t,p) : civil 
(Ep — H,)"*3 (Hoe Eh + H., Cy (t, p, Hy) HE’. 


| 


(£ komplex!) 
Befreien wir uns hier von den Nennern und _ beachten wir, daB dij 
(n + 1)-ten Potenzen in den Polgliedern beziiglich HE = + Ep(t) dure 
geeignete Bestimmung der Koeffizienten in dem Polynom von EF kor 
pensiert werden kénnen, so erhalten wir die Dispersionsbeziehung 


+ 
i / So FH n+1 
ST (E, t) = ( at / 


” SHE’, t) dE’ 
(By ( — 8) 


- 


—<oo 


g(t) SB(t,p) , g?(t) SA(t,p) : | 
es ee + a th oa + OP, E,) £ (6.3 


(£ komplex!). | 
Wir betonen noch einmal, daB wir dies 
Beziehung nur fiir negative t mit 


—V<ct<—p' 


aufgestellt haben. Die wirklichen Di 
persionsbeziehungen, die physikalisc 
reale GréBen verkniipfen, wiirden au 
(6.37) nur folgen, wenn wir zeigen ké 
nen, daB diese Beziehung auch richti 
bleibt fiir 


um. 


© Pole ——= Verzwengungsschnitte —— /ntegrationsweg 
Bild 2. Um den Bereich fiir t zu erweitern, aul 
. den die Beziehung (6.37) anwendbail 
ist, benutzen wir die Methode der analytischen Fortsetzung. Dazu miissen wir did 


analytischen Kigenschaften der Funktion f(E, t) kennen. Die Untersuchun : 


Does (25) fiir beliebige p, p’ und ae bestimmen. Wir werden jetzt 
sofort die dort erhaltenen Resultate verwenden, die besagen: 
Die Funktion Sf{(Z, t) kann, wenn alle Veranderlichen E,t und 


A= /E?—p*—t 
reell sind, 


—V<1t<(l +) m? emcwe (6.38) 
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) ist (0 ist eine positive, hinreichend kleine und V eine beliebige positive, 
) aber fixierte Zahl) und p? der Bedingung geniigt?) 

) p?<om eee . (6.42) 

m ee M . a 


in der Form dargestellt werden 
Sf(E,t) =F, (2H VM? + p? +737) 4+ F,(—2B VM? + p? + 1;7). 
(6.39) 


} Die Funktionen F,(&; 1) und F,(&; 1) haben dabei folgende Higen- 
schaften: 


a) sie sind verallgemeinerte Funktionen der Variablen &, 


b) sie sind analytische Funktionen der zweiten Variablen t, regu- 
lar im Bereich 


—V < Retr < (1 +0) m?; |Imt| <e@m? (6.40) 
c) Fi((é;t)=0 fir §<2Mm +m? — 2p’. (6.41) 2) 


ir zeigen jetzt, daB aus der Darstellung (6.39) unmittelbar die Giiltigkeit 
der Dispersionsbeziehung (6.37) fiir den uns notigen Wert 


t=? (6.19) 


folgt. 

Wir wahlen zunichst wieder beliebige negative t, die der Bedingung (6.23) 
gentigen. Fiir solche 1 sind gleichzeitig die Darstellung (6.39) und die Dis- 
persionsbeziehung (6.37) richtig. Dann ergibt sich durch Einsetzen von 
(6.39) in (6.37) 


a 2(rt) SA(z,p)  g2(t) SB(t,p) 
PPR, ) = on, 1) + OS g . > : 
ee rT (2) E + Bp(t) peg P, By) E 


be (6.43) 
mit @(H, t) = 
+o 
_(B—Ey dE” F,(2E" VM? +p? 1) “i 
= ———— hae Se a n+1 
ee eee 
. 2M? + p? 2) M? + p? 
+ eS a ee 
(BE) dB” P,(2B" VM? + p*; 1) 
. n+1 
274 : ee etl T Lan) sya) pager Sy gve aes awrite 9p if 
‘ 2 Vit pe 2V itp 
(6.44) 


1) Weitergehende Untersuchungen von einem der Autoren (N. N. B.) und V. 8S. Via- 
DIMIROV (Preprint des Vereinigten Instituts fiir Kernforschung) haben gezeigt, daB 
der Wert von o bis auf 2 ausgedehnt werden kann und sogar bis auf 2,56, was aus 
unver6ffentlichten Rechnungen von V. 8. VLADIMIROV folgt. 

2) Wir bemerken, da in der Darstellung (6.39) nicht trivial nur die Higenschait b) 
ist, wihrend die iibrigen Eigenschaften ohne weiteres aus (6.28) gewonnen werden 
(k6nnen. 

17 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Die genauere Untersuchung der Eigenschaften der Funktion ®(E, t) zeigt 
daB diese auf Grund der Definition (6.44) und der oben angegebenen Eige 
schaften b) und c) analytisch beziglich ihrer beiden Veranderlichen ist i 
Bereich 


—V < Ret (14. 0)a0>40 | Pina =< 0002 (6.461 
|Imt| <2 VM? + p?|Im BI, 
wenn £, im Intervall 


é a ») 2 D) —— 2 | 
eT Sale ae OG es yi oe ie ae (6.46 

2V M2 + p? 2V M2 + p? | 
liegt, wobei p? < om? ist. | 
Andererseits zeigten wir oben, daB die Funktion ST (E, t) regular in den Ge 
bieten (6.21) und (6.22), d. h. im Gebiet (6.23’) ist. Daher muB die Differe ; 


{ST (E, t) — ®(E, r)} {E? — B2,(z)} (6.4 : 


(der Faktor {Z? — E,(t)} wurde gesetzt, um die Pole fir # = + Ep( 
auf der reellen Achse Weernechaten) eine analytische Funktion der Variable} 
E und t im gemeinsamen Teil der Bereiche (6.45) und (6.23’) sein, d. h. in 
Gebiet 

—V < Rez < (1 +) m?; |Imz| <om?; | 
|Im t] <2 VM? + p?|Im E|; |Im VE? — p? — | < |Im £}. a 


Aber fiir reelle t << —p? ist diese Differenz auf Grund der Dispersionsbe 
ziehung (6.37) ein Polynom in # 


g(t) SA(t,p) [B+ Bp(t)] + 9°(t) SB(t,p)(E—EBy(a)] + | 
+ [B? — B3(t)]_ So, (tp, By) Br. (6.494 


O<r<n | 


Demnach muB8 sie auch ein Polynom in £ im gesamten analytischen Bereic}} 
(6.48) sein. | 
Wir erinnern jetzt, daB die analytischen Eigenschaften der Funktioney 

A(t,p) und B(t, p) beziiglich t im Anhang bewiesen werden. Weiterhin iss 
#p(t) eine analytische Funktion von t gem&B Definition (6.26). Darunt 
miussen die Funktionen g?(t) und c,(t), die zunachst nur fiir reelle t gemail| 
(6.23) definiert sind, eine analytische Fortsetzung in einem gewissen Bereici 
komplexer Werte t zulassen. Es zeigt sich, daB dieser Bereich in jedem Fall 
in sich den Bereich 


—V < Ret < (1 +0) m?; |Imt| <gm? (6.40) 


einschlieBt, genauer gesagt, daB fiir beliebige Punkte t aus dem Bereicl}| 
(6.40) mit Im t +- 0 sich immer ein solcher Punkt HZ finden ]aBt, so daB dai 
Paar F und t im Bereich (6.48) liegt. Hieraus folgt abet, daB die Funktiones 
g*(t) und ¢,(t) analytische Funktionen im gesamten Bereich’ (6.40) sind nid 
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nem moglichen Verzweigungsschnitt lings der reellen Achse. Mittels genauerer 
ntersuchung der Grenziibergange 


lim @® (* +n; H, + sh); t, H, reell 
n>+0 2 E, 

Bt sich zeigen, daB kein solcher Schnitt im Bereich (6.40) existiert. 
ifolgedessen sind die Funktionen g?(t), ¢,(t), Ep(t), A(t, p) und B(t, p) 
ialytisch beziiglich der Verinderlichen t im Bereich (6.40). . 

ir kehren jetzt wieder zur Beziehung (6.43) zuriick. Aus der expliziten 
bhingigkeit der drei letzten Glieder in (6.43) von # ist klar, daB diese 
1alytische Funktionen von £ fiir nicht reelle # sind, d. h. also, da sie ana- 
tisch sind fiir # und t im Bereich 


—V < Ret < (i +o) m’; |Imt| <om?; ImE- +0. (6.50 ) 
} 
i 


ndererseits ist die Funktion ®(E, t) analytisch im Bereich (6.45), so daB 
e gesamte rechte Seite (6.43) eine analytische Funktion im Bereich (6.45) 
t. 

aher kénnen wir jetzt den Definitionsbereich der Funktion ST (E, T) 80 
weitern, daB diese im ganzen Gebiet (6.45) gleich der rechten Seite (6.43) ist. 


Tir betonen, daB bei der in dieser Weise vorgenommenen Fortsetzung die 
bliche Beziehung mit uneigentlichem Grenziibergang erhalten bleibt 
ret 


lim ST (E + ie, t) = or) (E, 2), (6.51) 


e++0 
Lenn nur E,t und 4 = VE? — p? — 7 alle reell sind und 


—V<rtr<(l1+o)m (6.38) 
ilt. 
Nie Ausfiihrung dieses uneigentlichen Grenziibergangs wirde klar sein, 
enn die Argumente fiir alle e > 0 im Bereich (6.48) liegen wiirden, d. h., wenn 
.) die Funktion S7(Z, 1) analytisch ware und (2) wir unmittelbar das 
nee 
ategral (6.20) fiir S pier) verwenden konnten. Es ist aber leicht zu sehen, daB 
ies fir die von der reellen Achse abgesetzten Punkte 2 in (6.51) nicht der 
Vall ist, weil fiir diese die letzte der Ungleichungen (6.48) verletzt werden 
ann. 
fm diese Schwierigkeit zu umgehen, beachten wir, daB in Ubereinstimmung 
it (6.43) die Funktion ST analytisch ist sowohl fir das Argumentepaar 
}+ ie,7 als auch fir das Paar E+tie, t+ 2taLke, wodurch nun T ein 
renig von der reellen Achse abgesetzt ist. 
yaher kénnen wir den Grenziibergang (6.51) durch den folgenden 


lim SP(E 4 ie, t) = lim ST(E fie, t + 2iaLe) 
e++0 e>+0 

| M2 2 
bit ‘a pplall sia 


ersetzen, wobei dieser imaginare Zusatz zu tT so vorgenommen wer 
kann, daB die Punkte # +ie, t+ 2iaHe nicht iiber die Grenze 
Bereichs (6.48) hinaustreten. 

Somit haben wir die Dispersionsbeziehungen (6.43) fiir den gesamten Berei 
(6.45) aufgestellt und gezeigt, daB in diesem Bereich die tibliche Grenzwe: 
beziehung (6.51) richtig ist. Aber in den Bereich (6.45) gehen insbesond¢ 
alle Punkte mit Im # +0 und reellen —V <1 <(1 + 0)m? ein, so d 
die Beziehung (6.43) richtig ist fiir 


im <0, r= 
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d.h. fiir den von uns wirklich benétigten Wert von Tt. 

Nehmen wir jetzt in den Integralen (6.43, 44) eine geeignete Ersetzung 
Integrationsvariabeln vor und gehen wir von (6.43) zuriick zu (6.37), so ¢ 
halten wir erneut die Dispersionsbeziehung (6.37), in welcher nur an St "| 
der Funktion Sf(H', m?) jetzt der Ausdruck 


S}(E', m2) = F,(2B’ VM? + p? + m2; m?) + F,(—2E' Vi? + p? + m2; 9 


(6.8 
tritt, d. h. auf die Dispersionsbeziehung 
~ ee nt+l1 
area aye hag 
220 
00 eee se y ew es 
yc, [ Pulee VME p+ m?; mt) + F(—28 VM pt + mi; m) |, 
(E’ — E) (E’ — E,)**} | 
g2(m?) SB(m®, p) , 92(m*) SA (m?, p) 
E’. : 
E + Ey(m?) a E — Ep(m?) ge e | 


Der Ausdruck (6.52), der also jetzt an die Stelle der Funktion Sf (Z, m?*) tril 
a) fallt fir |B| > Ym? + p? mit Sf(£, m?) zusammen; | 
b) kann im Intervall | 
Mm — p? 

ee se eed <a E amy m2 UR 6. 
Vit pe [Z| < Vm? + p ( 
wo die direkte Definition der Funktion 


Sf(E, m2) = ST(E, m?) 


durch das Integral (6.20.3) keinen Sinn hat, als entsprechende anal 
tische Fortsetzung dieser Funktion aufgefaBt werden; 
Mm — p? 


c) verschwindet fiir | #| << —___*_, 
Vie + pi 


. . . . . * . . . 
Somit haben wir die Richtigkeit der Dispersionsbeziehung (6.37) fiir den 


{ 
i 
uns bendtigten Wert von t bewiesen, wenn wir die fortgesetzte Funktion (6. i 


benutzen. : 
\- . =’ 
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llerdings haben wir zunachst mit komplexer Energie H gerechnet (Im # +0). 
m zu den direkt interessierenden reellen Werten von EH wtberzugehen, 
shreiben wir in (6.53) den erlaubten komplexen Wert in der Form 


H+ite 


| d lassen ¢ Null werden, wodei wir bei der Durchfithrung des Grenziibergangs 
af der linken Seite die. obige Formel (6.51) benutzen, aber auf der rechten 
eite die symbolische Identitat (1.4). Dann folgt in Abhangigkeit vom Vor- 
xichen von € 


ret 


pia) (E, m2) = + S ST (E, m2) + 
tos 
(ee toy fe Sie eee 1 
Sire ee are ee 


—oco 


g?(m?) SB(m?, p) g?(m?) SA (m?, p) 
+ P—__—___ _ Po tt > Hr 
E + Epy(m?) Ray Stent 
(6.55) 


enn wir noch die Beziehung (6.35) verwenden, um in ST alle Glieder mit 
-Funktionen zusammenzufassen. 

ddieren wir jetzt beide Beziehungen (6.55) und gehen wir mit Hilfe von 
3.22), (3.30), (3.31) und (6.9) zu den Funktionen Dg w(H#, m?) und A,» (H?, m?) 
ber, so erhalten wir eine Dispersionsbeziehung, die jetzt direkt inter- 
ssierende GréBen verknipft, nimlich den hermitischen und antihermi- 
schen Teil der Amplitude fiir Vorwartsstreuung 


_Mm—p* 
VM? + p? fs 
| _ (E—E,y*? [ , SAyo(E’) 
1D. (E) = eg Siti Ve dE (i — 8) (b’ — By + 
(EZ —E,)"+3- j SA, o(E’) 
1h Gieeabs beak |— oo cr ee 
Mm—p* 
VM? + p? | 
g? (m?) SB(m?, p) g?(m?) SA (m?, p) 
ERE Ol bee ETA Wg 2, 6, 10": 6.56 
aero adeaacicad Gal ot gti aicapanpr? oat 
ir benutzten hier die Tatsache, daB wir im Bereich 
M me 2 
|Z| > pied 19 
VM + p? 


i welchem die Integration in (6.56) erfolgt, schreiben kénnen 


S}(E’, m?) = ST(E', m?) = 21 A,o(F’), 
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wo A,.(E) der antihermitische Teil der Streuamplitude ist, der in ( 
unbeobachtbaren Bereich mit Hilfe der oben durchgefiihrten Methode i 
gesetzt ist. AuBerdem werden wir, wenn dies nicht besonders erforder} 
ist, das Argument t = m? nicht mehr ausschreiben; so bedeutet z. B. je 
2 p? + m2 
VM? + p? 
die wirkliche Energie des Ein-Nukleonen-Zwischenzustandes. | 
Um die Dispersionsbeziehung (6.56) unmittelbar anwenden zu kénnen, 
es notig, sie von der Integration tiber negative Energien freizumachen v 
dann durch beobachtbare GréBen auszudriicken, wobei insbesondere | 
ins Polynom von £ eingehenden unbestimmten Konstanten c, zu eliminie 
sind. Dies kann einerseits durch die oben aufgestellten Symmetriebe: 
hungen (6.10) erreicht werden, wahrend andererseits die AusschlieBung | 
Konstanten durch eine einfache Subtraktionsmethode erfolgen kann. 
Bevor wir aber dazu tibergehen, machen wir die Voraussetzung, daB der 
der Zunahme des Polynoms in (6.56) gleich Eins ist 


n=l, (6, 


Ey = Ep(m?) = (6, 


Dies ist eine gewisse neue, Zusdtzliche Voraussetzung. In den Abschnitte 
und 5 haben wir uns schon in genau derselben Situation befunden, als | 
feststellten, daB wir den Grad der Zunahme der Matrixelemente im Unendlici 
vorgeben miissen, wenn wir nicht auf eine bestimmte Form der LAGRAN¢ 
Funktion Bezug nehmen wollen. Unsere Voraussetzung (6.58) befindet s 
nun einerseits in Ubereinstimmung mit den stérungstheoretischen Result 
| der pseudoskalaren Mesonen-Theorie und wird andererseits durch das | 
fahrungsmaterial nahegelegt: ein Polynom héheren Grades wiirde zu ei 
gréBeren als linearen Zunahme von D,,,.(H) mit der Energie fiihren, was ¢ 
Experimenten widerspricht. 

Gehen wir nun in den Symmetriebeziehungen (6.10) zu unserem Pe | 
Koordinatensystem iiber und wenden wir auf diese die Operation S | 
Symmetrisierung und Sie eae beziiglich e an, so folgt 


Se(1 + Poet) A, »(—E) = Ee(1 + Poo’) Aaa(E) 
Se(1 — Poo’) A,o(—E) = S-(1 — Poo’) Axw(£) 
Mell: = Poo’) A,o(—£) = Ae(1 ae Poo’) Ayw(E) 
We(1l — Pog) Anw(—EL) = —Ae(1l — Poo’) Axw(L). 
Die Symmetriebeziehungen fiir den hermitischen Teil D,..(£) sind anal 
(6.59), nur mit entgegengesetzten Vorzeichen. 
Wir benutzen jetzt die beiden Identitaten 
1 1 
(f — £)(H’ —#)* (—#’ — &) (— 2 — Z| | 
6. 
Kt i’ ( 
(0?) (BP wy) ME 2) Ce a 


% ‘yak 


(EZ — E,)? 


= 2 (EH? — RB?) 
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and 

(EB — B,) | “i ! z | 

| | (B= br) (EE) (HE — E(B) 7 (6.60) 
| ; 

t + 1 == P 1 

i 2E(E Ey)? (E’? — E?) (E'2— E?) 4K (E Ey) (E’2 it E?)2 


( 
und erhalten mittels der Symmetriebeziehung (6.59) aus (6.56) [wenn wir die 
aus den zweiten Gliedern der rechten Seite von (6.60) bei der Integraticn 
tiber E’ resultierenden Polynome in das Polynom ¢) + ¢,# einschlieBen|} 


co 


2 i FE €(1 sr Poe’) AgalE ) 
, — 2 7 : OF 
Se(1 + Poo)Daw (HZ) = — (HE? — B%) P i 1? — (BB 
a Mm— p? 
VM?+p 
Se(L + Poo’) B(m*, p) Se(l + Poo) A(m*, p) 
2 ? 
' +9 eg +94 E— Ey + ty) + FE; 


2 Ee(1— Poe) Aaw(E’) 
t pee Soak » Ye 20 a 
G1 — Poe) Deo(B) = Bt — HP | aE (f? — #8) (*_—B) * 


Mm—p? 
Vi? + p* 
Ee(1 — Poo’) B(m?, Ge(1 — Poo) A(m?, 
SiS Peed Biot 9), Coll — Peed) 2 
P Pp 


2 was, Keciigad ihm ah) AMeR") 
Pell + Poo) Daa(Z) = E(H* — Bi) P | ae (a? — BB) (B® — BR) f 


0 


Mm—pt 
Vir + p? 
Me(1 + Poo’) B(m’*, p) , Ue(L + Poo) A(m’, p) RE: 
+ 9 E ae E» a hee E Sa) 8 i C39 +€3) 5) 
2 ‘ i , E’Ue(1 — Poo’) Aagw(E’) 
Halt — Poy) DaolB) = (BBD P | AE Gy ee mH 
Mm—p* 
Viet p? 
Ae (1 — Poo) B(m?, p) A. (1 — Pog) A(m?*, p) 
2 7} + Cy) + C4, E 
ang E + Ep + 9 E —E, 40 41 


} Weiterhin lassen sich aus (6.34.1) und (6.34.2) fiir die GréBen A(t, p) und 
B(t, p) folgende Symmetriebeziehungen herleiten 


Ge(1 + Poo) B(m?, p) = —GEe(1 + Pog) A(m?, p) 
Se(1 — Poo’) B(m*, p) = Se(l — Poe) A(m®, p) 
We(1 + Poo’) B(m*, p) = Ae(l + Poo) A(m?, p) 
We(1 — Poo) Bm?, p) = -——We(l — Poo) A(m?, p), 
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welche in den Dispersionsbeziehungen die Glieder der beiden Ein-Nukleoner 
Zusténde zusammenzufassen gestatten. Die praktische Durchfiihrung mee 
mittels der Umformung 


1 1 ( E—£, 


2 
HEE, °F ach, ees See ae 


wo das auftretende Polynom wieder in unser allgemeines Polynom eir 
geschlossen werden kann. Fir die Summe und Differenz dieser Ausdriick 
kann wieder die Identitat (6.60) verwendet werden (mit HZ, an Stelle EZ’). | 
SchlieBlich erinnern wir daran, daB die auf den linken Seiten der Dispersioa| 
beziehungen stehenden symmetrisierten Kombinationen der Funktion D, . (Hi 
auch bestimmte Symmetrieeigenschaften beziiglich HZ besitzen: in der erste 
und letzten Beziehung steht links eine gerade Funktion von £, in der zweite 
und dritten eine ungerade. Es ist leicht zu sehen, daB diese Symmetric 
eigenschaften auch das zunachst willktirliche Polynom in £ besitzen mul 
d.h. in der ersten und letzten Beziehung kann nur eine willkiirliche Kor 
stante enthalten sein, wahrend in der zweiten und dritten nur ein in . 
lineares Glied stehen kann. 

Somit verbleibt in jeder der Dispersionsbeziehungen eine Konstante, d 
nicht experimentell bestimmt werden kann. Zu deren AusschluB verwendel 
wir eine Subtraktionsmethode. | 
Wir erinnern, da8 gemaB obiger Ableitung der Dispersionsbeziehungen dj 
Energie E, im wnbeobachtbaren Bereich liegen muB8, aber nicht im konti 
meter hee Spektrum. Wir wollen jetzt zu einer anderen fixierten Energie 
tbergehen, die im beobachtbaren Bereich liegt, und die zundchst verbleibende = 
willkirlichen Konstanten mit dem Realteil der Streuamplitude fiir dies 
bestimmte Energie £, verkniipfen. 
Wenn wir unsere Disporelone bonchurigen einmal fiir die Energie £, ei] 
zweites Mal fiir die Energie #, schreiben und dann im Falle der ersten u j 
letzten Dispersionsbeziehung direkt die Differenz bilden, im Falle der zweite 
und dritten Dispersionsbeziehung erst nach Multiplikation des fiir # 
erhaltenen Ausdrucks mit E/E); so stoBen wir nach einfacher Umformun| 
genau auf solche Ausdriicke, in denen an Stelle der Energie E, die nun i 
beobachtbaren Bereich liegende Energie EZ, steht, wiahrend aie? obigen will 
kirlichen Konstanten sich gerade Rerausheberl (wir schreiben wieder 
statt 5) 


Se(l + Poo) Daw(H) — Se(l + Poe) Daw(Ey) = 


co 


2 D) , E Se(1 + Poo) Authie 
LASS 2 Pe ey AP. aap 
— — (HE? — B?) Pp [ az ("? — BY) (WP? — By 


Mm—p* 
VM?+ p? 
(H? — EH?) Ey 
? ge — By (By ms Sell + Pee) Alm’ p), (6.61.1 


an ret 
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it 4 E 
Se(1 ee; Poo) Dro (Bb) — E. Se(1 hat Poo’) Daw (Eo) ais 
0 


zi sg Sell — Poe’) Ano (E’) 
) =—E EL? — EF? P dE’ € eo aw wig 
a ‘ J (E’? — B®) (B® — EB?) 

Mm—p?* 
VM?2+p? 

i E (E? — E?) 

— 2g? 0 dn ; 
| o (Bp — 8) (ER — B) Se(l — Poo) A(m’*, p), (6.61.2) 


E 
We(1 + Poe’) Daw (#) — E. We(l + Poe’) Daw (Lo) = 
0 


co 


2 We(1 + Poo) Aaw(L’) 
= — E(E? — BE?) P a a an 
Fe Ae! | a! G2 — By) (B® — BB) 
Mm—p? 
VM? +p? 
E (BE? — E?) 


— 29? 


(B3 — BY) (EE — BD Wel + Poo) A(m?, p), (6.61.3) 


We (1 a Poo’) Ds.o(£) ae (1 Neat Po’) Daw (Eo) = 


co 


2 EKA = Poy Ace (Ee) 
as, Ge i 2 , 5. 00 a \ = 
fe eperaar / qn — ye — By (BH? — BF) 

Mm—p* 
Vue ip? 
(E? — E>) Ey 


We(1 — Poo) A(m?, p). (6.61.4) 


—2g : 
(Ei, — E?) (Ep — Eo) 


iDie Dispersionsbeziehungen (6.61) enthalten weder eine Integration tber 
aegative Energien noch die unbestimmmte Konstanten, wahrend die Energie 
£, nun im beobachtbaren Gebiet liegt 


E, > Vm? + p?, (6.62) 


30 daB D,(E») experimentell bestimmt werden kann. Die Konstante gq” ist 
die Kopplungskonstante fiir reelle freie Nukleonen. Die GréBe A (m?, p) wird 
m Anhang berechnet. 

Aber in den Integralen tiber E’ in (6.61) verbleibt noch die Integration tiber 
jen Teil des unbeobachtbaren Bereichs, der zum kontinuierlichen Spektrum 
zehért. Wenn auch oben gezeigt worden war, daB der antihermitische Teil 
Jer Streuamplitude A,..(H) in diesem Gebiet durch analytische Fortsetzung 
aus dem beobachtbaren Bereich gewonnen werden kann, so ware eine solche 
Fortsetzung faktisch doch nur dann méglich, wenn wir fiir A,,.(H#) einen aus 
jer Theorie folgenden bekannten analytischen Ausdruck hatten und nicht 
Jie aus der Erfahrung nur mit beschrankter Genauigkeit gefundenen Zahlen- 
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werte. Darum wird man diesen Beitrag vernachlassigen und die Integratio 
(6.61) nicht von der abgeleiteten unteren Grenze, sondern von der Grenze ¢ 


beobachtbaren Bereichs Ym? + p? ab vornehmen. Wir bemerken nur, di 
fir Vorwartsstreuung, wo p = 0 ist, dieser Teil des Integrals nicht existie 
weil dann das kontinuierliche Spektrum nicht in den unbeobachtba 
Bereich fallt. 


VII. Untersuchung der analytischen Eigenschaften der Funktion S Ta 


Fir die im vorigen Abschnitt dargelegte Ableitung der Dispersionsbeziehun 
verbleibt die Nachpriifung der Behauptung, daB die Funktion Sf,.(Z, 
durch die Funktionen F, und F, mit den Eigenschaften (6.40, 41) in der For 
(6.39) dargestellt’ werden kann. Dazu ist es nétig, die analytischen Eige 
schaften der Funktion ST genauer zu untersuchen. | 
Wir stellen zunachst gewisse algebraische Beziehungen zusammen. Zu all¢ 
erst erinnern wir uns, da gem&8 (6.3) die Funktion 7,,, als FOURIE} 
Transformierte der Funktion F,.,(x) definiert ist, welche durch (3.2 
gegeben ist. | 
Wenn wir die darin auftretenden Matrixelemente zwischen Ein-Nukleone 
Zusténden durch die Vakuumerwartungswerte mit Hilfe von Vorav 
setzung 2.3 aus Abschnitt 2 ausdriicken oder einfacher die Formel (A. 4) dj 
Anhangs verwenden, so finden wir | 


Toa (2 a +P) O(p' —p + ps + py) = 


Gricweaees 
—_ Ss’ u i (p’2x, — 
= (2x)? ut (p ) [ eb U1 — DP Xyt Py Ts + De XX) dx, dx,dx,d 2, . 


62 ” : | 
. <0 ba) a1) [Je (3); ted > u*S(p). (7. 


Fiir den unter dem Integral stehenden V. akuumerwartungswert fiihren ¥ 


die Abkirzung ein | 
> — D(x,, Xo, X3, X,). (7, 


<i 


Wir beachten jetzt, da8 die FOURIER-Transformierte einer translation 
invarianten Funktion F(a, x, 23, x4) (wenn die Transformation fir die el 


zelnen Koordinaten unabhangig voneinander erfolgt) proportional ein 
6-Funktion ist, in deren Argument die Summe der Impulse steht. Fi 
weitere ist es zweckmaBig, in diesem Falle den durch (22)* geteilten Koe ‘| 
zventen dieser 6-Funktion als FOURIER-Transformierte F (Pi, Pos Ps, Pa) 


bezeichnen 


Sy (a) Op (a) [jo’ (23), re (%4)]- 


| F(x, iy 6 t)etMmat-+mmda ...da= | 
= (2 70)* 3 (py + +++ + py) F( py, :.., D4). a 


ven 
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Der Vergleich dieser Definition mit (7.1) zeigt, daB sich die uns interessierende 
Funktion 7T,.[(¢ + ')/2] durch die FOURIER-Transformierte von (7.2), 


Dir 2, P3, P,), ausdriicken 1aBt, falls 


! M—=P3 Pp=——P; P=; A= —F, (7.4) 
d.h. 
i ie (it a avet? ut®’ (p') D(p', —p, g', —9) u*S(p) (7.5) 
, 9 (27)8 > > > > MA 


wo 
py = VM +p; p= VM +p; p+ —p—q=0 (76) 
QQ = Vetter; P=Vq +t: 


Wir untersuchen jetzt im einzelnen die Abhangigkeit der Funktion 


1 5 
D (py, Pe, Ps, Ps) 


von ihren Argumenten. Die Ausfiihrung der Variationsableitung in (7.2) 
liefert 
i 


D(a 005%) = D> — Pow Pay) DO (ty 05 ty) (7.7) 


l<a<4 
0»: 


D® (a, ee 24) = << ee Ojo (24) 


Op (x) Op (Xs) 


(7.8) 
Oje(%4) O4o°(%3)| . 
De gy aa's = —— a 0»; 
Ls leg SHE 
und 
6 02 jo: : 
DO co Ha) 0 Orne Jo (Xq) > 2 
(7.9) 


0? jo’ (X3) 


pane ayess = ee dp (x) dy (2) 


A v7 
‘und P,, der Vertauschungsoperator fiir die Indizes 3 und 4 ist. 

Wir werden jetzt beriicksichtigen, daB in Ubereinstimmung mit (7.7) auch 
‘die Funktion D(p,, ..+) D4) in eine entsprechende Summe zerfallt. Es ist leicht 
'zu sehen, da& fiir die uns interessierenden Werte von 7, die (6.38) genigen, 
idie zwei letzten Glieder in dieser Summe keinen Beitrag zu yt hee D4) 
geben. 

Hin der Tat: die Entwicklung der Produkte nach dem vollstaéndigen System 
der Zustandsfunktionen und die Verwendung der in Abschnitt 4 gezeigten 
Tatsache, daB die Matrixelemente der Stréme zwischen dem Vakuum- und 
Ein- und Zwei-Mesonen-Zustinden verschwinden, ergibt unmittelbar, daB 
unter der Bedingung 


jo (4) 


pr, < (3m)? und p; < (3m)? (7.10) 
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gilt | 
D(p,, vee) Dy) = Dey (1 — Poe Pa) D™ (Dy, ---, Pa) (7.11 


a=1,2 


so daB nur noch die Untersuchung der analytischen Eigenschaften dé 
Funktionen D® und D® verbleibt. 

Diese Aufgabe erfordert eine tiefergehende mathematische aap 
die wesentlich die Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Veranderlich 
benutzt. Hier sollen nur die Resultate dieses rein mathematischen Teils i 
Form eines Theorems angegeben werden, das von einem der Verfasse 
(N. N. B.) bewiesen wurde. | 


Theorem: Gegeben seien vier Gruppen 
=F a a) 
translationsinvarianter verallgemeinerter Funktionen 
Ec aay 


die sich gemaB einer linearen endlich-dimensionalen Darstellung d 
LORENTZ-Gruppe?’) transformieren und die Eigenschaften besitzen 


F®) (a, ...,%) =0, wenn 2,<2, oder 2,<-2,, 

FO) (2,,...,%) =0, wenn 2,<2, oder 2,< 2, of 
FO) (a, ...,%) =0, wenn 2,<2, oder 2,< %, a: 
Fo (ane, a) =0, wenn 44%, oder 4X 2. 


AuBerdem mégen die gegebenen Funktionen den Bedingungen geniige: 


FY} (Dy -s+s Da) — FG (Oy > ) =O; 


wenn p< (M+m) und p? < (3m)?; | 
ane ae (7.1 
FY (p,, eeny Pa) Fs FO (p,, esey Ps) == 0, 

wenn p3<(M+m)? und pi < (3m)? 


und auch der Forderung 


Ff (Pi, ---,P4) =9, wenn (p, + ps)? < (M + m)? (7.1 
oder pi + p8< 0. | 


Dann lassen sich verallgemeinerte Funktionen ®,;(z,,..., 2532.) 4d 


reellen Veranderlichen zg angeben, die analytische Funktionen de 
komplexen Variablen z,, ..., z; sind mit den Eigenschaften: 


1) v bezeichnet die Komponenten dieser Darstellung. 
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(1) Die Funktionen ®, sind regular im Gebiet’) 
|z. — M?| <em?; |z%— M?| <em’, 
\zg—t*| <<om?; |z,—t*| <om’?; 


are ue 
aed | Rab ae ele a Lmizalos bh, 


(7.15) 


wo ¢ eine hinreichend kleine positive Zahl ist und die reelle GréBe t* der 
Ungleichung gentigt 


—V<1t* < m’, (7.16) 
in der V eine gewisse positive, willkiirliche, aber fixierte Zahl ist. 
(2) Es gilt 
Diss (245532923 Ze) = OF Went. 26. (Dh -+-m)?. (7.17) 
(3) Fir reelle p,, ..., pq mit 
Pi + Po + Ps + Py = 9 
und solche, daB die GréBen 
2 = Pi; % = 23s % = Ps 2% = P'S 
Z5 = (P, + Pe)?; 2% = (Pr + Ps)”, 


den Ungleichungen (7.15) geniigen, kénnen die Funktionen vg ds in 
Form einer Summe 


(7.15') 


FY) (Das occa? = Be ee Dien Aayeste aksnze) 
i (Pay +++) Pa) = 2, Pip -+- Pi, Po (My «+2 253 20 (7.18) 


wenn p+p>od 

mit einer endlichen Zahl von Gliedern w = w(q,,...,@,) dargestellt 

werden. 
Wir wollen jetzt dieses Theorem auf unsere vier Funktionen D@” und 
Poo P3,D%” anwenden. Dazu prifen wir zunichst, ob seine Bedingungen 
von der Funktion D® (a,, ..., x4) erfiillt werden. 
Wir setzen 

BRC. Re DE ee e,) 


und verwenden als Funktionen F,,, F,, und F,, die Ausdriicke 


Sg | 82a) Sie (#4)| 9 
Fo,(%1, eee’ %4) a a Oo’ (2X3) dy (Xe) aie 


LZ. | Bier (a) 62 (2) 
Broly +++» ¥) =\ 9 Sia) 50 (2a) 
DPS IEN CANO 
Faa(®p +++» %4) = — So b Pe (%3) 5 Po (x4) eg 


1) M/(m + M) kann durch einen Faktor ersetzt werden, der Werte bis 2 und sogar 
2,56 annehmen kann, s. FuBnote auf S. 217. 


ae 
0 7.19 
yh (7.19) 
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wo die Fermi-Stréme Q(x), Q(x) durch (3.4) gegeben sind. Es ist kla 
da& die so konstruierten Funktionen F,; translationsvariant sind und sitet 
wie Produkte von Spinoren transformieren. Angesichts der Kausalitats| 
bedingung (2.19) erkennen wir, daB die Eigenschaften (7.12) vorhande: 
sind. 

Der Nachweis der Erfiillung der Bedingungen (7.13) kann analog den Ube 
legungen erfolgen, die zur Formel (7.11) fihrten. 
Dagegen kann der Nachweis der Erfillung der Forderung (7.14) nicht il 
dieser Weise vorgenommen werden. Wegen des Vorhandenseins des Ein 


Nukleonen-Gliedes in dem Ausdruck fiir D®(a,, ..., X,), der wiederu n| 


unter Beriicksichtigung der Vollstandigkeit des Systems der Zustands| 
funktionen entwickelt wurde, kann die Forderung (7.14) nicht direkt erfill 


werden. Es ist aber leicht zu sehen, daB der.Ein-Nukleonen-Zustand aus: 
geschlossen wird, wenn wir die FOURIER-Transformierte D® (p,, ..., P4) mii 


[M? — (p, + pa)?] (7.20) 


multiplizieren. Da® die Bedingung (7.14) auch von den iibrigen Funktionen} 
(7.19) erfillt wird, kann ganz analog gezeigt werden. 
Auf diese Weise kann bewiesen werden, daB die Funktion 


2 | 
jae + (go +e) [DBs 2) 


Sines 


allen Bedingungen des Theorems geniigt. Folglich laBt sich fir solche Im| 
pulse, die den Bedingungen (7.15’), (7.15) geniigen, ihre FOURIER-Trans}| 


formierte in der Form darstellen i 


[307 — (p, ps)? ) D® (Pr, +++, D4) = 
= > Pi, -.. Di BaP}, «33 (Py +9)"), 
) wenn (p; + ps)? > (M-+m)? und pi + p> 0; 
| = 0, wenn (p, + 3)? <(M +m)? oder p?+ p?<0 (7.21) 
[letztere Gleichung folgt aus der Erfiillung von (7.14)]. 


Wenn wir jetzt zur Betrachtung der Funktion D® (x1, ...2%4) ibergehen, sd 


sehen wir, daB die Uberlegungen ganz analog verlaufen, nur bei gleichzeitiger| 
Vertauschung der Indizes 


1+>+2 und 3<>4., 
So erhalten wir eine zu (7.21) analoge Darstellung fir die Funktion 


[M? — (p, + ps)?] D® (p,, ..., D4) (7.22) 


Ganz analog kann man auch bei den iibrigen Gliedern in (7.11) vorgehen und} 
entsprechende Darstellungen fiir 


[BP (py D4)*) Pek Poy Dw (Dyps'ss5 WM) (7.23) 
[M* — (p, + p4)*) Poo Py, D® (Pi, teey Dalia = (7.24)| 


erhalten. 
+ oa , 


Probleme der Theorie der Dispersionsbeziehungen 231 


Wir setzen nun fir die Variablen p,, ..., p, die uns interessierenden Werte 
(7.4) ein, wobei die Vektoren p’,..., —q in unserem speziellen Koordinaten- 
system (6.11) durch die Formeln (6.12), (6.13) gegeben sind. Dann folgt 


p= p? = M*; pi = p= M?; p=? = 1 ="; 
p= Par =e; (py, + py) = (p’ — p) = —4p?; 

(pr + ps)? =(p +7) = 1 + 2E VM? + pt + M? + 2p?; 
Pi + Pi = VM? + p* + E; 

(py + p4)? = (pP' — 9g)? =t—2E YM? + p® + M? + 2p?; 
PY + pl =p” —g = VM? + p? —#. 


(7.25) 


Wenn die Ausdriicke (7.25) in die Ungleichungen des Theorems eingesetzt 
werden, so sehen wir aus (7.14), daf8 die Funktionen (7.22) und (7.24) 
fiir die uns interessierenden Impulswerte verschwinden. 

Insgesamt erhalten wir dann folgende Darstellung der FOURIER-Trans- 


formierten D(p,, -.+, ~,) der Funktion D(a, ..., 24) 
: 1 1 
Dips 2 Ba) ~ 2) MP + pe E,(t) +E : 
-> Pi, (M?, M?, t,t, —4p?; t+ 2E VM? + p? + M2 + 2p) + 
2 | 1 i (7.26) 
2V M2 + p? Ep(t)—E 
-> Pi, Di, (M2, M2, t,t, —4p?; t—2E VM? + p?4+ M?+ 2p?) 


mit 
Oo eee OC Tit ES 2) 
; (7.27) 
DCs. = 00 fir cE > 2, (cz) 
wenn 
—V<r<(l+o)m (Imt=0) und Pra m2, (7.28) 


M+tm™ 


P.,, und P{, sind Polynome in den Impulskomponenten, wihrend @,, und 
@;, analytische Funktionen in den ersten fiinf Argumenten sind, regular im 
Bereich 


p< Wo ait —V < Retr < (1+) m?; |Imt| <om? (7.29) 
and verallgemeinerte Funktionen beziiglich des sechsten Arguments. AuBer- 
dem ist zu beachten, daB wir bei der Ableitung von (7.26) die Ausdriicke 
(7.21) und (7.23) durch (Zp + £) dividiert haben. Daher ist die Darstellung 
| (7.26) offenbar nur richtig fiir 


E++£,(t). (7.30) 


i 
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Unter der Bedingung (7.30) aber fallt die Funktion 7(H, rt) mit f(Zz, 
zusammen [vgl. (6.35)]. Folglich erhalten wir beim Einsetzen der Darstellu 
(7.26) in (7.5) nicht die Funktion 7',,.(#, t), sondern die Funktion f,(Z, : 


Im folgenden schreiben wir nicht mehr die fiir uns uninteressante Abhingi 
keit von M? und p? aus und bezeichnen?*) 


ra sue (D') D) PaDa (...; § + M* + 2p?) ut (p) 


F = Fé, 5) oe 

2VM* + p* (Ep(t) + B) ; em! 

— Sut (pl) S Po, (...5 + MP + 2p?) uw (p) | 
pak a RE Sig Pi A IN a a os 


2M? + p? (Ep(t) — E) 


Dann kommen wir zum endgiiltigen Resultat, daB 
die Funktion S/,..(H, t) unter der Bedingung (7.28) dargestellt werd; 
kann in der Form 


Sfao(E,t) =F,(2E VM? + p? 4+ 131) 4+ F,(—2B VM? + pt +c;7} 
(7-45 
wo die F;(£; t) analytische Funktionen der Veranderlichen t im Bereii 


(7.29) und verallgemeinerte Funktionen der reellen Verainderlichen: 
sind mit der Eigenschaft : 


Fi(é;t)=0 fir &€<2Mm +m? —2p?. (7.3 


Somit ist die Darstellung (6.39) begriindet, die wir im letzten Abschnitt 
der Ableitung der Dispersionsbeziehungen benutzten. 


VU. Die physikalischen Dispersionsbezichungen 


Die in Abschnitt 6 abgeleiteten Dispersionsbeziehungen verkniipften d 
Funktionen D(#) und A(£), die aber nicht skalare Funktionen, sonde4 
» Funktional-Matrizen‘“ im Spin- und Isotopenspin-Raum sind. Darum en 
halten diese Beziehungen den Zusammenhang zwischen dem Imaginar- ul] 
Realteil der Streuamplitude fiir alle méglichen Prozesse. Es ist jedoch zwect 
maBiger, diese Amplitude durch solche zu ersetzen, die direkt die einzeln 
physikalischen Prozesse beschreiben. | 
Dazu beachten wir, da es beziiglich der Ladungscharakteristik 10 vad 
schiedene Prozesse (einschlieBlich dem des Ladungsaustausches) fiir die d 
Mesonenarten x*, 2°, m- an den beiden Nukleonen p und » gibt. AuBerde 
kann jeder dieser Prozesse mit einer Umkehrung des Nukleonenspins ve 
bunden sein (Spin-Flip-Prozesse), so daB die Zah] der Amplituden sich nos 
verdoppelt. Wir stellen alle méglichen Streuprozesse von z-Mesonen an 


1) Die Symmetrieoperation ist hier deshalb notig, weil die Polynome Py und Pi A 
der ersten Ordnung enthalten und darum nicht analytisch von t abhangen kénni 


[vgl. (6.18)]. eka 
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_kleonen in der folgenden Tabelle zusammen, charakterisiert nach dem Iso- 
_ topenspin: 


Prozesse I, I 
i mt + p—->»nt + p 3/2 Reiner Zustand mit I = 3/2 
2 mw? + p—>n° + p 1/2 | Superponierter Zustand mit J =1/2 und 
3. w+ p—>nt +n I = 3/2. Die Prozesse erfolgen in zwei 
4 at + n—->2® + p Kanialen: ,,elastisch“* und ,,mit Ladungs- 
5 mt+t+n—>at+n austausch*‘. Moglicher Zwischenzustand: 
Proton. 
6. x +p—->n- +p —1/2| Wie fiir 2 bis 5, nur mit Neutron als méglichem 
10 a +p—n® +n Zwischenzustand 
8 nm t+tn—>n- +p 
9 nr? t+n—>n® +n 


10. na +n—n-tn | —3/2| Reiner Zustand mit I = 3/2 


Wenn wir aber die im Vergleich zur mesischen schwache elektromagnetische 
Wechselwirkung vernachlassigen), dann belauft sich die Zah] der wirklich 
verschiedenen Amplituden insgesamt auf vier. 

In der Tat kénnen wir unter Beriicksichtigung der Ladungssymmetrie der 
Kernkrafte die Amplituden fiir die Prozesse 1 und 10 und entsprechend die 
| fir die Gruppen 2—5 und 6—9 einzeln gleichsetzen, welche auseinander fol- 
gen bei gleichzeitiger Ersetzung 


wre, Re und | pn 


AuBerdem sind die Amplituden der Reaktionen 3 und 4 und 7 und 8 paar- 
weise verbunden durch das Prinzip des detaillierten Gleichgewichts. 

Eine weitere Verminderung der Zahl der linear unabhaingigen Amplituden ist 
durch die Forderung nach allgemeiner Invarianz gegentiber Drehungen im 
Isotopenspin-Raum gegeben (Ladungsunabhingigkeit der Kernkrifte). 

! Dazu ist es am einfachsten, in folgender Weise vorzugehen: Wir bilden die 
 Isotopenspin-Funktionen des Meson-Nukleon-Systems durch Multiplikation 
der Ausgangsfunktionen von Meson und Nukleon und erhalten Funktionen 
! im 6-dimensionalen Raum, der als direktes Produkt der Isotopenspin-Raume 
des Mesons und Nukleons gebildet ist. Eine solche Darstellung zerfallt aber 
in eine direkte Summe irreduzibler vierreihiger und zweireihiger Dar- 
' stellungen, die zum Gesamtisotopenspin 3/2 und 1/2 gehéren. Die Invarianz 
' gegeniiber Drehungen im Isotopenspin-Raum verlangt nun, da8 die Streu- 
| amplituden nur vom Wert des Gesamtisotopenspins abhangen. Darum lassen 
' sich alle der oben abgezahlten 10 Prozesse durch zwei linear unabhangige 
Amplituden ausdriicken, fiir die wir die Streuamplituden im Zustand mit 


1) Wir bemerken, daB wir schon frither die elektromagnetische Wechselwirkung ver- 
nachlassigt haben und daB wir bei der Betrachtung des gesamten Systems der Zwischen- 
zustinde den Zustand Nukleon + Photon nicht beriicksichtigten, sondern uns nur auf 
starke Wechselwirkung beschrankten. 

18 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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J =3/2 und I =1/2 wiahlen. Die Koeffizienten dieser linearen Komb 
nationen sind Produkte der bekannten Clebsch-Gordan-Koeffizienten. ) 
Offenbar sind umgekehrt auch zwei Prozesse ausreichend, um die Strev 
amplituden in den Zustaénden J = 3/2 und. J = 1/2 


fitin und T:), | 


durch die Amplituden physikalischer Prozesse auszudriicken. Wir nehmen al 
diese die Prozesse 1 und 6 / 


a*++p>at+p und zw +p >on +p 


die einzigen, die experimentell einigermaBen gut untersucht worden sind, un: 
bezeichnen sie mit 
fs “ind, 7 


Weil der Prozess 1 sich auf einen reinen Zustand mit I = 3/2 bezieht, so is 
ganz klar, daB / 


T, =), (8.4 


Die Amplitude 7'_ stellt dagegen eine Superposition dar 
2 1 
Bs a 3 ft -L 3 oer (8.2 


Die Bestimmung der Isotopenspinstruktur der Matrixelemente erfolgt mittel 
Invarianziiberlegungen. In unserem Falle haben wir zwei Isotopenspi 
Vektoren, die die beiden Teilchen, Nukleon und z-Meson, beschreiben. A 
diesen kénnen wir nur einen einzigen Isotopenspin-Skalar bilden, namlic 
das skalare Produkt. Ein zweiter Skalar ist die Isotopenspin-Einheitsmatri! 
Ooo’ O11’. Beliebige andere Kombinationen dieser Vektoren kénnen auf die: : 
zuruckgefiihrt werden. Darum ist 


t | 
/ gee =i Ooo’ One’ = (w Te esp.’ B (8. 


wo A und B skalare Amplituden sind. In dieser Formel bezeichnen r unt 
w die Matrixvektoren des Isotopenspins des Nukleons und Mesons, f, oun 
t’, 9’ sind die Isotopenspin-Indizes. 

Um A und B mit der obigen Definition fir 7, und T_ zu verkniipfen 
berechnen wir den Eigenwert des Operators wt. Dazu fiihren wir de} 
Gesamtisotopenspin-Vektor @ ein, so daB 


2 
or=2—o— (5) oe 


Lee 11 
=9@+)-104—F(5 +1) =9041—4 


woraus zu ersehen ist, dafS der Kigenwert von wt gleich 1 ist im Zustand 
|3/2> und gleich —2 im Zustand |1/2>. Darum folgt aus (8.3) : 
T's), == 45 —= iB und Ts), == a 2, Be (8. 


Ks ist aber zu beachten, daB wir zunachst die Normierung der Strenampli 
tuden nicht so vorgenommen haben, daf sie mit der wblichen Beziehun 
a yee 7 
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1.17) tibereinstimmt. Es zeigt sich, daB an Stelle von (8.4) zu schreiben ist 


T's), => 277(A i B) und T), => 27?(A + 2B) (8.5) 
Yann folgt aus (8.1), (8.2) und (8.5) 
ALRITE ally sat ppttpes ony 


ls ist leicht zu zeigen, da8 der Isotopenspin-Vektor des Mesons w in der Form 
eschrieben werden kann 


ew é 
Woo’ — VEoo’ oe” 


il folglich 


; e 1 
(w T)o’e = — Eo’ e09” ~e = — yy [Te’, Tele (8.7) 


vas den Vektor w zu eliminieren gestattet. Mit Hilfe von (8.6), (8.7) und 
8.3) finden wir 


ret 
Tr, = by 


1 
© 472 Deine) 872 be, tel- (2 P): (8.8) 
Ys verbleibt noch die Abhangigkeit vom gewohnlichen Spin des Nukleons zu 
intersuchen, was wir ebenfalls mit Hilfe von Invarianztiberlegungen vor- 
tehmen. Es ist klar, daB Tet in zwei Glieder zerlegt werden kann, von denen 
las eine von o unabhiangig ist und das andere 6 enthalt. Eine héhere Potenz 
‘ann angesichts der bekannten Eigenschaften des Vektors 6 nicht auftreten. 
Jm einen Skalar zu erhalten, ist es nétig, 6 mit einem beliebigen axialen 
Jektor zu multiplizieren, der aus den vorhandenen Vektoren p und je aber 
tur in der einzig méglichen Weise gebildet werden kann gemaB 


In eH gq. 
Somit erscheint die Abhangigkeit in der Form 
T= 6 Te Lilopley.Te,- (8.9) 


Wenn wir die Ergebnisse unserer Untersuchung beziiglich der Beschaffenheit 
ler Streuamplituden im Isotopenspin- und Spinraum zusammenfassen 
(8.8) und (8.9)], so finden wir 


1 
t 
Be hued ree 54's 5o'9 O11 (T + TO) — 


1 : 
— ga Se alter Fel ere (TO — TO) + 


a 
Fe3 (OPAe)y Sede TH + TO) — 
a 
82 
iis ist leicht zu sehen, daB jedes dieser vier Glieder, deren Summe 7'*t ergibt, 
yerschiedene Symmetrieeigenschaften beziiglich des raumlichen und iso- 
8° 


(8.10) 
ob 


(GpAe) oo [Te", Tol-v'e (TY? — TM). 
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topischen Spins besitzt. Aber weil in die Dispersionsbeziehungen (6.61) dl 
nicht direkt eingeht, sondern nur in symmetrisierter und antisymmetrisie 
Kombination beziiglich g, 9’ und e, so geht in jede der vier Beziehun 
(6.61) nur ein Glied aus der Summe (8.10) ein. 

Weiterhin ist zur Einsetzung in die Dispersionsbeziehungen die Trenn 
der hermitischen und antihermitischen Teile notig. Dazu genigt es, 1? 
den hermitischen und antihermitischen Teil aufzuspalten 


T) = DP +iAQ. 

In der Tat: die Ausfiithrung der hermitischen Konjugation besteht fir un 

der Bildung des Komplex-Konjugierten bei gleichzeitiger Ersetzung 
(Dae 4 D8 o 0; ip eerie tt. 


Es ist daher leicht zu sehen, daB erstens die Symmetrieoperation beziigl 
0,0’ und e mit der hermitischen Konjugation kommutiert und daB zweite 
alle auftretenden Matrix-Faktoren bei der hermitischen Konjugation in 4 
selbst tibergehen. 
Fiihrt man die obigen Uberlegungen aus, so erhalt man bei Verwendunal 
Resultate des Anhangs die Dispersionsbeziehungen fiir geladene Mesone 

der endgiiltigen Form 


DO(E) -+ D© (BE) — DO (Hy) — D(Ey) = 


2 , E' {A®(E") + A (E" 
i fag en aa / os = — B) pe gy | 
MnP" (8.1 
Vit pi | 
an: (Et — Bi) Bp 
M? + p* (Bp — BY) (Bp — Bi) 


DO (B) — D(B) — | (DO(B,) — D(H,)) = 
0 


AME ee AOE) 
(Ei? —H?).(E — Eo) (8.14 


= 9 m)P i dE’ 
Mm—p’ 
Vutrt p 
M (E? — BE?) EE, 

20° a + pt (EB) (HB 


+ 


DW (B) + DO(B) — (DY (By) + DOH) = 
0 


AQ (E') + AM (EH) 
(H’2 — EB?) (’? — EB) (8.11 


D) fo) 
= — KH (EH? — E?)P / ak’ 
U 
Mm—p* 
E 2 — fk 
2g2 Skee 
129 pt (yy (EPA any a 
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D&(#) — D(H) — D(H.) + D® (Bp) = 


2 r ’ ¢ 4Q)( FR’) — AQ) (#’ 
{ se weet Ee app VAaLE) A) (E’)} 


(H’* — H?) (H" — E;) 


| ress (8.11.4) 
| Vite pt 
E EB? — EB? 


2 P 
+29" Te + p* (HS — BY) (HR — B3) 

Wir bemerken, daB -in jede Dispersionsbeziehung fir geladene Mesonen 
die Summe oder Differenz des Imaginarteils bzw. des Realteils der Streu- 
amplitude fiir Mesonen entgegengesetzter Ladung eingeht. Dies folgt 
aus der Symmetrisierung, die wir friiher vornahmen, um die Integration 
liber negative Energien zu vermeiden, und deren Wesen darin besteht, daB 
an Stelle der zu negativen Energien gehérenden Streuamplitude nun notwen- 
dig die Streuamplitude fir Antiteilchen eingeht. 

Bei der Streuung neutraler Mesonen, wo die Ladungskonjugation nicht zur 
Vermischung mit neuen Teilchen fahrt, tritt diese Komplikation natirlich 
nicht auf, und die Dispersionsbeziehungen vereinfachen sich dement- 
sprechend. Wenn wir in der allgemeinen Ausgangsformel (8.3) 9@ =@ =3 
setzen, so erhalten wir nach einfachen Umformungen 


D(H) — D®(E.) = 


2 BE’ A)(B') 
ae 2 Fe lire ae we ee 
=—(B—E)P | a8 Gay (pt — mT 
OES (8.12.1) 
VM + p? 
ae ME, _ (B? — E>) 
1 + p* (Bp — B) (Ep — Bh)’ 
Do) (H) — FDP (Ba) = 
0 
2 beinshisr AQ)(E’) | 
ae, ne 2 , 0 
Mn— p’ 
Vite p' 
1 E (EH? — E}) 


2 = 
TO 32 + p? (E3 — B) (ER — B) 


Diese Beziehungen kénnen leicht auf den Fall der reinen Vorwartsstreuung 
spezialisiert werden, wobei in unserem Koordinatensystem p = 0 zu setzen 
ist und folglich Hp, = m?/2M wird. Die Dispersionsbeziehungen in der so 
spezialisierten Form besitzen zwei ganz konkrete Vorziige: in ihnen tritt 
nicht mehr die Integration tiber den unphysikalischen Energiebereich auf und 
auBerdem ist nach dem optischen Theorem der Imaginarteil der Streu- 
amplitude proportional dem totalen Wirkungsquerschnitt, was den Vergleich 
mit der Erfahrung auBerordentlich vereinfacht. 
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Anhang 


Es wird nun die explizite Berechnung der Beitrige der Ein-Nukleoni 
Zusténde geméi8 den Summen (6.34) vorgenommen. Dazu geniigt es, 1 
einen von beiden zu berechnen, z. B. den zweiten 


4 (t) 
2 A(t = (27)3 11 — Ep aes | Wee 


- 3 <—B, 8 |j0(0)| —Ae, 8” <—Ae, 8” je(0)| P, S>|z= zp (AI 
2 


weil die erste Summe g?(t) B(t, p) leicht durch die zweite ausgedrii¢ 
werden kann [B(t, p) = —Poo PeA(t, p), wobei der Operator P, e dur 
—e ersetzt]. | 
Wir betrachten zunachst das Matrixelement des Stroms zwischen zwei Ej 
Nukleonen-Zustaénden | 


<p’, 8” |jo(0)| p, S>. 


Angesichts der Translationsinvarianz und der Definition der Stréme ( j 


kann 
és 


et—7")2 Lp", 8 15,(0)| p, 8) =i Cp”, 8” | oS 


P, 8» 
geschrieben werden. Wenn wir hier von der Variationsableitung beziiglil 
Yo(x) zu der beziiglich ~2(q) tibergehen, wo ¢,(q) die FOuURIER-Transformie}| 
fir willkirliche q ist | 


ius | 
Po(%) = al et? polaida, (Ad 
so stoBen wir auf die Formel?) 

6s 
iC on Ss 
ad 6 Pe(9 

Weiter beachten wir, daB gem&B 2.3 aus Abschnitt 2 fiir einen allgemein | 
Operator B die Umformung gilt 
<p", S”’ | Bl p, S> = 
—1 —.,_,. [ Brats 
on) urs” (p | AX, dx, et?" % — PX) 40 | 


x 


|p. 3 = <p", 8” |fe(0)| p, S> 8a +p —9"). (Al 
| Ze 


&B 
bp (2) Oy (x2) 


0 ut s( ‘ 


( a 


Gehen wir jetzt noch von den Variationsableitungen beziiglich (x) ull 
y (x) zu den Variationsableitungen beziiglich y(p) und p(p) iiber, so erhalti 
wir schlieBlich Ausdriicke, in denen die Ein-Nukleonen-Matrixelemente d 
Stréme auf die Vakuumerwartungswerte der dritten Variationsableitung d 


1) Wir bemerken, da8 diese Rechnung nur unter der Voraussetzung t < — p? dull 
fihrbar ist. ity ae 


we pes 
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‘Streumatrix zuriickgefiihrt sind 
<p", 8" |ie(0)| , 8) 6g + Pp —P") = 


= —27i(22)* © uz (p” eis ae. a oenee gan <t ~ Bed 
( 2 v (Pp < Sauter op Oeile) DPA (P)!(A.5) 
p=VI tp; pe =) Pp. 


Wir betrachten nun das Matrixelement der dritten Variationsableitung 
! genauer. Man iiberlegt sich leicht, da8 der allgemeinste Ausdruck, der die 
Forderung nach Translations-, LORENTZ- (einschlieBlich Spiegelung) und 
. Isotopenspin-Invarianz erfillt, der folgende ist 


- 8 
SN Opa (p"") bp0(9) Syalp) 
=d(p+q—¢’) » [ip y)y5(py)*lva Tit Iw, , (D?, p'’®, g?), (A.6) 


®,@,=0, 


J 


>- 


WO hy, w,(p?, p’’?, g?) willkiirliche skalare Funktionen sind, die nur von den 
drei vierdimensionalen Quadraten p?, p’’? und q? abhangen. 

Wir beachten jetzt, daB das Matrixelement auf der linken Seite nur sein 
-Vorzeichen andert, wenn wir den D1RAC-konjugierten Ausdruck bilden und p 
und p” vertauschen. Nimmt man dieselbe Operation auf der rechten Seite 
vor, so ergeben sich folgende hermitische Eigenschaften fiir die skalare 
Funktion ha, o, 


hee (Pps g) = hee? 2.92.9") (A.7) 


| Wir interessieren uns sogleich fiir den Fall, wo die Impulse p und p” zu 
reellen Ein-Nukleonen-Zustanden gehoren, d. h. wo 


Pp = M2; p’2?= M 
oe ents : (A.8) 
urS"( pp") [yp —M]=0; (yp—M) u*(p) =0 , 
gilt. Weiter fiihren wir die Bezeichnung 
. (220)* 2 2 
g(q*) =2 res > MY M*the,o,(M?, M’, 7’) (A.9) 
TT 1,02 = 0,1 


ein, wobei aus (A.7) ersichtlich ist, daB dieser Ausdruck reell ist. 

Dann ergibt sich, da8 sich der Vakuumerwartungswert der dritten Variations- 
| ableitung (A.6), wenn er zwischen zwei Spinoramplituden steht, die der 
| Dirac-Gleichung geniigen, in der Form schreiben laBt 


Ko 


Damit wird der Ausdruck (A.5) fiir das Matrixelement des Stromes 


V42 


<p’, 8” |jo(0)| p, S>=— on g(q2) utS"(p’) ysreutS(p). (A.11) 


dy(p") Feat op(p) > oi Sane Perea g) Og tb Pi ds (4.19) 
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Wir setzen nun den Ausdruck (A.11) fir das Matrixelement in die Sumn 
(A.1) ein. Im zweiten Matrixelement ist 


p”’ a — Ap (t) é, 


wenn wir mit Ap(t) den Wert von A fir H = Hy(t) bezeichnen. Angesich 
(6.18) und (6.26) ist nun 


/_2 a2 4 M*(—t — p?) 

= A.1) 
del) Sf ora antes * as | 
so da / 
28 oe | 
pp deck Glin (A.1i 
9 Vie + p? | 

Aus der 6-Funktion in (A.10) folgt nun 
g=q—q=t (A.1 


werden mit dem gleichen Ergebnis (A. 14). 
Somit kann mit Hilfe des Ausdrucks (A.11) fiir das Matrixelement d 
Stromes tatsachlich in der Summe (A.1) der Faktor 


g* (t) | 
abgespalten werden, wahrend die Funktion A(t, p) durch den Ausdruc¢ 
gegeben ist ; : 

Ate, p) Pe (ey Se 
2707 Vi? + p? 
ut (—p) 75 ut?” (—Ap(t) e) - u**” (—Ap(t) €) ys ut *(p), 


sg” 


wo wir den Spin-Isotopenspin-Index S in den Spinindex s und Isotopenspii 
Index ¢ zerlegt und die Isotopenspin-Matrizen vor die Summe tber die Spii 
zustande gezogen haben. 
Fihrt man in (A.15) die Summation iiber die Spinzustinde aus, so ergil 
sich nach etwas Rechnung der endgiiltige Ausdruck 
(wT? tire 1 M(t +2p*) | 2tAp(t) (pedys) 
AGP — oa a | Oy pe tp fA 
Aus der Form des Ausdrucks (A. 16) ist unmittelbar ersichtlich, daB S.A (r, ] 
eine analytische Funktion von t in der gesamten komplexen Ebene ist; na 
Anwendung der Operation ©, auf (A.16) verbleibt nur das erste Glied, di 
linear von t abhiingt, wihrend nach Anwendung von W%. nur das dur¢| 
A geteilte zweite Glied verbleibt, das dann gar nicht von t abhangt. 
Somit haben wir fiir den Fall t << —p? die Formel (6.34) abgeleitet und 
notwendigen Kigenschaften von A(t, p) bzw. B(t, p) gezeigt. 


*) Wir betonen noch einmal, da8 die réumlichen Komponenten des Vektors p” (u 
folglich die von q) nur fir positive A? reell sind, d. h. alle unsere Betrachtungen si : 
zunachst nur fiir + < —p?* richtig. baht | 


. . ‘cat 
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Pir den wirklichen Fall + = m? ist die Durchfiihrung der obigen Uberlegung 
offenbar unméglich. Wie schon betont, wiirde dann der Vektor —/e imaginar 
om eine Auswertung des Vakuumerwartungswertes der Variationsableitung 
itter Ordnung unméglich werden. Dieser Punkt der Ableitung der Disper- 
msbeziehungen bereitet uns nun keine Schwierigkeit: im Abschnitt 6 
weigten wir das analytische Verhalten der Funktion g?(t) im Bereich (6.40), 
welcher den fiir uns notigen Wert t =m? einschlieBt. Aber im Hinblick auf die 
ay sikalische Bedeutung der Konstanten g?(m?) ware es wiinschenswert, die 
Realitat der Funktion g(t) nicht nur fiir solche t nachzuweisen, die (6.23) 
geniigen, sondern auch fir + = m?. 
Bes. beachten wir, daB wir das Matrixelement des Stroms mit Hilfe unserer 
fiblichen Technik in der Form schreiben kénnen 


p’, 8’ \7.(0)| p, S> = 


x 
= ane tw) | ayery C020) p,9 >; pe = ype IA, 


{2 a” ba (Y) 
(A.17) 


ir betrachten die Funktion 


| 5j,(0) | we OB Nhat ang 
Pr ae ee = 16. 0 | | 8 8 (AS 
ae(¥) ela. (y) ? a Fi bya(y) \dGo(0) « ye 
mit der FOURIER-Transformierten 

Pep"; p, 8) = fe?’ Fac (y) dy, (A. 19) 


welche proportional dem uns interessierenden Matrixelement (A.17) ist, und 
whnlich wie im Abschnitt 7 die Hilfsfunktion 

g | ose (Y)) 
° 597010) 
Zeichen ' und #4" weisen At hin, daB ae der Kausalitats- 


bedingung 


jer (y) = (A.20) 


Fi (y) =0. fa 2<0 oder <0 
o(y)=9 fir y~<90 o y (A.21) 


Fe’ (y) =0 fir y2<0 oder y>0. 


log dem Vorgehen im Abschnitt 7 kann die Differenz dieser Funktionen 
der Form dargestellt werden 


PE (y) — FS (y) = 4+ Ol [Qa(y), jo(0)]-| Pp, S> = 
—i ¥ [ dk (0 |jq(0)| nky (len |Qz(y)| p, S> + 


(A. 22) 
+ 4 [dk (0|Q,(y)| kny (ken|jo(0)| p, 8> = 


= F1(y) + F?(y). 
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Wir untersuchen einzeln die FOURIER-Transformierten der beiden Glie 
der rechten Seite in (A.22). Unter Verwendung der Translationsinvaria: 
erhalten wir fiir die erste FOURIER-Transformierte 


F\(p";p, 8) = —id [dk <0|4.(0)| kn> <kn|2,(0)| p, Sy fetes k—p)u dy 


= —(2m)i X [dk 6(p" + ky — p) (0 |j0(0)| ken> <ken [25 (0)| p, 8), 


wobei gem&B iiblicher Argumentation | 
kg >0, kk > (8m)? 
Somit ist die FOURIER-Transformierte #1 des ersten Gliedes nur fiir sole! 
Werte p’”’ von Null verschieden, die der Ungleichung geniigen 
po —p > 0 und (p—p')* > (3m)? 
Analog 148t sich fiir die FOURIER-Transformierte des zweiten Gliedes | 
(A. 22) zeigen, daB sie von Null nur verschieden ist unter der Bedingung _ 
pr’ >0 und p'? > (M +m)? | 
Damit ist gezeigt, daB die FOURIER-Transformierte der Differenz (A.22) d 
Kigenschaft hat 

Fret(p/’) — Feav(p') = 0 (A. 

falls gleichzeitig die Ungleichungen erfillt sind 
po pt <50 oder (pp) <aom)* | 
und (A. 7 
po’ <0 oder p’2< (M +m)? | 
Diese Ungleichungen sind sicherlich erfillt, wenn die gleichzeitige Erfillu; 


von | 
p’' > p® oder —3m + p< p”’ <3m + p® 
und (A. 


p’’ <0 oder —(M +m) < p”’ <(M4+m) 


| 
i 
gewihrleistet ist, was offenbar auf die Forderung hinauslauft, daB p”’ i 
Intervall liegen muB | 
pf 8m pre Mom, (A. 


Somit hat also die FOURIER-Transformierte von (A.22) die Eigensch 

(A.23), wenn nur p”’ (A.26) geniigt. Daher kann jetzt der folgende Sa 
benutzt werden, dessen Richtigkeit aus Uberlegungen folgt, die von ein 
der Verfasser (N. N. B.) beim allgemeinen Beweis des im Abschnitt 7 v¢ 
wendeten Theorems durchgefiihrt wurden: wenn die Differenz der FOURIE 
‘Transformierten einer retardierten und advancierten Funktion, d.|| 
zweier Funktionen, die der Bedingung (A.21) geniigen, in einem gewiss: 
Intervall | 


a<p” <p cr bis (A.§ 


Taf 
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der zeitlichen Impulskomponente verschwindet, dann existiert eine ana- 
lytische Funktion F(q) des komplexen Vierervektors g, regulir im Bereich 


die derart beschaffen ist, daB fiir reelle g = p’’ aus diesem Bereich 


|Im q| < (A.28) 


F(p") = Fret(p'’) = Feev(p'’). 


Bei Anwendung auf unseren Fall ist das Intervall (A.27) durch das Intervall 


(A.26) zu ersetzen, und der Regularitatsbereich von F(q) ist durch die 
Ungleichung bestimmt 


7 + 4M?(—t — p®)| 
im ) que +p) | ~ 
(eosin WLM ep (VIP pte ey 
m|/(; /i—p 2 +m) — ea wo ieetienle os 


(A. 29) 


wo wir die Werte (A.12), (A.13) fiir die Komponenten des Vierervektors 
p’ benutzten. Fir solche Werte von 1, die der Ungleichung (6.23) gentugen, 
ist die Wurzel der linken Seite (A.29) reell, so daB solche t im analytischen 


Bereich der Funktion F(p’’) liegen. Wir zeigen, daB F(p’’) analytisch ist fiir 
Werte von t im Intervall 


—m <1 < m? (A. 30) 


einschlieBlich des Wertes t = m?. 


- Dazu beachten wir, daB sich der unter der Wurzel stehende Ausdruck der 


rechten Seite (A.29) in der Form schreiben laBt 


at (pop eA Moe Ps M2 (sm — e), 
2) M* + p* 2M? + p? 


{ woraus unter Beriicksichtigung der Ungleichungen (A. 30) und (6.42) folgt, 
die die Werte von t und p? beschranken, da8 das Quadrat der rechten Seite 


(A.29) gréBer ist als 
3m m* 
Ph ead ali lee aC 
nti (1 2M om): 


Andererseits ist leicht zu sehen, daB das Quadrat der linken Seite (A.29) 


kleiner ist als 


244 N. N. BoGo.jusov, B. V. MEDVEDEV, M. K. PoLIVANOV 


Damit ist die Erfillung der Ungleichung (A.29) fiir t-Werte im Intervalll 
(A.30) gezeigt. | 
Somit kann die Funktion Fr¢t(p’’), die durch die Beziehung (A. 19) definiert 
ist und sich vom Matrixelement (A.17) nur durch den Faktor 


1 +8” ” | 
(22) 7 Ua ( ) 


unterscheidet, analytisch fortgesetzt werden beziiglich der Variablen t von 
negativen t gem&B (6.23) bis zum Punkt + = m?. Unter Beriicksichtigung, 
daB sich angesichts (A.11) und (A.17—19) die Funktion Fxo(p’"; p, S) 
von der Funktion g(qg?) =g(t) nur durch von t unabhangige Matrix 
Faktoren unterscheidet, kommen wir zu dem wichtigen SchluB, daB 
auch die Funktion g(t) beziiglich der Variablen t bis zum Punkt t = m2 
analytisch fortgesetzt werden kann. Dadurch gewinnen wir die Méglichkeit, 
folgenden Satz aus der Funktionentheorie einer komplexen Veranderlichen: 
zu verwenden, der besagt: wenn irgendeine analytische Funktion auf einem 
gewissen Stiick der reellen Achse rein reelle Werte annimmt (innerhalb 
eines analytischen Bereichs), dann ist sie reell in sdémilichen Punkten den 
reellen Achse, die zu diesem analytischen Bereich gehéren. Darum folgt aus 
der oben gezeigten Realitét von g(t) fiir t-Werte, die (6.23) geniigen, und 
aus der bewiesenen Moglichkeit der analytischen Fortsetzung von g(t) bis} 
zum Punkt t = m?, daB die Funktion 


g(t) reell fir + = m? (A.31) 
ist. | 
Wie bekannt, kann die Frage: was heiBt ,,experimentelle mesische Ladung} 
des reellen Nukleons‘‘ im Gegensatz zur analogen Frage in der Elektro-| 
dynamik nicht eindeutig beantwortet werden. Im letzten Falle ist es all-+ 
gemein tiblich, die experimentelle elektromagnetische Ladung zu definieren, 
durch den Koeffizienten des Dreier-Vertex-Teiles fiir gleiche und reelle 
Impulse des geladenen Teilchens und verschwindenden Impuls des Photons. Inj 
formaler Hinsicht ist eine solche Definition deshalb méglich, weil fiir diese 
Werte der Teilchenimpulse gleichzeitig der Impuls des Photons reell ist und] 
die Erhaltungssiatze erfiillt sind. In physikalischer Hinsicht erfordert eine 
solche Definition die Untersuchung des Verhaltens eines Elektrons in sich] 
langsam andernden makroskopischen Feldern vom Typ des MILLIKAN+ 
Versuchs und letzten Endes die Méglichkeit der Bestimmung der elektroma-| 
gnetischen Ladung durch rein makroskopische Versuche. : 
In der Mesodynamik kann ein analoger Weg wegen des exponentiell mit der} 
Entfernung abfallenden Kernfeldes nicht eingeschlagen werden (bedingti 
durch die endliche Masse des Mesons). Es existiert keine makroskopische 
Mesodynamik, und deshalb ist die Bestimmung der mesischen Ladung dure 
makroskopische Experimente unméglich. Formal zeigt sich dieses darin, dafi 
es (eben wegen der endlichen Masse des Mesons) nicht méglich ist, die 
Impulse des Dreier-Vertex-Teils so vorzugeben, daB sie a) nicht imaginan 
sind, b) zu reellen Teilchen gehéren und c) die Erhaltungssitze befriedigen, 
d.h. also, daB sie zu einem physikalischen, beobachtbaren Vorgang gehéren, 

me 


| 
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Gleichsam als wenn wir keine Definition der ,,experimentellen mesischen 
Ladung des reellen Nukleons“ geben wiirden, wird diese darum notwendig nur 
formalen Charakter haben; sie wird sich auf eine Gré8e beziehen, die nur in 
theoretischen Rechnungen auftritt, aber keine unmittelbare experimentelle 
Bestimmung zulaBt. Die konkrete Wahl dieser Definition hat keine prinzipielle 
Bedeutung. Es ist nur eine klare Formulierung nétig. Darum definieren wir 
die experimentelle mesische Ladung des reellen Nukleons als den Koeffizienten 
des Dreier-Vertex-Teiles fiir den Fall, da8 erstens die Erhaltungssatze er- 
fallt sind und zweitens sich alle drei Impulse auf reelle Teilchen beziehen 
(g? = m2; p? = M2; p'? = M?), 

Die Komponenten der Impulse erweisen sich dabei notwendig als komplex. 
Darum ist es unméglich, die diesen Bedingungen geniigende Ladung direkt 
durch den Vakuumerwartungswert der dritten Variationsableitung der Streu- 
matrix zu definieren (der in unserer Formulierung der Theorie die Rolle des 
Koeffizienten der Feldoperatoren des Dreier- Vertex-Teils spielt), und wir kom- 
men ganz natirlich dazu, die Methode der analytischen Fortsetzung zu ver- 
wenden, d.h. zunachst mit Hilfe der Beziehung (A.10) die Funktion g (q°) 
fiir solche g2 = t einzufiihren, die der Bedingung (6.23) gentigen, dann diese 
Funktion bis zu dem zum reellen Meson gehérigen Wert t = m? fortzusetzen 
und die experimentelle mesische Ladung des reellen Nukleons durch den 
Wert der Funktion g (q?) fiir g2 = m? zu definieren, d. h. also durch 


g = 9 (9?) |g =m: (A. 32) 


Die obigen Rechnungen zeigen, daB die so definierte Ladung reell ist. 
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I. Einleitung 


Nach bedeutenden Fortschritten in der Theorie der Renormierung ergaben 
sich einige Enttauschungen. Es wurde bald klar, daB diese Methode die grund-. 
legenden Schwierigkeiten der modernen Theorie nicht beseitigt, sondern einen: 
relativen Fortschritt in der Umgehung jener Schwierigkeiten in den Fallen) 
darstellt, in denen sehr kleine Langen und Zeiten keine wesentliche Rolle 
spielen. Weitblickende Physiker schatzten den Wert dieser Methode auch nie- 
mals anders ein. Jedoch waren die groBen Bemiihungen, diese Methode zuj 
einem hohen Grade der Vollkommenheit zubringen, nicht vergebens. : 
In der Atmosphare der Begeisterung fiir die ,,Renormierung“ haben die. 
Arbeiten jener Physiker eine gewisse Sonderstellung, die eine tiefergehende: 
Abanderung der modernen Theorie anstrebten, indem sie von bestimmten 
physikalischen Vorstellungen ausgingen. 

Unter diesen Versuchen, die nur noch historischen Wert besitzen, nehmen dies 
nichtlokalen und nichtlinearen Feldtheorien einen besonders groBen 
Raum ein. Sie stellen in gewissem Sinne miteinander verwandte Versuche zu 
Verallgemeinerung der modernen Quantenfeldtheorie dar. | 
In der schwierigen Situation, in der sich heutzutage die Theorie befindet, ist es 
an der Zeit, diese beiden Richtungen kritisch zu betrachten. Dadurch ergibti 
sich vielleicht ein Weg zur Wahrheit. : 
Sowohl in der nichtlokalen als auch in der nichtlinearen Theorie wird eine} 
gewisse ,,Elementarlange‘‘ eingefiihrt. WATAGIN [1] war offenbar der erste} 
Physiker, der auf eine derartige Méglichkeit zur Verallgemeinerung der Theorie 
hingewiesen hat. Wir werden aus dem Folgenden sehen, da8 in Wirklichkei 
die Wurzel der Schwierigkeiten der gegenwartigen Theorie viel tiefer liegt; 
relativ einfache Modifikationen der Theorie, die mit dem Begriff einer Elemen-| 
tarlange operieren, kénnen allem Anschein nach nicht die Grundlage einer} 
neuen Theorie darstellen. 


1) Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 61, 137 (1957). ~ 
tH pst 
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Im ersten Kapitel dieses Artikels werden wir nichtlokale und im zweiten 
Kapitel nichtlineare Theorien betrachten. Im dritten Kapitel werden die 
Grenzen der Anwendbarkeit des Grundbegriffes der modernen Theorie, des 
Teilchenbegriffes, erlautert.. 


Il. Nichtlokale Feldtheorie 


Die erste Formulierung einer nichtlokalen Feldtheorie wurde von MARKOV 
[2] gegeben?), der von der physikalischen Vorstellung ausging, daB die Feld- 
starke in kleinen Entfernungen wegen des Atomismus der Ladung keine meB- 
bare GroBe ist. 

Entsprechend dieser Vorstellung nahm Markow an, da die Potentiale eines 
selektromagnetischen Feldes A, mit den Koordinaten einer Probeladung 
‘nicht vertauschbar sind. Bezeichnet man mit A, (k) die Fourierkomponente 
a7 Potentials des Wellenvektors k, so kann angenommen werden: 


fap A, = tT,A ys (1) 


hierbei ist r, ein gewisser vierdimensionaler Vektor, der proportional der 
Elementarlange s, ist. Aus dieser Beziehung folgt, daB bei Az, ~ 1, gilt: 
mA, ~ A,. 

Diese Theorie fihrt zu einer Vorstellung von vierdimensional ausgedehnten 
Teilchen, was formal im Auftreten eines relativistisch invarianten Abschneide- 
faktors in der Wechselwirkung des Elektrons mit dem elektromagnetischen 
Feld zum Ausdruck kommt. 

Spater schlug YUKAWA [3] eine nichtlokale Theorie vor, die er derart formu- 
jierte, da8 die Feldpotentiale A im Raum-Zeit-Kontinuum nichtdiagonale 
Matrizen sind, so daB gilt: 


(x’ | A| a’) 4+ A(z’) 6(az’ — 2”). 
Es wurde (fiir ein Skalarfeld U) angenommen, daB 
[x,,[2",U]] = 8 U (2) 


gilt. Obgleich in jener Theorie versucht wird, eine gewisse erschépfende Er- 
klérung zu geben (durch die inneren Freiheitsgrade der Teilchen) und sie 
-mathematisch anders als die Theorie von MARKOV zu formulieren, lauft sie 
doch auf dieselbe physikalische Vorstellung hinaus und fiihrt ebenfalls zu 
relativistischen abschneidenden Formfaktoren. 
| Ein anderer Weg zur nichtlokalen Feldtheorie wurde in den Arbeiten des 
Autors [4], sowie von Mc Manus [5], PEIERLS [6] und anderen eingeschlagen. 
| Nach dieser Methode nimmt man das Feld als lokal an; die Nichtlokalitat 
) wird nur durch die Wechselwirkung eingefiihrt. Die dieser Richtung zugrunde 
| liegende physikalische Vorstellung besteht in der Annahme, da in kleinen 
Raum-Zeit-Kontinua andere Formen einer kausalen Verbindung moglich 
sind als diejenigen, die fiir groBe Raum- und ZeitmaBstabe charakteristisch 
sind. In der anfanglichen Form dieser Theorie schlug man vor, daB die Wech- 


1) Anm. d. dt. Red.: Bopp hat gleichzeitig eine nichtlokale Feldtheorie untersucht: Ann. 
Phys. 38, 345 (1940); Z. Naturforsch. 1, 53 (1946). Vgl. auch Marcu, Z. Phys. 104, 93 u. 
161 (1936). 
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selwirkung beispielsweise eines Elektronenfeldes, das durch den Strom J, (: 
beschrieben wird, mit einem elektromagnetischen Feld, das durch das Poter 
tial A,(z’) beschrieben wird, nicht in demselben Raum-Zeitpunkt vor sid 
geht, sondern ,,verschmiert‘‘ mittels eines relativistisch-invarianten Forn 


faktors F(a’ — x’’), so daB die Wechselwirkung durch eine Funktion W be 
schrieben wird : | 


W = [ J(u) F(a — 2!) A,(2’) dx da’ (§ 


an Stelle der tiblichen Form der Wechselwirkung, fiir die F(x — x’) =d(x — 24 
ist (,,punktformige‘‘ Wechselwirkung). Der Ausdruck (3) zeigt klar, daB sic 
eine Wechselwirkung vom Punkt P(x) mit beliebiger Geschwindigkeit zur 
Punkt P(2’) ausbreiten kann, da der Formfaktor F(x — x’) auf Grund de 
Lorentzinvarianz eine Funktion des Intervalls s? = (t — t’)? — (x — 2’)? sei 
mu8. Um eine wesentliche Verletzung der gewéhnlichen Kausalitat fir groff 
Raum-Zeitintervalle zu vermeiden, ist erforderlich, da8 der Formfakta 
F(x — x’) mit zunehmendem Absolutbetrag des Intervalls |s?| abnimmt. | 
Man kann beispielsweise F ~ e-*’/*s ansetzen, wo 8 eine gewisse Elementarlang 
ist. In diesem Falle werden Signale, die sich mit Uberlichtgeschwindigke} 
tiber groBe Entfernungen ausbreiten, 4uBerst schwach. Notwendig dafiir, de | 
das Signal einen endlichen Wert beibehalt, ist die Giiltigkeit der Relatio: 
|s?| = |t — x?| < 83, daher ist fir groBe Entfernungen |x| > 8, oder fil 
Zeiten |t| > 8 die Signalgeschwindigkeit V = |x/t| nahezu gleich 1. 
Diese Behauptung gilt in einem beliebigen Koordinatensystem [7]. Dil 
Theorie von MARKOV-YUKAWA stellt fiir freie Felder nichts Neues dar. De 
Unterschied zur gewohnlichen Theorie besteht nur darin, daB sich die Wech| 
selwirkung von der iiblichen Form durch das Auftreten relativistisch invar 
anter Formfaktoren unterscheidet. | 
In der Theorie der nichtlokalen Wechselwirkung [4—6] werden die ent 
sprechenden Formfaktoren einfacher und unmittelbarer eingefiihrt. Dahel 
sind die in den physikalischen Grundvoraussetzungen unterschiedliche} 
Theorien von MARKOV-YUKAWA und die Theorie der nichtlokalen Wechse 
wirkung praktisch einander aquivalent; sie unterscheiden sich nur in der Art 
der Einfiithrung des Formfaktors. In allen diesen Konzeptionen bleibt dij 
Gestalt des Formfaktors unbestimmt. Diese Schwierigkeit stiinde jedoc} 
einer Erweiterung der Theorie nicht im Wege, da man prinzipiell die Gestal]} 
des Formfaktors aus dem Experiment bestimmen kénnte. Weitaus wesent 
lichere Schwierigkeiten liegen in dem prinzipiellen Schema der Theorie selbst 


MARKOV lenkte die Aufmerksamkeit auf die Tatsache, daB bei der Existeni 
eines Formfaktors F die Gleichungen fiir Teilchen in dem mehrzeitigen For 
malismus von DIRAC-ROSEN-PODOLSKI nicht vertauschbar sind. 


Er zeigte nimlich [8], daB die Bedingung von BLocu fiir die Vereinbarkei 
der Gleichungen | 


[H (2, tn) (Xm; tm) ] = 0 (4 
fiir |%, — 2%,|* > |t, — tml? im Falle einer nichtlokalen Theorie nicht erfil | 
ist. In dieser Formel bedeutet H(x,, t,) den Hamiltonoperator des n-ten Teil 
chens, %,,t, sind dessen vierdimensionale Koordinaten, und H(2,,, t) hai 
dieselbe Bedeutung fiir das m-te Teilchen. Das Wesen der Blochschen Be 


rey ya 
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fingung besteht darin, daB sich Messungen, die an zwei Teilchen n und m 
‘urchgefiihrt werden, die durch ein raumartiges Intervall voneinander ge- 
rennt sind, gegenseitig nicht beeinflussen diirfen. 

nm der nichtlokalen Theorie*kann sich eine Wechselwirkung auch mit einer 
Jeschwindigkeit ausbreiten, die gréBer als die Vakuumlichtgeschwindigkeit 
st; daraus ergibt sich natiirlich, daB die Poissonklammer in (4) auch fiir raum- 
rtige Intervalle von Null verschieden ist. Das ist die allgemeinsteVorstellung. 
Jer Autor hat bemerkt [9], daB eine nicht- 

Kale Theorie allgemein mit der Hamil- . Mi 

nschen Methode unvereinbar ist. Die 
amiltonsche Methode setzt voraus, daB 
der folgende Zustand eindeutig durch 
en vorhergehenden Zustand bestimmt 
st. Dieser Sachverhalt wird in der Schro- 
ingergleichung fiir die Wellenfunktion 
ines Systems VY ausgedriickt: 


ih-6W = HW. ot. (5) 


KREBS EE Q OX) 
% Retort 


SSRIS 
SORES 
SPOOR HHI IHC 
ese arararateneracatetetetateteteheteees 


‘ 2 A c - A 5 Bild 1. Die Ausbreitung von Signalen in der 
ine ahnliche Gleichung gibt es nicht in lokalen und nichtlokalen Theorie: o(z) 


ner nichtlokalen Theorie. Da sich die ist eine raumartige Flache, P ist ein 


; . : Satake Punkt auf ihr, QPQ’ ist der an diesem 
Vechselwirkung mit einer beliebig groBen Punkte liegende Kegel der Vergangen- 
is schwindigkeit ausbreitet, kann der Zu- heit. Der zweifach gestrichelte Bereich 


. : * bedeutet die Vergangenheit. Der ein- 
and auf einer bestimmten raumartigen fach gestrichelte Bereich gehért der 


Mache o(x) (Bild 1) nicht nur durch Zu- Zukunft an. 

tande, die in der Vergangenheit liegen 

doppelt gestrichelter Bereich) bestimmt sein, sondern er wird auch von der 
jukunft abhangen (gestrichelter Bereich). 

AULI [10] zeigte, daB man auch fiir eine nichtlokale Theorie Bewegungs- 
lategrale finden kann, unter ihnen ein Analogon des Hamiltonoperators. Das 
estattet auch die Einfiithrung von kanonischen Variablen. Eine Theorie in 
er Hamiltonschen Form ist dennoch unmodglich [11], weil man nicht die 
Lésungen von Gleichungen vermeiden kann, die Zeitintegrale von — oo bis 
1+ oo enthalten. 

flan kénnte jedoch glauben, daB diese Situation noch nicht die véllige Un- 
‘ereinbarkeit einer nichtlokalen Theorie mit der Quantenmechanik be- 
‘eutet. Man kann namlich annehmen, daB die Quantentheorie asymptotisch 
iiltig bleibt. Das bedeutet die Annahme, da8 fir nichtlokale Systeme fiir 
= — oo eine Wellenfunktion Y(— oo) und fiir t = + oo eine Wellenfunk- 
ion ¥/(+ oo) existiert. Gleichzeitig existiert eine Streumatrix S(— oo, +00), 
ie Y(—oo) in Y(+ oo) transformiert. 

Kls HEISENBERG [12] die Aufmerksamkeit auf die Bedeutung dieser Matrix 
mkte, hatte man bereits mit allen Varianten der nichtlokalen Theorie ver- 
ucht, eine Streumatrix zu finden’). 


| Ks ist anzumerken, da8 schon Markov [2] in der ersten Arbeit im Zusammenhang 
it dem Beweis fir die Nichtvereinbarkeit mit den Gleichungen des mehrzeitigen 
Vormalismus ein formales Rechenschema angegeben hatte, das nicht mit der Schré- 
fingergleichung in ihrer iiblichen Bedeutung zusammenhangt. 


) Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Hierbei kénnte man sich durch folgende Forderungen leiten lassen: 


a) Die Streumatrix S mu8 invariant gegen Lorentztransformationen sei! 
b) sie muB der Kausalitét in makroskopischen Raum-Zeitkontinua geniigy 
(d. h. asymptotisch fiir groBe Zeit- oder Raumintervalle; eine ,,akausal 
Wechselwirkung darf nur einen verschwindenden Beitrag zu den Ubergang 
wahrscheinlichkeiten liefern) ; ; 
c) sie mu8 unitar sein’). 

Die Forderung a) bedeutet wenigstens eine formale Ubereinstimmung dj 
nichtlokalen Theorie mit der Relativitatstheorie; die Forderung b) entspric 
der gewohnlichen Theorie; die Forderung c) schlieBlich folgt aus der Annah 
der Existenz von ¥(— co) und ¥(-+ oo) (die Zusténde miissen sowohl fi 
t = — oo als auch fiir ¢ = + oo normiert sein). 

Bei der Konstruktion einer nichtlokalen Theorie glaubte man, daB sie q 
Divergenzen beseitigen wird, die fiir die gewohnliche Theorie charakteristis 
sind. Jedoch fiihrten die Erweiterungen der Untersuchungen auf de 
Bereich der nichtlokalen Theorie zu keinem Fortschritt in den Ergebnisse 
Ks wurde erstens gezeigt, daB die nichtlokale Theorie mit dem Formfakt{ 
F(x’ — 2x’’) nicht in der Lage ist, Unendlichkeiten, die mit der Polarisation di 
Vakuums zusammenhangen, zu beseitigen. : 
Das ergibt sich aus der Tatsache, daB eine Theorie mit einem Formfak 
vom Typ F(x’ — x’’) der Ersetzung des Feldes A,(x’) durch das Feld 


158 6) eae [Fx — x’) A,(x’) dz’ 


aquivalent ist. Daher ist der Effekt der Polarisation des Vakuums fir 4 
auBeres Feld Aj, derselbe wie in der gewohnlichen lokalen Theorie fir ein Fe 
Bz, d.h. er ist divergent. 
In diesem Zusammenhang untersuchten einige Autoren [14, 15, 16, 17] ei 
Variante der nichtlokalen Theorie, in der der Formfaktor nicht von zwi 
sondern von drei Punkten 2’, x’, x’”” abhangt. Diese Variante ist nur in d 
Quantentheorie méglich und bedeutet beispielsweise, daB man an Stelle ein 
Wechselwirkung (3) eine Wechselwirkung der Form 


] 
| 
W =e [P(2') y,P(2") F(a’, 2”, 2") Ayla”) da’ de’ da” | 


anzunehmen hat, d.h. der Strom J, = ecW(x’) yul(x’’) wird durch ¢ 
GroBe ec ¥(x’) y,'¥(x’’) ersetzt. Diese Variante der Theorie ist jedoch nic 
eichinvariant, man sollte sie schon aus diesem Grunde fallen lassen?). : 
BLocu [17] wies darauf hin, da8 es méglich ist, die Eichinvarianz aufrec 
zu erhalten, wenn man in das Produkt ¥(z’) W(a’’) einen Faktor des T | 


1) In dem Artikel von BoGoLjuBov und SirKov [13] ist die Frage, ob dies Forderung! 
fiir die Definition einer Streumatrix im Falle einer nichtlokalen Theorie hinreiche 
sind, ausfithrlich behandelt worden. 
2) Fir den Fall eines elektromagnetischen Feldes wurde von BARYSENKOV gezeigt, di 
eine nichtlokale Theorie mit solch einem Formfaktor zu dem Auftreten von longi 
dinalen Photonen fihrt [11]. . | 


‘ ‘ at 
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2,2") einfihrt, wo 2” 
: x(x", x’) ~ | A,(x) d8,. (8) 
x’ 

ne Variante dieser Art wurde von PEIERLS und CHRETIENS [8] untersucht. 
> zeigten, daB auch in diesem Falle die Divergenzen der Theorie nicht 
listandig beseitigt werden kénnen. 

idere Schwierigkeiten wurden von HAYASHI [19] aufgedeckt, der die Auf- 
xksamkeit auf den Umstand lenkte, daB man bei der Anwendung der 
schenschemata von YANG und FELDMAN [20] eine Streumatrix erh4lt, die 
der vierten Naherung an nichtunitar wird. Im Zusammenhang mit diesem 
gebnis wurde versucht, die Unitaritat wiederherzustellen. 

| existieren zwei Versuche dieser Art. Der erste stammt von HAYASHI [19] 
d basiert auf der Einfiihrung zusatzlicher Felder, die das Ausgangsfeld Y, 
andern. Die Bedeutung jener Felder besteht in dem EinfluB der zukinf- 
ten Prozesse auf die Anfangsbedingungen [11]. 

nn anderer Versuch wurde von MEDVEDEV unternommen, der von den 
beiten von BOGOLJUBOV und SIRKOV [13] ausging, in denen gezeigt worden 
w, daB die zahlreichen oben aufgezahlten Forderungen gemeinsam mit ge- 
ssen Forderungen beziiglich der Symmetrie die S-Matrix noch nicht voll- 
indig definieren. Dieser Umstand wurde von MEDVEDEV [21] benutzt, in- 
m er die Kausalitatsbedingung etwas verallgemeinerte und unter Anwen- 
ing der Methode von BOGOLJUBOV-SIRKOV eine unitére Streumatrix fiir 
2 nichtlokale Theorie in der Form 


S(g) = T {exp |i [ A(E, 9) 9(6) €€ + [ ME, 9) 9(€) 48]} (9) 


instruierte, wo T das verallgemeinerte T-Produkt, A den Lagrangeoperator, 
einen gewissen hermiteschen Operator, der die Unitaritét der Matrix S 
wahrleistet, darstellen; g ist ein Ma8 dafir, wie stark die Wechselwirkung 
1 Raum-Zeitpunkt ¢ eingeschaltet ist. 
ie aus (9) zu ersehen ist, kann man JM als antihermiteschen ,,Zusatz‘‘ zur 
vgrangefunktion ansehen. Die Matrix S erhalt man wie in allen anderen 
arianten der Theorien in Form einer Reihenentwicklung nach Potenzen der 
opplungskonstanten. Die Konvergenz solcher Reihen ist niemals nachge- 
esen worden. Die oben erwahnten Schwierigkeiten beziiglich der fehlenden 
chinvarianz bestehen auch hier. 
w Zeit ist die Zahl der Arbeiten, die der nichtlokalen Theorie gewidmet 
hd, betrachtlich (siehe [11]). Der Entwicklungsweg dieser Theorie scheint 
Joch nicht aufwarts zu fiihren. Man darf zwar nicht die Méglichkeit der 
lonstruktion einer verbesserten nichtlokalen Theorie verneinen, es ist aber 
jawierig, eine giinstige Prognose zu stellen: Die Ausarbeitung dieser Theorie 
gab nicht die erwarteten Ergebnisse; im Gegenteil, es wurden viele neue 
thwierigkeiten entdeckt, die am Anfang nicht beachtet wurden. 
‘dieser Situation ist es nicht uninteressant, die Méglichkeit einer experimen- 
llen Beobachtung der Nichtlokalitat in Mikroerscheinungen zu diskutieren. 
ierfiir kann man sehr allgemeine Dispersionsrelationen benutzen’). Soweit uns 


tAnm. d. dtsch. Red.: S. vorstehenden Bericht (S. 169), sowie den tiber die Rochester- 
onferenz 1957. 
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bekannt ist, lenkte BOGOLJUBOV als erster die Aufmerksamkeit auf eine der} 
artige Moglichkeit. 
Betrachten wir das Wesen dieses Problems an einem einfachen Beispiel. Wit 
wahlen uns ein eindimensionales Teilchen mit Struktur. Wir stellen uns vo 
daB es die Form einer Hantel besitzt, die aus zwei streuenden Punkten A una 
B (Bild 2) besteht. Wir nehmen an, daB sich ein Signal plotzlich auf folgendé| 
Weise von A nach B ausbreitet: in dem Moment, in dem eine auffallend¢ 
Welle a, e-*(o'—**) fiir ¢ > 0 den Punkt A in Bewegung gesetzt hat, entstehi 
eine Welle die am Punkt B gestreut ist. | 
Sei f4(w) die Streumatrix fiir das Element A des Teilchens, fg(w) analog fit 
B. re lautet die von den Teilchen A B gestreute Welle: ] 


yw Sf te rer i eee sygae aot (10 


wobei 


A=AB, «=AP, »—-A=BP | 
und 
A 


MOLT (wm + te — wy) 


(10 


(Dieser Ausdruck bringt die einfallende Welle fiir ¢ << 0 zum Verschwinden. | 
Aus (10) folgt die Streumatrix fiir die Teilchen insgesamt: 


oA | 
fan(m) =f4(m) +fa(m)e * (11) 
Zur Rechtfertigung der Dispersionsrelationen vom Typ 
1 Phx) d | 
%) ax t 
g(a) == [Oe (1 
und 
+ co d 
Mo) = — = (LE, (12 
% J 2=a 


Bild 2. Die Ausbreitung eines Signals von . Jd he ; j | 
einem Teilchen mit Ausdehnung. g Worlnf =g + th ist, ist es notwendig, da 


ist eine Quelle von Wellen; 4, B } (q@)eine analytische Funktion inder oberer} 


sind Strukturelemente des Teil- Halbebene und auf der reellen Achse is 
chens AB; P ist ein auBerhalb AB a f * b H Ib b fii R 
liegender Aufpunkt. und au er operen Maibepene tur a 


verschwindet. 
Ks ist leicht zu sehen, daB f43, wenn f, und f, diesen Forderungen geniigen| 


an Bild 2 tiberzeugen kann, das Vorzeichen der Phase dieses Faktors erhalten 
wenn sich das Signal mit einer Geschwindigkeit gr6Ber als die Vakuumlichti 
geschwindigkeit von A nach B ausbreitet. Bei einer Ausbreitungsgeschwindig4 
keit kleiner als c andert sie das Vorzeichen und es sind Dispersionsrelationer| 
zu beachten. Aus (11) ist zu ersehen, daB Dispersionsrelationen gelten, wey 
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‘man die Streumatrix mit e*®4/* multipliziert: 
.wA 


‘ Din =fape (13) 


Wir sehen somit, daB sich aus dem vorliegenden Modell tatsichlich eine Még- 
‘lichkeit ergibt, aus Experimenten eine Nichtlokalitét zu finden und sogar 
die Abmessungen des Bereichs der Nichtlokalitat zu bestimmen. Im Falle 
einer lokalen Theorie gelten fir die Streumatrix f 4 ,(w) Dispersionsrelationen, 
im Falle einer nichtlokalen Theorie fiir die GréBe ®, 3(w). Leider ist die Wirk- 
lichkeit komplizierter, und man kann ein Beispiel einer nichtlokalen Theorie 
ohne Dispersionsrelationen angeben. 
| Wir betrachten als Beispiel die nichtlokale Theorie eines elektromagnetischen 
Feldes mit dem Formfaktor F (P — P’). Die Gleichungen des Feldes und des 
Teilchens lauten [4]: 


m 


i “}- eUs | dx dt F(P — Py) Saa(P) = 0, (14) 


falAgct 4ne [ doF(P — P,,) U, = 0, (15) 


‘wo m die Teilchenmasse, U, (« = 1, 2,3, 4) die Komponenten der Vierer- 
geschwindigkeit, o die Eigenzeit, Sg, =0 A,/Oxs — 0 A,/0x, die Komponenten 
des elektromagnetischen Feldes, A, die Komponenten des Potentials, P den 
Punkt (a, t), P,, den Punkt (am, t,) (Lage der Teilchen) darstellen. 

Aus der Lorentzinvarianz folgt: 


i . iw (t —tm) — ik (a — 2m) 
FUP. —P,,) = mi! Plo — 2) etet—tm) —ik(@—@m) dq dk, (16) 
Wir betrachten die Wirkung eines duBeren Feldes 5g. auf ein Teilchen. 
Dieses Feld 14B8t sich in eine Fourierreihe entwickeln: 


Sha = [fha(le) 5(co® — 2) eflol—k2) dey dk. bt) 


‘Setzt man (16) und (17) in das Integral in (14) ein, so findet man nach Aus- 
faibrung der Integration nach x und ¢ fiir die durch das duBere Feld er- 
zeugte Kraft Kg: 


Kg = eUp { da dt F(P — Pp) Sha = ¢D(0) Spe, (18) 


td. h. sie unterscheidet sich nicht von der Wirkung des lokalen Feldes, wenn 


D(0) auf 1 normiert ist. 
Wir berechnen jetzt das gestreute Feld. Aus Gleichung (15) erhalt man: 


A, =e { dx’ dt G(P.— P’)doF(P’ — Pm) Us; (19) 


wo @(P — P’) die Greensche Funktion ist. Diese Funktion hat folgende 
| Fourierkomponente: 


1 Se ee ee ee 20 
7 id oon ema pay ios co”). (20) 


— w? 


254 D. I. BLocHINCEV } 


Setzt man in (19) die Fourierentwicklung fir G@(P — P’) und F(P — P,,) 
ein und integriert beziiglich da’, dt’, so findet man, daB diese Integration au 
die Berechnung des folgenden Integrals hinauslauft : 


~ [ B(o® — k) D(w? — B) eto) ik @— 2m) dey dk. (21)| 


Das Integral iiber dk verhalt sich bekanntlich wie |x — x,,|"1, wobei nur die 
Werte k? = @? eine Rolle spielen, d. h. es ist proportional zu D(0). Somit ist) 
die gestreute Welle dieselbe wie in der lokalen Theorie. Daraus folgt, daB die 
, Streumatrix” offenkundig gewissen Dispersionsrelationen unterworfen ist, 
da sie mit der ,,Streumatrix‘‘ der lokalen Theorie identisch ist. | 
Das Ergebnis mag auf den ersten Blick paradox erscheinen. Man muB jedoch 
beriicksichtigen, daB a) unser Beweis nur ohne Beriicksichtigung einer 
Wechselwirkung des Feldes, d.h. nur angenahert richtig ist, b) man sich 
bei der Betrachtung der Wirkung einer zeitlich begrenzten Welle (Az = 0 in 
dem Punkt, in dem sich das Teilchen fiir t < 0 befindet) unschwer davon 
tiberzeugen kann, da sich das Teilchen in der nichtlokalen Theorie zu 
bewegen anfangt, bevor die Welle es erreicht. Jedoch klingt diese Bewegun 
fiir groBe positive ¢ ab, d.h. die Nichtlokalitat erscheint im Moment des 
Beginns einer Bewegung des Teilchens und verschwindet dann. Daher tritt sie 
auch nicht in der Streuung auf (fiir groBe ¢ und |2z\). : 
Das angefihrte Beispiel zeigt, daB trotz des Fehlens einer Kausalitat did 
Dispersionsbeziehungen erfiillt werden kénnen. Diese Tatsache kompliziert 
die Eindeutigkeit der Folgerungen, die aus der Richtigkeit der Dispersions} 
relationen gezogen werden kénnten. Es ware zweifelsohne wiinschenswert} 
dieses Problem allgemeiner zu analysieren. 


Ill. Nichtlineare Feldtheorie] 


Eine erste nichtlineare Feldtheorie wurde von BORN [22] vorgeschlagen!). | 
Das allgemeine Schema dieser Theorie kann man folgendermaBen formu: 
lieren: Der Theorie liegt eine Lagrangefunktion £ fiir das Feld zugrunde, die| 
von den Invarianten des Feldes K, J, ... abhangt, die sich aus seinen Kom 

ponenten und deren Ableitungen zusammensetzen: | 


Bras f( Rg ys (22) 
Dann folgen aus dem Variationsprinzip | 
df L(K,J,...) dade (233) 


Feldgleichungen, die im allgemeinen Fall offenbar nichtlinear sind. Auf 
Dimensionsiiberlegungen ergibt sich, da8 in der nichtlinearen Theorie eiri 
absoluter MaBstab des Feldes gy existiert. Beriicksichtigt man jetzt di¢ 
Existenz einer Elementarladung e, so kann man eine Elementarlang¢ 


89 = Velq) bestimmen. Die Existenz dieser Lange verbindet nichtlokale mit 
nichtlinearen Theorien. 


1) Anm. d. dt. Red.: Miz hat bereits 1912 eine nichtlineare verallgemeinerte Elektroy 


dynamik untersucht (Ann. Phys. 87, 511 [1912)). . 
Met Liga | 
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_In der modernen kanonischen Feldtheorie fihrt die Einbeziehung einer 
| Wechselwirkung ebenfalls zu nichtlinearen Feldgleichungen, die jedoch nur 
_ angenahert gelten und auch hohere Ableitungen enthalten. In dem Bornschen 
_ Schema werden nichtlineare Gleichungen von vornherein als Grundlage der 
. Theorie postuliert. 

Obwohl es sich um ahnliche Gleichungen handelt, treten im Rahmen der 
' klassischen Theorie keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten auf. Insbesondere 
» kann man solche Varianten der Theorie wahlen, die die Divergenz der Selbst- 
- energie der Teilchen beseitigen. Beispielsweise ist in einer der Varianten von 
| Born die Lagrangefunktion in der Form 


2 EB? (EH)*\'! 
Ey Ey 


l 


H 
rage {1 + (24) 
gewahlt worden, wo E das elektrische Feld, H das Magnetfeld, E, ein ge- 
wisser FeldmaBstab in der GréBenordnung von e/s? ist1). Fir die Feldstarke 
des elektrischen Feldes einer punktformigen Ladung folgt dann 


4) 
ead ae 0 


wor die Entfernung vom Ladungszentrum darstellt. 
Die gesamte Selbstenergie einer punktférmigen Ladung ist hierbei endlich 
und gleich: 


ERS TOR (26) 


Eine klassische nichtlineare Theorie kann nicht das Ziel des Theoretikers 
sein, da Quanteneffekte in Erscheinung treten (Abstande in der GréBen- 
_ordnung von h/m,c, m, die Elektronenmasse), lange bevor nichtlineare 
Abweichungen eine wesentliche Rolle spielen (Absténde in der GrdBen- 
 ordnung von s,). Daher muB eine nichtlineare Theorie quantisiert werden. Bei 
- der Quantisierung ergeben sich aber prinzipielle Schwierigkeiten. Bevor wir 
uns diesem Punkte zuwenden, betrachten wir eine Klassifikation der nicht- 
| linearen Gleichungen. 

Der Ejinfachheit halber beschranken wir uns auf Lagrangefunktionen, in 
denen Ableitungen des Feldes héchstens in der ersten Ordnung vorkommen. 
Ferner wahlen wir ein skalares Feld ein eindimensionales Feld [23]. 
Es gibt zwei Invarianten: 


1 [/dg\? (dp? 1 
pews || Pam Clee | oR J = — g 27 
ee (ae) (52) | hae 2? tl 
(Lichtgeschwindigkeit c = 1). Die Lagrangefunktion lautet dann: 
L=L(K, J). (28) 


1) Es wurde auf die Willkiir bei der Wahl der Lagrangefunktion hingewiesen, die einen 
Mangel der Theorie darstellt; sie kénnte jedoch im Prinzip aus dem Experiment be- 
stimmt werden. 
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Aus einem entsprechenden Variationsprinzip kann man leicht die Feld- 
gleichungen finden: 


VE fp Lae 


memate = 2 
ae tee tae tO age TP 9 or 


wo A, B, C, D Funktionen von 9, 0/0t, Og/0x sind. 

Diese Gleichung ist formal invariant gegeniiber Lorentztransformationen. 
Die Kausalitat kann jedoch, ahnlich wie in den nichtlokalen Theorien, ver- | 
letzt sein. Um dies zu sehen, betrachten wir die Ausbreitungsgeschwindigkeit | 
einer Wechselwirkung in einer derartigen nichtlinearen Theorie (wir werden | 
von der ,,Signalgeschwindigkeit“ sprechen). Diese Geschwindigkeit hat man | 
als Geschwindigkeit der Ausbreitung schwacher Unstetigkeiten aufzufassen | 
(d. h. solcher Unstetigkeiten, fiir die vor der Front des Signals » = 0, hinter | 
der Front » +0 ist, jedoch keine Spriinge vorhanden sind). | 
Bekanntlich geht die Ausbreitung solcher Signale langs der Charakteristiken | 
der Gleichung vor sich, und die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Signals | 
ergibt sich aus der Neigung der Charakteristik & = dz/dt. | 
Die GréBe & bestimmt sich aus der Gleichung: 


Af —2BE + :C = 0. (30) | 


Es kénnen in Abhangigkeit von der Form der Lagrangefunktion und von der | 
Gr6Be des Feldes und dessen Ableitungen Signale entstehen, deren Aus- 

breitungsgeschwindigkeit kleiner oder auch gréBer als die Lichtgeschwindig- | 
keit ist [Gleichung (30) kann Lésungen mit |&| > 1 haben]. | 
Ks gilt beispielsweise bei nicht zu groBen Feldern nach (30): 


1 (dp ag\? | 
pa41F 5 a(S 52) 4. (31) | 


wo 
aL 
PLS 
=a: 
OK : 


In Abhangigkeit vom Vorzeichen von « (d.h. in Abhangigkeit von der Form || 
der Lagrangefunktion) wird & gréBer oder kleiner als 1. Einzelheiten dariiber || 
sind in [23, 24] zu finden. Es ist interessant zu bemerken, da8B man in | 
solchen nichtlinearen Theorien ‘nicht die Méglichkeit ausschlieBen darf, daB | 
bei bestimmten Werten fiir O~/0t, Oy/Ox, w (beispielsweise in der Nahe der | 
Teilchen) die Charakteristiken imaginar werden, so daB die Feldgleichungen | 
vom elliptischen Typus werden. Das wiirde jedoch bedeuten, da8 die Vor- | 
stellung einer kausalen Aufeinanderfolge von Ereignissen ihren Sinn ver- | 
lieren wiirde; wir haben es dann mit einem ,,Knauel‘ von Ereignissen zu tun, | 
die sich wechselseitig bedingen, wo jedoch nicht das eine aus dem anderen | 
folgt. Wir betrachten diesen Fall als eine rein mathematische Méglichkeit, | 
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da wir weit entfernt von einer Bestatigung dafiir sind, daB etwas Ahnliches 


tatsachlich auftritt+). 
Fir uns ist im Augenblick jene Tatsache wichtiger, daB die méglichen nicht- 


| linearen Theorien in zwei Klassen zerfallen. In der ersten Klasse (« > 0) ist 


die Geschwindigkeit fiir die Ausbreitung eines Signals immer kleiner als die 
Vakuumlichtgeschwindigkeit {|< 1, in der zweiten Klasse (a < 0) kann 
|€| grGBer als 1 sein?). 


' Die Theorien der letzteren Klasse sind viel allgemeiner als die nichtlokalen 
| Theorien und sowohl auf sie, wie auch auf die nichtlokalen Theorien, ist die 


Hamiltonsche Methode nicht anwendbar. Sie wurden bisher noch nicht aus- 
fiihrlich untersucht?). 

Im Gegensatz dazu befindet sich die erste Klasse nicht im Widerspruch 
mit der gewdhnlichen Auffassung der Kausalitét. Daher ist auf sie die 


_ Hamiltonsche Methode anwendbar und damit auch das iibliche Quanti- 
_ sierungsschema. Zu jenen Gleichungen zahlt auch die nichtlineare Gleichung: 


Lip — x (p) ¢ = 0, (32) 


d.h. eine Gleichung, in der das Glied, das die Masse bestimmt, von dem 


Feld ¢ selbst abhangt. Fiir diese Gleichung gilt |€| = 1. 


Die Moéglichkeit einer gréBeren Anzahl von Varianten der nichtlinearen 


Theorie sieht man haufig als eine prinzipielle Schwierigkeit derartiger 
. Theorien an. Die Schwierigkeit liegt jedoch in einem ganz anderen Punkt. 


Wenn man in der Lage ware, eine mathematisch strenge nichtlineare 


Theorie aufzubauen, dann kénnte man aus der Ubereinstimmung mit dem 


Experiment die richtige Variante finden. Die Hauptfrage besteht in dem 
gegenwartigen Stadium darin, eine im Prinzip widerspruchsfreie Theorie 
zu finden. Wir sind geneigt, diese Méglichkeit sofort zu verneinen. 


_Es ware bei der Erweiterung der nichtlinearen Theorien zu hoffen, daB die 


Divergenzen in der Selbstenergie der Teilchen beseitigt werden kénnten. 


_ Solange wir uns im Rahmen der klassischen Theorie bewegten, sahen wir, daB 


derartige Hoffnungen tatsadchlich erfillbar sind. Die Sachlage wird ganz 


anders, wenn wir zu einer quantisierten nichtlinearen Theorie tibergehen. 
-Hierbei wollen wir uns wie friiher auf Theorien beschranken, in denen die 


Signalgeschwindigkeit immer kleiner oder gleich der Lichtgeschwindigkeit 
ist. Die Theorie der zweiten Klasse, d. h. die mit elliptischen Gleichungen 


bietet auBer den sogleich zu behandelnden Schwierigkeiten weitere, die die 


Sachlage zusatzlich erschweren. 

Wir zeigen jetzt, da8 selbst die einfachste Divergenz, die ohne Schwierigkeit 
in der linearen Theorie beseitigt werden kann, in der nichtlinearen Theorie 
einen unheilvollen Charakter besitzt. Es handelt sich um die Nullpunkts- 


1) Genauer: Wir nehmen an, wenn etwas Derartiges existiert, beispielsweise im Innern 


eines Teilchens, dann wird es wahrscheinlich in noch komplizierterer Form realisiert 
sein. 

2) Wir schlieBen sofort die Klasse aus der Theorie aus, in der die Charakteristiken 
imaginar werden kénnen, d. h. wir behandeln in der Klassifikation nur hyperbolische 


- Gleichungen. 
3) In einer Arbeit von HEISENBERG [25] tritt eine abnliche Gleichung auf. 
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energie des Feldes E,. In der linearen Theorie kann man als beobachtbare | 
Energie des Feldes den Ausdruck 


¢=#—E, (33) 


annehmen, der wenigstens fiir freie Felder eine endliche Gr6éBe darstellt 
(E, ist die unendliche Nullpunktsenergie des Feldes, H die unendliche Energie | 
eines angeregten Zustandes des Feldes, ¢ eine endliche GréBe). | 
In der nichtlinearen Theorie gibt es keine ahnliche Additivitat. Daher sind | 
alle Feldniveaus unendlich. | 
Wir betrachten diesen Sachverhalt am Beispiel der einfachen Gleichung (32). | 
Die Hamiltonfunktion des Feldes, das durch die Gleichung (32) beschrieben 
wird, lautet: 


| 
| 


spe aie + Vo? + F(p)} de. (34) 


Wir setzen F(y) = xj} y? + apt +> | 
Wir betrachten o als kleinen Pini Dann kann man ag? als Zusatz zu x3 
betrachten, der die Masse des Teilchens modifiziert : 


x*(p) = x) + ag? + --- 
Wir berechnen jetzt den Koeffizient x?(p) angenahert aus der linearen | 
Theorie, indem wir dessen exakten Wert durch den Mittelwert ersetzen. Man | 
hat somit x? (p) zu berechnen. Zu diesem Zwecke stellen wir das Feld in Form. 
einer Fourierreihe dar: 
1 iat 
Wve Vo 
wo V das kleinste Volumen ist, in dem e** periodisch ist, w, = V2 + 2 
bedeutet die Frequenz in nullter Naherung, a,,a{ sind Erzeugungs- und | 


Vernichtungsoperatoren von Feldquanten, die der iiblichen Quentisienanes|| 
regel gehorchen: 


—= = (axel + agent), (35) | 


[4, Vi] = py. (36), 
Kine einfache Rechnung ergibt: 
(2N, + 1), (37) | 


wo WN die Zahl der Quanten der Sorte k ist. 
Gehen wir von der Summe zum Integral iiber, so ist: 


y rake dk ’ hopkt 
gp? =4n [* +22 freee ov (38) | 
5 Wr F Ox | 


0, bedeutet die roi haere (0, = N,/V). Aus (38) folgt, g? = oo. Des- | 
halb gilt +2() (y) = 
Das heiBt mit dere Worten, daB in der folgonsey: Naherung die Fre- 


quenzen w, = Vie ++ x2 = oo sind fiir alle hk. er ® 


ven 
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Somit ist dann die Differenz HE — E, = S Nyhojy =0o, wenn man die 
Eigenwerte von H mit EF bezeichnet. Das war auch zu erwarten. Es ist nicht 
ausgeschlossen, daB man durch Anwendung spezieller Renormierungen die 
Divergenzen beseitigen kénnte. Wie dem auch sei, die Hoffnungen auf die 
nichtlineare Theorie im Sinne einer automatischen Beseitigung von Singu- 
laritaten ist véllig zunichte gemacht}), 


IV. Physik der starken Wechselwirkungen 


Man darf die vorhergehende Analyse der nichtlokalen und nichtlinearen 
Feldtheorie nicht als einen erschépfenden Beweis fiir die Unméglichkeit 
der Konstruktion einer in sich widerspruchsfreien Theorie des betrachteten 
Typus ansehen. Unsere Analyse fiihrt jedoch zu einer pessimistischen Pro- 
gnose. Es besteht der Eindruck, daB diese beiden Richtungen in der Erwei- 
terung der Feldtheorie ihr Ziel verfehlen. Sie sind so allgemein, daB in 
beiden Richtungen grundlegende Ziige der modernen Quantentheorie und 
der Relativitatstheorie enthalten sind. Sie stellen nur eine Modifikation der 
gegenwartigen Anschauungen dar. 

Augenblicklich herrscht die weitverbreitete Meinung, daB die moderne 
Theorie fiir kleine Entfernungen ungeeignet ist. Statt dessen zeigt der Erfolg 
der Renormierungstheorie, daB speziell fiir die Quantenelektrodynamik 
diese Nichteignung nur in sehr hohen Naherungen beziiglich der Konstanten 
e’/he auftritt. In der Mesonentheorie existiert dagegen kein Bereich fiir die 
Anwendbarkeit, da die Konstante g?/hc groB ist. Das weist darauf hin, daB 
sich in der gegenwartigen Theorie kleine Entfernungen und kleine Zeit- 
intervalle an und fir sich nicht so katastrophal auswirken, sondern daB die 
Wechselwirkungen eine grundlegende Rolle spielen. 

Wir betrachten jetzt einige einfache Beispiele, die sich auf den Fall einer 
starken Wechselwirkung beziehen. 

Bekanntlich hat das Problem der Bewegung eines Elektrons im Feld einer 
punktformigen Ladung mit Z > 137 keine Lésung. Diese Schlu8folgerung 
ist jedoch nicht auf Ladungen mit endlichen Abmessungen anwendbar. Man 
erhalt in diesem Fall formal eine Lésung [27], die zu einem Niveau fiihrt, das 
unterhalb —2m,c? (m, ist die Elektronenmasse) liegt. Die Schwierigkeit 
besteht in der Interpretation dieses Niveaus, da es sich mit den negativen 
Niveaus der Diracschen Unterwelt vermischt. Kine allgemeine Deutung 
dieses Niveaus als ein Positronenniveau ist offenbar nicht zulassig. Aus dieser 
Interpretation folgt, daB bei einer adiabatischen Annaherung der Ladung an 
einen Kern mit groBem Z oberhalb eines kritischen Wertes Z, von selbst eine 
zusaitzliche Ladung +e ohne eine entsprechende Kompensation auftritt. 
Sollte eine andere Deutung méglich sein, so bleibt doch diese Frage dadurch 


1) ScHiFF [26] versuchte die nichtlineare Theorie zu quantisieren, indem er » nicht fiir 
einen diskreten Raumpunkt, sondern fir ein diskretes raumliches Gitter mit der Gitter- 
konstanten J bestimmte. Bei J > 0 streben in Ubereinstimmung mit unseren einfachen 
Rechnungen alle Energieniveaus gegen oo. Bei J + 0 sind sie endlich. Man kann aber 
leicht zeigen, daB es in der Theorie von ScuiFF eine Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir 
Signale gibt, die gréBer als die Lichtgeschwindigkeit ist, so daB die Theorie nicht- 
lokaler Natur und daher mit der benutzten Hamiltonschen Methode unvereinbar ist. 
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unklar, daB es bei Z ~ 137 unméglich ist, eine Polarisation des Vakuums zu 
beriicksichtigen. Die Berechnung der Polarisation bei derartigen Werten 
von Z liegt an der Grenze der Méglichkeiten der gegenwartigen Theorie. Bei 
Bindungsenergien der GréBenordnung m,c? trifft somit die Theorie auf 
prinzipielle Schwierigkeiten. 

Wir betrachten ein anderes formales Beispiel, daB sich auf ein Skalarfeld p 
bezieht. Das Skalarteilchen mége sich in einem auBeren Mesonenfeld gy 
bewegen. Die Gleichung kann in der Form geschrieben werden’): 


Dy — #9 + agig = 0. (39) 


Aus dieser Gleichung ist unmittelbar zu ersehen, da8 sie innerhalb des Be- 
reiches, indem ag? > x? ist, diese auf die Form gebracht werden kann: 


Hyg + x29 =0, (39’) 
worin i 
xg * = a2 — 2). 


Daraus ist zu ersehen, daB die Higenfrequenzen solch eines Feldes in einem 
Potentialtopf gleich w = Vk? — x2 sind. Fir ag? > x? ist die Gruppen- 
geschwindigkeit im Innern des Potentialtopfes gréBer als die Lichtgeschwin- 
digkeit. Dasist aber als Widerspruch anzusehen, der abermals dann auftritt, 
wenn die Bindungsenergie die Ruheenergie wc? des Teilchens ibersteigt. 
Das dritte Beispiel wurde von uns friher [28]?) untersucht und stellt einen 
Fall einer einfachen linearen Wechselwirkung zweier Skalarfelder y und yw 
dar. Der Hamiltonoperator schreibt sich in diesem Fall in der Form: 


dace 


H= > | {e+e + eg? + y+ Ve? + by? + gpyp} dx. (40) 


Die GréBen a? und b? bestimmen die Massen der Teilchen, die sich auf die 
Felder y und y beziehen; g ist die Kopplungskonstante zwischen den Feldern. 
Die Eigenwerte des Hamiltonoperators sind gleich: 


E= Sex Ni+ >) egM,+ Ky, (41) 
worin 
&e =h Vk? + A? 
und 


1) Diese Gleichung kann man als die gewéhnliche Gleichung mit einem Zusatzglied der 

Form aq ansehen. 

*) Dieses Beispiel wurde zur Illustration jener physikalischen Vorstellung behandelt, 

daB die ,,Natur“ der Teilchen von der Art der Analysator-Apparatur abhangen kann. 

Diese Vorstellung fand ihre Bestatigung in der Existenz zweier Sorten von 6-Teilchen. 
so yer ‘ 
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und WV, und M, ganze positive Zahlen (oder Null) sind; Ey ist die Nullpunkts- 
energie, die gleich 1/2 5’ e, + 1/2 >) ¢, ist, und k,q sind die Impulse der 
Teilchen. ’ 

A und B sind GroéBen, die fiir die Massen bestimmend sind, wobei gilt: 


2 b2 (qe oboe 
At = = oe eae ae 


2 4 
2 2 2 _ f2)\2 


Aus den Formeln (42) ist zu ersehen, daB bei g? > a?b? eine der Massen (B) 
imaginar wird. Wie wir sehen werden, entsteht diese prinzipielle Schwierig- 
keit bei groBen Bindungsenergien’). 

Wir berichten sehr schematisch tiber die angefiihrten Beispiele. Sie sind 
kiinstlich in der Hinsicht, daB in ihnen die Rede von einer Bewegung der 
Teilchen in einem auBeren Feld und nicht von der Wechselwirkung der 
Teilchen ist; aber es ergeben sich immerhin aus ihnen sehr ernsthafte Zweifel 
beziiglich der Eignung des Teilchenbegriffes in den Fallen, in denen die 
Wechselwirkungsenergie mit der Eigenenergie des Teilchens vergleichbar 
wird. Im Zusammenhang hiermit wird auch das Schema der kanonischen 
Quantisierung, das zutiefst mit der Vorstellung von Teilchen verbunden ist, 
angezweifelt. 

Wir sind nicht in der Lage, Probleme konsequent durchzurechnen, bei 
denen die Teilchen in sehr starker Wechselwirkung miteinander stehen. Wir 
vermégen jedoch eine Vorstellung dariiber zu erhalten, wann dies der Fall 
sein kann. Wir sprechen von einer starken Wechselwirkung, wenn die 
Wechselwirkungsenergie W die Eigenenergie E der Teilchen tbertrifft. 
Der Zustand einer derartigen Wechselwirkung kann von sehr kurzer Dauer 
sein, beispielsweise von der Dauer der Stofzeit. Es ist aber selbstverstand- 
lich, daB nur diese kurze Zeit fiir den ganzen ProzeB von Bedeutung ist. 
Wir betrachten zuerst die elektromagnetische Wechselwirkung zweier 
Elektronen. Durch Vergleich der Energie W = e?/r mit der Energie der 
Elektronen £ finden wir, daB bei 


e2 


ont (43) 


r< 


W>E>m,¢? ist, wobei 4 =hc/E die Wellenlange des Elektrons dar- 
stellt. 

Die Abmessungen des Lokalisierungsbereiches eines Elektrons mit der 
Wellenlange 4 kénnen nicht kleiner als 2 sein. Wir sehen daher, da wegen 
der Kleinheit der Konstanten e?/hc das Elektron sich dort selten aufhalt, 
wo W > ™m,c? ist. Im Falle der Wechselwirkung eines Elektrons und einer 
Ladung eZ erhalten wir r< Ze?A/he und bei Z ~ 137 folgt r< A. Somit 
tritt eine starke Wechselwirkung der elektrischen Ladungen bei Z ~ 137 ein. 


1) Physikalisch bedeutet g? > a?b? in der Terminologie der Schwingungstheorie, daB 
der ,,Brennpunkt“ in einen ,,Sattelpunkt‘‘ ibergeht (Festigkeitsverlust). 
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Im Falle der Nukleonenwechselwirkung ist die Sachlage véllig anders. Fir 
eine Wechselwirkungsenergie der Form!) W = g?e-*’/r erhalten wir die 
Bedingung W > E> Mc? (M ist die Nukleonenmasse) in der Form 


g° 
r< ih, (43’) 
he 
Aber in diesem Falle ist g?/hc > 1 und es entsteht bereits bei r > 2% ein 
Zustand starker Wechselwirkung, d. h. in allen Fallen, in denen 4 << h/Mc 
ist. 
Daher erscheint es als 4uBerst wahrscheinlich, daB in einem Sto8proze8 
energiereicher Nukleonen die Nukleonen fiir die Zeit des StoBes vollstandig 
ihre Individualitaét als Teilchen verlieren, indem sie einen Zustand bilden, 
den man als ,Compound-Teilchen* bezeichnen kann. 
Das Kennzeichen solch eines ,Compound-Teilchens“ besteht darin, daB 
die Wechselwirkungsenergie der Teilchen die Higenenergie tibertrifft 2). 
Wir untersuchen jetzt ausfiihrlicher die Bedingungen die fir Entstehung 
solcher Zustande. Zu diesem Zweck betrachten wir die Energiedichte ¢ eines 
Systems wechselwirkender Nukleonen und Mesonen: 


re 1 2 r 
e=pDyt ov? + Ve + wy’) + 9epysye- (44) 


Das erste Glied ist hier die Energiedichte der freien Nukleonen, D = c(ap) 
+ BMc? ist der Diracsche Hamiltonoperator, y ist das Nukleonenfeld; 
das zweite Glied ist die Energiedichte des Mesonenfeldes gy, w>? = c?x?; 
das dritte Glied ist schlieBlich die Wechselwirkungsenergie, die als pseudo- 
skalar angenommen wird. 

Es sei bei einer vorgegebenen Gesamtenergiedichte die Energiedichte des 
freien Nukleonenfeldes ¢, und die Energiedichte des freien Mesonenfeldes 
gleich ¢,. In dem Fall, daB die Wechselwirkungsenergie unwesentlich ist, 
gilt « ~ + €. Wir erklaren jetzt, wann dieser Fall eintritt. Zu diesem 
Zweck fiihren wir einige Dimensionsbetrachtungen durch und fihren einen 


1) Wenn man eine Wechselwirkung mit einer Singularitat W = (g2/r) (a/r)™ e-*" an- 
nimmt, dann lautet die Bedingung (43’): r < (g?/Ac)1(+1)(a/A)"/(™+1) 2 und ergibt das 
friihere Resultat bei a > 4. Hierbei ist a eine gewisse Lange. 
*) Wenn man beispielsweise in der zweiten Naherung der TaMM-DANCOFF-Methode die 
Wechselwirkung zweier Nukleonen betrachtet, so erhalt man fiir deren Energie 
en *y e~*Taa g? e7*lis 
+g——+2mMe4 2° 

Th T 22 12 
Die ersten beiden Glieder sind unendlich, da 1, = 72, = 0 ist; sie stellen einen Beitrag 
zu der Selbstenergie der Teilchen dar, d. h. 


13) 50 


e7* Ny e7*T a2 


ate 
Ty Toa 


g -- 2Mc? = 2 Mexpc?; 

das letzte Glied jedoch, die Wechselwirkungsenergie g?e-*"w/r,,, ist fir Tj. > 0 nicht 
kleiner als die ersten beiden. Daher mu8 man es in den Fallen, in denen es groB ist, 
als einen den ersten Gliedern gleichwertigen Beitrag zu der Gesamtenergie zweier Teil- 
chen ansehen. tity aah 
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gewissen LangenmaBstab 1 ein, der die GréBe der Gradienten derart be- 
stimmt, daB 0/0x ~ 1/1 und (1/c) 0/0t ~ i/l; dann erhalten wir: 


_ _ [ke a I Mcl\-} 
4 =pDy-H(— + MeA)y, dah. v= (1+) , (45) 
t n 2 2 2 m2 1 c 2 2 
& = > (P+ Ve + wy) = > ae ae 
d.h. 
ey2l 2 ¢2[2\ *s ; 
pa (tt a) (2 


(hier ist 4 die Mesonenmasse, M die Nukleonenmasse). 
Die Wechselwirkung ist unwesentlich, wenn 


W=gepyspp <a und &. (46) 
Nimmt man aus (45) und (45’) py und 9, so findet man, daB (46) zutrifft, 
wenn 
h? ¢? Mel ees 
<a (1+ 5) (i+ ane (47) 
; Ac : Mel Lc Gg “le , 
ra: (1+) (1 a4, co (47°) 
Durch Zusammenfassung der beiden Ungleichungen erhalten wir: 
h*c? M cl\? / Tiles 
e<an = Sa (I+ ) (1+ ) (48) 


Wenn dagegen «, und é > &;, so wird die Wechselwirkungsenergie wesent- 
licher als die Energie der freien Felder. Gema8 (45) und (45’) kann man é¢ in 
der Form schreiben: 


Ver ee 
& FY & + & + he Bey ef, (49) 


Mel =! pe? c? [2 —1/, 
Fate sis) (Seicras 7) 


Wir fordern jetzt, daB die Summe ¢, + € kleiner als ¢ sei, und 


worin gilt: 


Durch eine direkte Substitution kann man sich leicht davon tiberzeugen, daB 
man dies fiir ¢, und € > &, erhalt. 

In diesem Falle triigt die Wechselwirkungsenergie und nicht die Energie der 
freien Nukleonen- und Mesonenfelder ¢, + & den wesentlichen Anteil zur 
Energie des Systems bei. Somit trennt ¢,, aus (48) zwei physikalisch vollig 
verschiedene Falle einer Wechselwirkung: Bei «<<, ist die Wechsel- 
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wirkung unwesentlich, und die Teilchen behalten ihre Bedeutung bei; bei. 
& > Er ist die Wechselwirkung wesentlicher als die Teilchen selbst. 

Ks ist selbstverstandlich, daB die kritische Energie von dem von uns an- 
genommenen Wechselwirkungstyp abhangt. Beispielsweise lautet fiir eine 
pseudovektorielle Wechselwirkung 


a3 0 
W = 90a¥rerny ar (50) | 


(a ist hier eine gewisse Lange) der Ausdruck fir die kritische Energie: 


h? c? Mcl\? pect 
Ekr = aan (1+ 5] (1+), (51) 


| 
| 

| 
d. h. im Falle der Abnahme von J steigt die kritische Energie langsamer an. | 
Fur eine elektromagnetische Wechselwirkung | 


W =ecyy,pAy, (52) 


erhalten wir analog | 
&r = ae (i + oe (53) | 

SchlieBlich ist fiir eine Zerfallswechselwirkung | 
W = 9* Pv P. Pe Pw (54) 


(g* ist hier die Fermikonstante, ‘py, pw Sind Nukleonenfunktionen, ¢, ist die | 
Neutrinofunktion, , ist die Elektronenfunktion) die kritische Energie | 


gleich: 
h@¢2 Mel mel\"ls 
Ekr = (t+ ae) (t+ 35) 


Die Existenz einer kritischen Energie der Wechselwirkung ergibt sich aus 
dem Umstand, daB die Energie freier Felder quadratisch in den Feldern und 
die Wechselwirkungsenergie wenigstens kubisch ist. Bei groBen Energie- 
dichten sind die kubischen Glieder gréBer als die quadratischen. In allen | 
Fallen nimmt die kritische Energie mit Verkleinerung des Mafstabes 1 zu, 

d. h. mit Zunahme des Gradienten. Eine Zunahme des Gradienten bedeutet 
eine VergréBerung des relativen Beitrages der freien Teilchen, da die Energie- 
dichte der freien Felder proportional I/t (fir Fermionen) und 1/l? (fir | 
Bosonen) ist. : 
Wir untersuchen jetzt, wann sich tatsachlich ein Compound-Teilchen bildet. 
Wir wenden uns zuerst dem Fall einer pseudoskalaren Wechselwirkung von || 
Nukleonen und Mesonen im nichtrelativistischen Bereich zu. Die Gesamt- | 
energie der stoBenden Teilchen bezeichnen wir mit EZ — T + 2M c?.- Der |} 
MaB8stab im Bereich der Wechselwirkung ist | = h/wc (u ist die Mesonen- | 
masse). Die Energiedichte ist « = T/I8. Vergleichen wir den-Wert fir e | 
mit e,, aus (48), so erhalten wir die Bedingung fiir die Entstehung eines 


(55) | 
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Compound-Teilchens im Moment des ZusammenstoBes 
he M\2 
-To>—2 (1 aE 56 
pels a i | (56) 


aus der bei g?/4ahc ~ 15 folgt: T < 90 MeV2). 

Im extrem relativistischen Fall hat man die Lorentzkontraktion zu beriick- 
sichtigen, so da die gréBten Gradienten nicht durch die GrdBe 1, sondern 
durch die GréBe I* = (h/uc) ¥V2Mc?)/E bestimmt werden. Das Volumen 
des Wechselwirkungsbereiches ist /?/*, die kritische Energie wird nach (48) 
auch durch die GréBe /* bestimmt; die Energiedichte ¢ ist dann in diesem 
Falle gleich: 


E 
2 
ie Vs Mec? 


[2] * 


Vergleichen wir diese Gré8e mit der kritischen Energie, so finden wir, daB 
der Zustand des Compound-Teilchens bei 


2 

pe oye, (56’) 
he wu j 

d.h. bei # < 10!2eV_ entsteht. Der Umstand, daB man in diesem Falle 

nicht die untere, sondern die obere Grenze erhalten hat, ergibt sich daraus, 

da8B mit zunehmender Energie Z der Nukleonen wegen der Lorentzkontrak- 

tion die Gradienten stark zunehmen, und da damit die relative Rolle der 

freien Felder zunimmt?). 

Fiir die pseudovektorielle Wechselwirkung (50) erhalten wir im nichtrelati- 

vistischen Fall an Stelle von (56) 


oy ES ee M\? 
See (2S 2 rc? (1 =) 57 
g° mA i i le ae 


_ d.h. fir a ~h/uc denselben Wert fiir 7, der auch fir eine pseudoskalare 
_ Wechselwirkung gilt. Im extrem relativistischen Falle finden wir aber 


an Stelle von (56’) 


9? RR Marea : 
Pare ee (57) 


dh. bei g2/4ahe =~ 15 und h/Mc <a<hjuc existieren immer Compound- 


Zustande. Das hangt damit zusammen, daf im Falle einer pseudovektoriellen 
Wechselwirkung die relative Rolle der Wechselwirkungsenergie nicht nur 


mit -zunehmender Energiedichte, sondern auch mit dem Anwachsen der 


Gradienten zunimmt. Somit erstreckt sich der Bereich des Compound- 


1) Wenn man als Bereich einer starken Wechselwirkung nicht h/wc, sondern f/Mc an- 


setzt, lautet das Resultat J’ > 20 MeV. 


' 2) Wenn man von der pseudoskalaren Wechselwirkung tiberzeugt ist, so bedeutet dies, 
_ daB man bei einer hydrodynamischen Betrachtung der Nukleonenstéfe [34] die Meson- 
' Nukleonfliissigkeit als ein Gas ansehen kann. 
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Teilchenzustandes fiir den Fall der pseudovektoriellen Wechselwirkung | 
von T = 100 MeV an unbeschrankt aufwarts nach hoheren Energien?). 

Wir wenden uns jetzt den elektromagnetischen Wechselwirkungen zu. Hier 
ergibt sich eine gewisse Unbestimmtheit in der Definition der Abmessungen 
des Wechselwirkungsbereiches. Aus dem Ausdruck fiir die kritische Energie | 
(53) finden wir im nichtrelativistischen Fall: 


he h mcl\? 
So os pA Pe sata ee 
EP gome sat (t+ -)- (58) 
Hierin ist m die Masse eines Elektrons. Wir sehen, da8B bei beliebigem 
L<ih/me die GréBe T in den Bereich relativistischer Energien fallt. Im 
extrem relativistischen Falle finden wir: 


e? mel 
Se Peet 
re 2mc — (58 ) 


d.h. bei 1<h/mc fallt der Wert H in den Bereich nichtrelativistischer | 
Energien. Daher entstehen im Falle elektromagnetischer Wechselwirkungen | 
wegen der Kleinheit der Kopplungskonstanten keine Compound-Teilchen. | 
Dasselbe Resultat erhalt man wegen der Kleinheit von g* = 10-48 erg cm? | 
auch fiir die Zerfallswechselwirkung (54). | 
Wir sehen aus den durchgefiihrten Rechnungen, da die Energie ¢, ein | 
physikalisches Kriterium fiir die Frage ist, wann bei starker Wechsel- 
wirkung ,,Compound-Teilchen“ entstehen. Der Begriff des ,,Compound- | 
Teilchens“ ist nicht neu; wir geben ihm nur eine physikalische Definition, die 
auf der relativen Rolle der Wechselwirkungsenergie und der Higenenergie 
der Teilchen basiert. Man findet ihn in dieser oder jener Form in verschie- | 
denen modernen Arbeiten; in diesem Zusammenhang moéchten wir noch 
einige Bemerkungen anfigen. 

Wir nehmen an, daB es sich um St68e zwischen zwei Teilchen P und N | 
handelt, die im freien Zustand durch die Wellenfelder Yp und Wy beschrieben | 
werden, und daB es sich weiterhin bei diesen St68en um die Erzeugung eines 

neuen Teilchensz handelt, das im freien Zustand (oder im fast freien Zustand) 

durch die Zustande des Wellenfeldes ©, gegeben wird. 

Wie bei Kernreaktionen kann man von Hingangskanalen der Reaktion Wp 

und Wy, Ausgangskandlen Wp, Wy und ©, und von einem Bereich der | 
starken Wechselwirkung sprechen. 

In Bild 3 ist das Schema eines derartigen StoBprozesses dargestellt. : 
Der von der punktierten Linie umgebene Bereich ist der Bereich der starken || 
Wechselwirkung. Auferhalb dieses Bereiches, in den Eingangskanilen, || 
haben wir es mit fast freien Feldern Wp und Wy zu tun; in den Ausgangs- | 


B< 


1) Die Existenz von Compound-Teilchen kann auch die Ursache fiir die Bildung von in- 
stabilen Kernfragmenten aus He, Li und Be sein, die bei StéBen eines energetischen 
Nukleons mit einem Atomkern entstehen. Derartige Compound-Zustande kénnen im 
Kern als Ergebnis einer Fluktuation auftreten (natiirlich nur fiir eine sehr kurze Zeit). || 
Dann kann auch der StoB eines Nukleons mit solchen kurzzeitig existiérenden Compound- || 


Zustanden zur Emission schwerer Kernfragmente fiihren. te 
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kandlen sind Yp, Yy und ®, auch fast frei. Aber im Innern dieses Bereiches 
existieren infolge der starken Wechselwirkung weder ein Y noch ein O-Feld, 
sondern etwas anderes, das bei einer Abschwachung zu linearen Feldern in V 
und @ entartet. Wir wissen augenblicklich fast nichts tiber dieses etwas 
anderes“, 

In verschiedenen neueren Arbeiten benutzt man zur Betrachtung dieser 
Zustinde recht schematische Ansitze. So kann man beispielsweise das 


gestoBende Teilchen als ,,schwarz‘, d. h. als 


eine vollstandig absorbierende Kugel auf- 
fassen [29, 30] Hin derartiges Vorgehen ge- 
stattet die Auszeichnung der Diffraktionsstreu- 
ung; es vermag eine gewisse Vorstellung fiir 
die Wahrscheinlichkeit der Bildung eines 
,»Compound-Teilchens‘‘ (Wahrscheinlichkeit 
‘fir das Zusammenkleben) zu geben. Falls 
die Dauer des Zustandes eines ,,Compound- 
‘Teilchens‘‘ wesentlich die StoBzeit +t = alv Bild 3. Das’Schema eines StoBprozesses 


I es : é : ; “ mit starker Wechselwirkung. Die 
tibertrifft (a ist hier der Radius der Sphare punktierte Linie umgibt den Be- 
der starken Wechselwirkung, v ist die relative reich der starken Wechselwir- 


5 ne A Z kung. Wp, Yy sind Eingangs- 
Teilchengeschwindigkeit), kann man von kanfle und'¥’p, P%y, 4 sind 


einem isobaren Zustand sprechen und diesen - Ausgangskanile. 

als ein wirklich neues Teilchen auffassen 

[31, 32]. Derartige Vorstellungen sind in vieler Hinsicht niitzlich, da be-- 
kanntlich besonders die starken Wechselwirkungen durch bestimmte Bewe- 
gungsintegrale charakterisiert werden. Beispielsweise gibt es beim Sto8 eines 
Nukleonenpaares einen Zustand mit J = 0 (Gesamtdrehimpuls) und T = 1 
(Isobarenspin). Fiir den Sto8 eines z-Mesons mit einem Nukleon ist der Zu- 
stand mit J = 3/2 und T = 3/2 wichtig). Jedoch tbertrifft die Lebens- 
dauer der Isobarenzustande offensichtlich nur wenig die StoBzeit. 

Ein anderes Vorgehen ist mit der Anwendung statistischer [33] oder hydro- 
dynamischer Methoden [34] verkniipft. In der statistischen Methode operiert 
man mit Beziehungen der Phasenvolumina, die durch jeden der méglichen 
Zerfallsprozesse von Compound-Teilchen ,,eingenommen werden. Es ist 
klar, daB durch das Wesen dieser Methode an sich nur ganz grobe Ziige des 
Zerfalls beschrieben werden kénnen. Im wesentlichen handelt es sich um den 
Vergleich der Phasenvolumina der Ausgangskanale; jedoch der Prozef der 
Teilchenbildung selbst (oder, was dasselbe ist, der linearen Felder Y und ®) 
falit aus dieser Betrachtung heraus. 

In der hydrodynamischen Betrachtungsweise [34] machte man den Versuch, 
den Fehler der Fermischen Theorie dadurch zu korrigieren, dai man den 
,,Compound-Zustand “ als eine stark wechselwirkende Flissigkeit auffaBt, 
die sich nur beim ProzeB ihrer Ausdehnung in ein Gas umformt, das aus 
Teilchen besteht. Hierbei wird die Fliissigkeit selbst klassisch betrachtet, 
es werden die Gesetze der relativistischen Hydrodynamik benutzt. Das ist 
zweifelsohne ein Fortschritt gegeniiber der statistischen Theorie. Jedoch 


‘) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. NisH1jima, Fortschr. Phys. 4, 519 (1956) sowie den in 
Kiirze erscheinenden Bericht von OKUN iber ,,Fremde Teilchen*. 
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auch dieses Bild erweist sich als grob schematisch. Beim Beginn der Aus} 
dehnung jener Flissigkeit treten betrachtliche Quantenfluktuationen a 
[35]; es bleibt daher das Problem der Beschreibung dieser wesentlichen Phas 
noch ungeklart. 
Bei der Betrachtung des ,,Compound-Zustandes“ gingen wir von der Analog’ 
zu Kernreaktionen aus. Diese Analogie ist jedoch rein duferlich. Eij 
,,Compound-Kern‘ ist nur ein besonderer Teilchenzustand, der in Kerry 
reaktionen auftritt. In einem ,,Compound-Teilchen“ sind Teilchen vorhande 
aus denen es gebildet worden ist, und auch andere, im Innern enstehend| 
Teilchen, die so stark miteinander in Wechselwirkung stehen, da8 selbst d i 
Vorstellung voneiner Struktur eines , Compound-Teilchens‘‘alsein aus wechse} 
wirkenden Teilchen bestehendes System seinen Sinn verliert. Das wide 
spricht jedoch nicht der Tatsache, da8 ein ,,;Compound-Teilchen“ dure 
integrale GréBen (Spin, Ladung, Masse usw.) charakterisiert werden kan) 
und da8 sich sein Schwerpunkt nach den Gesetzen der Quantenmechanii 
bewegt. Es handelt sich hier um die innere Struktur. Aus der Tatsache, da) 
die Teilchen infolge der starken Wechselwirkung als selbstandige Objekte z: 
existieren aufhdéren, kann man sicherlich nicht folgern, daB derartige Zu 
stande mit irgendwelchen klassischen Methoden beschrieben werden kénnem 
Die klassische Theorie kennt keine Plancksche Konstante; es ist dahe 
schwierig sich vorzustellen, durch welche klassischen Methoden etwas ent 
stehen kénnte, was den Gesetzen der Quantentheorie unterliegt. | 
Im Gegenteil, es erscheint naheliegender anzunehmen, da8 ,,Compound 
Teilchen“ ihrem Wesen nach allgemeineren Gesetzen als denen der Quanter 
theorie gehorchen. 

Da der ganze Apparat der modernen Theorie auf dem Teilchenbegriff au 
gebaut ist, besteht keinerlei Hoffnung darauf, da8 er in Problemen, die mj 
starken Wechselwirkungen i in Beziehung stehen, wirkungsvoll sein wird. Nac 
unserer Meinung liegt darin die Ursache dafiir, daB nichtlokale und nich 
lineare Theorien, die auf der heutigen Quantisierungsmethode basieren, 
im Prinzip mit dem Teilchenbegriff verkniipft ist, nicht die an sie gekniipfte} 
Hoffnungen erfiillen. | 


Ubersetzt von W. Ludy 
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Die Theorie des Exzitons im festen Kérper 
Von H. HAKEN 
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§1. Einleitung 


Das Absorptionsspektrum des festen Korpers besteht im allgemeinen aus 
breiten Banden. Die theoretische Deutung hierfiir liefert das bekannte 
Energiebander-Modell. Dieses nimmt an, daB die Kerne raumlich streng 
periodisch und zeitlich ruhend angeordnet sind. Jedes Elektron soll sich im 
vorgegebenen Felde dieser Atomriimpfe und der mittleren Ladungsverteilung 
aller ibrigen Elektronen bewegen. Das Vielteilchenproblem des festen Koér- 
pers ist damit auf die Aufgabe reduziert, die Bewegung eines Elektrons in 
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einem streng periodischen Potentialfeld zu untersuchen. Die quantentheore- 
tische Behandlung fihrt zu der Aussage, daB das Elektron (Ortsvektor r) 
das Gitter in Form einer modulierten ebenen Welle e*t'u (rt) durchlauft, 
wobei der Modulationsfaktor gitterperiodisch ist. Die zu diesen Ausbreitungs- 
zusténden gehérigen Energiestufen sind in Bandern angeordnet, die durch: 
verbotene Zonen getrennt sind. Die einzelnen Energiestufen innerhalb der) 
Bander sind nach dem Pauli-Prinzip mit den vorhandenen Elektronen auf-, 
zufillen. Fiir die optischen Ubergange gibt es eine Auswahlregel, nach der? 
Uberginge nur zwischen verschiedenen Bandern stattfinden, und zwar 
unter Beachtung des Erhaltungssatzes f’ =£-+ 1 fir die Quasi-Impulse} 
ft’, £ des Elektrons und [ der Lichtwelle?). 
Strahlen wir mit Licht beispielsweise auf einen Isolator, bei dem also die 
Bander bis zu einem obersten hin voll besetzt sind, so findet eine Licht- 
absorption erst statt, wenn die Lichtquantenenergie gréBer als der Band-, 
abstand wird, wobei dann ein praktisch strukturloser Anstieg der Absorption | 
eintritt. Dies ist aber gerade der experimentelle Befund bei vieien Stoffen. 
Es gibt jedoch auch wichtige Ausnahmen hiervon. Einmal besitzt namlich. 
jeder Realkristall Gitterbaufehler, wie z. B. Stérstellenatome, von denen) 
eine ganze Reihe den Elektronen diskrete Niveaus zur Verfiigung zu stellen) 
vermogen, zwischen denen dann die Elektronen iibergehen und so AnlaB) 
zu einem Linienspektrum geben kénnen, wobei oft die Linien auch wieder: 
zu relativ schmalen Banden verbreitert sind. 

Zum anderen fanden HILSCH und POHL [J, 2] bei der Untersuchung der: 
Absorptionskante der Alkali-Halogenide, daB diese eine ,,Gipfelstruktur‘} 
besitzt, also keineswegs strukturlos ansteigt, wie dies nach dem Bander-} 
modell sein sollte. AuBerdem folgte schon aus der Hohe der Gipfel, daB es: 
sich hier um eine Grundgitterabsorption handeln mu8. Das Bandermodell| 
versagt hier also vollig. Die Deutung erfolgte vielmehr mit Hilfe des — wenig-. 
stens auBerlich — vollig anderen Modells von Heitler-London. Hier wird! 
nicht jedes Elektron wie im Bandermodell auf alle Atome des Kristalls| 
, verteilt‘‘, sondern jedes Elektron soll an dem Atom oder Molekiil bleiben, an‘ 
dem es schon vor dem Zusammenbau des Kristalls sa8. Der optische Uber-) 
gang eines Kristallelektrons wird dementsprechend als Ubergang eines 
Elektrons innerhalb eines Atoms oder einer Molekiilgruppe aufgefaBt. Wie 
die halbklassische Diskussion bei den Alkalihalogeniden, z. B. dem NaCl 
bald zeigte, kommt hier der Ubergang eines Elektrons vom Cl- zum Na* in|] 
Betracht, wobei sich auch quantitativ (HILSCH und POHL [J], v. HIPPEL [3]) 
eine brauchbare Ubereinstimmung ergab. 

Etwa gleichzeitig untersuchte FRENKEL [4] — und zwar quantentheore- 
tisch — die Lichtabsorption ebenfalls im Heitler-London-Modell. Er erkannte, 
daf sich der Anregungszustand eines Elektrons von Atom zu Atom (bzw. 
von Molekiil zu Molekil) fortpflanzen kann und sich in Form einer Welle 
durch das Gitter ausbreitet. Hierbei wird zwar Energie, aber kein Strom 
transportiert. Diese Anregungswelle ist von FRENKEL als Exziton bezeichnet 
worden. Im folgenden werden wir dementsprechend es fiir ein Exziton 
charakteristisch ansehen, daB 


1) Da |!| wesentlich kleiner als |f| ist, sehen wir im folgenden stet8 von-kab. . 
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1. der angeregte Elektronenzustand in der Nahe des zurickgebliebenen 
,,Lochzustandes‘‘ verharrt, wodurch sich neue, tiber das Bandermodell 
hinausgehende optische Ubergange ergeben, 


2. es eine Anregungsenergie durch das Gitter befordert, ohne da8 dabei eine 
Ladung transportiert wird. 


Die Verkniipfung dieser beiden Eigenschaften wiesen APKER und TAFT [5] 
mit ihrer Untersuchung des auBeren Photoeffekts bei Alkalihalogeniden 
nach. Diese Experimentatoren fanden, daB eine ganz bestimmte Gruppe von 
Elektronen nur dann ausgelést wird, wenn im ersten Maximum der Eigen- 
absorption eingestrahlt wird, also Exzitonen erzeugt werden. Nach Deutung 
der Experimentatoren wandern diese Exzitonen durch das Gitter, rekombi- 
nieren mit Farbzentren, wobei eben Elektronen in einem definierten Energie- 
bereich frei werden und ausgesandt werden. Auch SHUSE und RyYVKIN [6] 
wurden bei der Untersuchung des inneren Photoeffekts am Cu,O zu dem 
Schlu8 gefiihrt, da8 ihre Ergebnisse nur durch die Annahme von Exzitonen 
zu deuten sind. 

Wahrend FRENKEL wie auch PEIERLS [7] die Bewegung des Exzitons 
im deformierbaren Gitter betrachteten, beschrankten sich die nachfolgenden 
Autoren, um eingehendere qualitative und auch quantitative Aussagen zu 
gewinnen, zunachst auf die Untersuchung des Exzitons im starren Gitter. 
SLATER und SHOCKLEY [8] faBten hierbei auch solche Zustande ins Auge, 
bei denen das angeregte Elektron nicht in der gleichen Molekilgruppe wie 
das Loch bleibt, sondern es in einem gréBeren Abstand umkreist, wobei 
dieser Exzitonenzustand als Vielteilchenzustand entweder mit atomaren 
Funktionen oder mit Blochwellen beschrieben wird. Die Vorstellung, daB 
das Elektron in gréBerem Abstand ein Loch umkreist und die Tatsache, daB 
sich der Lochzustand mit Hilfe nur einer Teilchenkoordinate (Defektelektron!) 
beschreiben laBt, fihrt dazu, das Exziton einfach als Zweiteilchensystem im 
Rahmen des iiblichen Bandermodells aufzufassen, wie es ausfiihrlich von 
WANNIER [9] gezeigt wurde. Benutzt man hierbei die ebenfalls von WAN- 
NIER entwickelte Methode der scheinbaren Masse, so stellt sich das Exziton 
dar als bestehend aus einem Elektron mit der scheinbaren Masse m, und 
einem Defektelektron mit der scheinbaren Masse mg, die sich auf einer wasser- 
stoffahnlichen Bahn umkreisen. Da sich diese beiden Teilchen in einem 
polarisierbaren Kristall bewegen, ist im Coulombpotential noch eine effektive 
Dielektrizitatskonstante zu beriicksichtigen (u. a. MoTT [10]); auf jeden Fall 
ist aber ein wasserstoffahnliches Spektrum zu erwarten. 

In den letzten Jahren ist es HAYASHI [13], GROSS und Mitarbeitern [1/, 12], 
NIKITINE und Mitarbeitern [14, 15] sowie APFEL und HADLEY [16] tatsach- 
lich gelungen, beim Cu,0 derartige wasserstoffahnliche Spektren, die Exzi- 
tonen zugeschrieben werden kénnen, aufzufinden. Diese Linien, die im Gegen- 
satz zu den Maxima bei den Alkali-Halogeniden sehr scharf sind, wurden bis 
zur Wasserstoff-Hauptquantenzahl n = 9 hin verfolgt, zu der ein Exzitonen- 
radius von mehreren hundert Angstrém gehért. Die optischen Ubergange 
vom Grundzustand des Kristalls zu den Exzitonenzustanden mit einer 
Hauptquantenzahl n > 2 werden durch die Wasserstoffterme ~ 1/n? iiber- 
raschend gut wiedergegeben, wahrend der zu n = 1 gehorige Term entweder 
22* 


274 H. HakEN 


herausfallt (GROss [12]) oder gar nicht auftritt, sondern die betreffende 
Linie einer weiteren (roten) Serie zuzuschreiben ist (NIKITINE [J65]). 
AuBer bei den bisher erwahnten Alkali-Halogeniden und dem Kupferoxydu 
wurden besonders in den letzten Jahren noch bei weiteren Stoffgruppen 
z. B. Silber-Halogeniden (OKAMUTO [17], PERNY [J8]) und Schwermetall: 
Halogeniden (HILSCH [19], NIKITINE und Mitarbeiter [20]), Absorptions- und 


zahl der Kristalle, die wie z. B. das Cu,O scharfe Linien haben, keineswegs diet 
beim Cu,0 auftretende Wasserstoffstruktur, so daB wir schon vom Experi 
ment her schlieBen miissen, daB die wasserstoffartigen Exzitonen nur i 
sehr giinstigen Fallen zu erwarten sind. 

Zur Deutung des experimentellen Materials erscheint es vielmehr fiir dief 
Theorie als nétig, das Exziton von Grund auf nochmals ohne alle die be4 
sprochenen Vereinfachungen zu behandeln. So wurde von NIKITINE (21 
vorgeschlagen, die effektive Dielektrizitatskonstante in dem Coulomb; 
potential —e?/er als veranderlich anzusehen. Ein wesentlicher Teil der Ver: 
anderung der Dielektrizitétskonstanten mit dem Exzitonenradius kann 
durch die Beriicksichtigung der Wechselwirkung des Exzitons mit den Gitter- 
schwingungen erfaBt werden!) (HAKEN [22]). Ein weiterer Teil dieser Ver- 
anderung 1&8t sich durch eine genaue Erfassung der Polarisationswirkung! 
von Elektron und Loch auf die tibrigen Valenzelektronen wiedergebe 
(SCHOTTKY [23], ToyozAwa [24], HAKEN [25]). Weiter wird zu beachten 
sein, daB8 die Dielektrizitatskonstante bzw. die scheinbaren Massen vo 
Elektron und Loch Tensoren sind (NIKITINE [26] bzw. DRESSELHAUS [27]) 
Ferner bestehen Hinweise dafiir, daB die genauere Bandstruktur, speziel] 
die Entartung von Bandern (Gross [JI], DRESSELHAUS [27]) wesentlich 
sind, wie auch dafiir, daB fiir die optischen Uberginge die Gittergeometrid 
von Bedeutung ist (v. HIpPEL [3], HILSCH und PouL [J], OVERHAUSER 
[28}). 
Weitere wichtige Aufgaben fiir die theoretische Behandlung des Exzitons 
erwachsen aus den Untersuchungen des Exzitonenspektrums im elektrische 
bzw. magnetischen Feld (GROss und Mitarbeiter [29]), wofiir bereits au 
Rechnungen von SAMOJLOVIC und KORENBLIT [30] vorliegen, sowie aus 
der Beobachtung der Exzitonendiffusion (LASKAREV und KARCHANI 
[31], BALKANSKI und BROSER [32]). Berechnungen der freien Wegling 
wurden durchgefiihrt von LEURGANS und BARDEEN [33], ANSELM und} 
Firsov [34], HAKEN [35] und TRLIFA] [36]. 

Eine Theorie, die alle diese verschiedenen Einfliisse und Effekte von einen 
einheitlichen Standpunkt aus untersucht, steht noch aus 2). Immerhin sind 
aber bei der Behandlung eines groBen Teils dieser Kinzelfragen gerade in 


1) Durch diese Rechnungen lieBe sich auch das Herausfallen des Terms n — 1 beim 
Cu,O verstehen. Diesem Versuch steht allerdings entgegen, daB die betreffende Lini¢ 
nach NIKITINE [14] zur oben erwihnten roten Serie gehéren soll. ‘ 
*) Eine Reihe offenstehender Probleme findet sich auch in dem interessanten Berich 


von PEKAR [37] besprochen. ne tet 
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den letzten Jahren wesentliche Fortschritte erzielt worden und es soll vor 
allem das Ziel des vorliegenden Berichtes sein, diese neueren Ergebnisse 
naher darzulegen. 


A. Lokalisierte Exzitonen 


Die Absorptionsmaxima der Alkali-Halogenide wurden und werden teilweise 
auch heute noch als ein in einer Atomgruppe lokalisierter Elektroneniiber- 
gang aufgefaBt, das entstehende Elektron-Loch-Paar wird also als raumlich 
festliegend angesehen. Wenngleich auch diese Auffassung in Strenge nicht 
richtig ist, da man auf Grund der Translationsinvarianz eines stérstellen- 
freien Gitters ganz allgemein zeigen kann (vgl. S. 314), daB es hier keine 
lokalisierten Exzitonenzustande gibt, so liefert uns doch die Betrachtung 
lokalisierter Exzitonen wichtige Einblicke in die Energiebilanz, die beim 
Elektronensprung vorliegt. 

Bei der Besprechung der lokalisierten Exzitonen beginnen wir mit der halb- 
klassischen Behandlung, bei der die Frequenz y des Absorptionsmaximums 
aus der Beziehung hy = AE gewonnen wird; die fiir den Elektronentiber- 
gang aufzuwendende Energie AE im itibrigen jedoch mehr oder weniger 
klassisch berechnet wird. 


§ 2. Halbklassische Behandlung 


a) Deutung der Lage des 1. Maximums bei T = 0° (,,starres Gutter“) 


Die Energiebilanz, die mit dem Ubergang eines Elektrons vom Cl- zum Na* 
verkniipft ist, 14Bt sich am einfachsten mit Hilfe eines Kreisprozesses an- 
geben. Dazu fassen wir (nach WOLFF und HERZFELD [38]) zunachst alle 
iibrigen Ionen des Gitters als positive bzw, negative Punktladungen auf. 
Bauen wir aus diesem Gitter das Cl aus, so ist das Coulompotential aller 
iibrigen Ionen, das durch das Madelung-Potential gegeben ist, zu tiber- 
winden, also die Energie Ug =e?a/r (a: Madelungkonstante, = 1,748 
beim NaCl-Gittertyp, 7 = Ionenabstand) aufzubringen. Bauen wir danach 
auch das Na+ aus, so fehlt an dem zu tiberwindenden Madelungpotential 
des Gitters e?a/r das Coulombpotential e?/r des schon ausgebauten Cl-, so 
da8 jetzt nur die Arbeit U; — e?/r = (a — 1) e?/r aufzubringen ist. AuBerhalb 
des Kristalls wird nun das Elektron vom Cl- unter Aufwendung der Elek- 
tronenaffinitat E entfernt und unter Gewinn der Jonisierungsspannung J am 
Na* wieder eingebaut. Danach werden die neutralen Atome ohne Energie- 
Anderung in das Gitter eingesetzt. Die gesamte aufzubringende Energie ist 
also gegeben durch 


hy = E—I + (2a — 1) e?/r (WOLFF und HERZFELD) (2,1) 
Diese Formel liefert die Lage des ersten Maximums der Eigenabsorption der 


Alkali-Halogenide mit einem Fehler von 30%. Statt dessen gibt die von 
HitscuH und Pout [J] vorgeschlagene Formel 


hy = E —I-+ae/r (HILSCH und POHL) (2,2) 
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die Lage bei den Alkali-Halogeniden recht gut wieder, obwohl die Formel (2,1) 
zunachst theoretisch besser fundiert erscheint. Wahrend BORN [39] diese 
Diskrepanz dadurch zu beseitigen versuchte, daB die Neutralisation des 
Cl--Na*-Paares an einer inneren Oberflache erfolgen sollte, zeigte KLEMM [40], 
daB das eben benutzte Modell, das die Ionen des iibrigen Gitters lediglich als 
Punktladungen behandelt, unzureichend ist. Man mu8 vielmehr beriick- 
sichtigen, da infolge einer Verschieblichkeit der Elektronenhillen in den 
Jonen auch Dipole induziert werden kénnen}?). 
Im ungestérten Gitter kompensieren sich diese Induktionswirkungen zwar 
weitgehend. Wird jedoch, wenn wir wieder an den obigen KreisprozeB 
denken, etwa das Cl- (s. Bild 1) ausgebaut, so wird 


Paice; z. B. die Wirkung des Ions A auf das Ion B nicht mehr 
4 ee Re, aufgehoben, so da8 also in B ein Dipol hervorgerufen 
TONES. ‘wird. Infolge dieser Polarisation der Umgebung wird 


beim Ausbau der Ionen die Polarisationsenergie Up 
gewonnen. Werden = andererseits die (auBerhalb des 
“--7 Neal ex *--" — Kristalls) neutralisierten Atome wieder eingebaut, so 
Nona wird z. B. die Induktionswirkung des Ions D auf Cl nicht 
mehr von Na* kompensiert, so daB also in Cl und ent- 
sprechend auch in Na Dipole induziert werden, die fiir 
die Adsorption der neutralen Atome verantwortlich 
sind. Diese Adsorptionsenergie U 4 wird also ebenfalls gewonnen. Wir erhalten 
damit als verbesserte Energiebilanz?) 


hy = E—I-+ (2a — 1) e/r —-Up—U, (KLEMM) (2,3) 


Einen Einblick in die Gré8enordnung der Polarisationsenergie Up, die von 
NEUGEBAUER [41] genauer quantentheoretisch berechnet wurde, erhalten 
wir (nach V. HIPPEL [3]), wenn wir daran denken, daB der Hauptteil dieser 
Energie durch die Polarisationsinderung der Anionen infolge des Ver- 
schwindens des Kations geliefert wird: Auf eine isolierte Gruppe Kation- 
Anion im Gitterabstand r, wiirde die Polarisationsenergie 


Up = Be2/r4 (2,4) 


entfallen (8: Polarisierbarkeit). Diese ist nichts anderes als die Wechsel- 
wirkungsenergie zwischen dem Kation und dem Dipol, den das Feld des 
Kations in dem Anion erzeugt. Die beim Verschwinden des Kations auf- 


tretende Polarisationsenergie hat eine (2,4) entsprechende Form, so daB Up 
gr6Benordnungsmafig schon Up darstellt. Uber U4 hingegen fehlen genauere 
Unterlagen; v. HIPPEL nahm hierfiir gr6BenordnungsmaBig 1 eV an. 

Kine Ausdehnung des eben beschriebenen Kreisprozesses auf héhere Tempera- 
turen ist leicht moéglich: 


*) Wegen des Franck-Condon-Prinzips diirfen wir annehmen, da8 beim optischen Uber- 
gang die Kerne in Ruhe bleiben. r ‘ 
*) Eine Verfeinerung dieser Formel ergibt sich, wenn man das sehr kurzreichweitige 
AbstoBungspotential der Ionen hinzunimmt. ee Neg 
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b) Deutung der Lage des ersten Maximums bei T > 0° (,,deformierbares Gitter“) 
nach V. HIPPEL [3]. 


Da bei einer Temperatur 7 > 0° K die Ionen schon selbst eine Energie mit- 
bringen, die im Mittel durch 


7 


{ cdT _(c: spezifische Warme pro Atom) (2,5) 
0 


gegeben ist, ist beim Ausbau des ersten Ions statt der Energie Ug (vgl. S. 275) 
T 


nur die Energie Ug — | cdT aufzubringen. Beim Ausbau des nachfolgenden 


0 

Ions ist zu beachten, daB der Abstand zu dem bereits entfernten Ion ther- 
misch schwankt, so daB statt der Coulombenergie e?/r die thermisch gemittelte 
Coulombenergie e?/r7 abzuziehen ist, so da8B also 


T 
Ug —e/r durch Ug — fear — elrp 
0 


zu ersetzen ist. Besonders sorgfaltig ist die Einlagerungsenergie Q, der Atome 


zu diskutieren. Auf den ersten Blick kénnte es scheinen, daB auch hier die 
T 


mittlere Warmeenergie durch — 2 i) cdT zu bericksichtigen sei, so daB sich 


0 

dieses Temperaturglied in der Energiebilanz vollig herausheben wiirde. Man 
muB aber beachten, da8 durch den Elektronensprung, also die Neutralisation 
vom Cl- und Na? die Bindungsverhialtnisse véllig geandert werden. Von der 
sehr steilen Potentialkurve der starken Ionenbindung erfolgt (wegen des 
Franck-Condon-Prinzips) bei praktisch konstant bleibendem Kernabstand 
der Ubergang in die sehr flache Potentialmulde des Atomzustandes. Der 
Ubergang erfolgt mit gréBter Wahrscheinlichkeit so, daB die Atome den 
kinetischen Anteil der mittleren thermischen Energie 2(3/2) kT behalten, die 
etwa gleichgroBe mittlere potentielle Energie derselben aber nicht mit tiber- 
nehmen. Wollen wir diese Energieénderung in der Terminologie unseres Kreis- 
prozesses erfassen, so haben wir fiir den Einbau der Atome als Energie-° 
gewinne Q,(7) = Q4(0) — 347 in Rechnung zu stellen. 


Wir erhalten damit fiir die Energie des Elektronensprungs: 


yi 
hy = 3,14 e/r — 2 f edT — e*/rp — Up + E —I — Ug, + 3kT 
0 


(v. HIPPEL)!) (2,6) 


Die Temperaturabhingigkeit des Maximums ist einmal durch — 2 / cdT +3kT 


gegeben, was eine Rotverschiebung bewirkt, zum anderen durch — e?/ry, 
was wegen der Ausweitung des Gitterabstandes mit der Temperatur eine 


1) Im Faktor 3,14 ist die Wirkung des AbstoBungspotentials eingeschlossen. 
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Gegenverschiebung nach Blau hervorruft. Im allgemeinen, insbesondere 
bei den Alkalihalogeniden, tiberwiegt die Rotverschiebung, jedoch wird 
gelegentlich, z. B. beim TIC] (HILSCH [19]) auch eine Blauverschiebung 
gemessen. 

Vv. HIPPEL verglich die Temperaturverschiebung des Maximums nach 
Formel (2,6) mit den Messungen von FESEFELDT [42] am KCl und fand fiir 
die Verschiebung 


von — 253°C bis 20°C 0,16 eV statt der gemessenen 0,28 eV, 


Ferner fiihrte v. HIPPEL einen Vergleich der Ergebnisse von Formel (2,6) 
mit den Resultaten von HILSCH und POHL [J, 2] fir 7 = 293° K durch, 
wobei fiir Up die Abschatzung (2,4) von S. 276 verwendet und fiir U, (0) 
schematisch 1 eV eingesetzt wurde. Die Ubereinstimmung ist recht gut, 
allerdings ist die Wahl von Up und besonders von U, doch noch nicht voll 
begriindet. 


c) Die Deutung der Lage der weiteren Maxima 


Neben dem ersten Absorptionsmaximum, dessen Lage eben theoretisch ge- 
deutet wurde, werden noch weitere Maxima gefunden. HILSCH und POHL 
deuteten bereits die ersten beiden Maxima als eine Doppelbande, deren Ener- 
giedifferenz allein durch das Halogen bestimmt ist. Dieser Energieunterschied, 
der fir 


Cl: 0,11 ¢V,. Br: 0,44eV, J: 0,946V (2,7) 


betraégt und schon friiher in Gasen und waBrigen Lésungen als Doppelbande 
gefunden wurde, beruht auf einer Spin-Bahn-Wechselwirkung des Loch- 
zustandes in den Halogenen. 

Das nachste, noch kurzwelliger gelegene Maximum wird von v. HIPPEL als 
Ubergang des Elektrons vom Halogen zum iibernachsten Alkalinachbar 
gedeutet. Die Energie fiir diesen Ubergang, die sich nach demselben Kreis- 
prozeB wie oben berechnen la8t, liegt um 0,39 e?/r) héher als beim ersten 
Maximum. Der Vergleich bei den Alkali-Halogeniden zeigt auch hier wieder 
eine gute Ubereinstimmung. 

Trotz einer guten Ubereinstimmung ist natiirlich eine derartige quasi- 
klassische Behandlung des ,,optischen‘‘ Elektrons in Strenge keineswegs 
gerechtfertigt, schon allein deshalb, weil die de Broglie-Wellenlange der 
Kristallelektronen (von der Energie eV) in der GroBe der Gitterabstande 
liegt. AuBerdem gibt diese Rechnung beispielsweise keine Auskunft iiber 
Oszillatorenstarken und dergleichen. Immerhin kann man aber aus den 
halbklassischen Betrachtungen schon ersehen, welche verschiedenen Wechsel- 
wirkungen eine Rolle spielten, die dann also auch bei-einer quantentheore- 
tischen Behandlung beriicksichtigt sein sollten: 


1. Die Berechnung der Elektronenaffinitat E und der Tonisierungsspannung.I 
erfordert eine genaue Kenntnis des Potentialverlaufs im Cl and Ne*. 
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2. An Stelle des Madelungpotentials hat das stetig variable Potentialfeld der 
ubrigen. Ionen zu treten. 

1. und 2. wiirde zu einer.,, Quantentheorie“‘ von Formel (2,1) fiihren. 

3. Die Beriicksichtigung der Polarisation der Umgebung bedeutet, daB die 
Wechselwirkung des ,,optischen‘‘ Elektrons mit den Hiillenelektronen der 
anderen Ionen in die Rechnung aufzunehmen ist. 

4. Die Erfassung der Adsorptionsenergie, also der Polarisationsenergie der 
beiden ,,optisch aktiven‘‘ Ionen im Felde der tibrigen Ionen erfordert die 
Kinbeziehung der Wechselwirkung der Hiillenelektronen dieser beiden Ionen 
mit den tibrigen Ionen und unter sich. 

5. Zu diesen Wechselwirkungen im starren Gitter tritt bei Mitnahme der 
Temperaturabhangigkeit noch die Wechselwirkung der Elektronen mit den 
Gitterschwingungen, wobei sogar zu beriicksichtigen ware, da8 sich beim 
Elektroneniibergang der Bindungstyp andert. 

Neben diesen Forderungen an eine quantentheoretische Behandlung, die 
schon aus den klassischen Uberlegungen von S. 275 bis 8. 278 abzulesen ist, 
treten noch zwei neue, der Quantentheorie eigentiimliche hinzu: 

6. Die Elektronen einschlieBlich der ,,optischen“ miissen als nichtunter- 
scheidbar angesehen werden, was bekanntlich u.a. auf die ,,Austausch- 
glieder“‘ fiihrt. 

7. Die energetische Entartung, die die Elektronenzustande an den 6 Na- 
Nachbarn eines Cl aufweisen, wie auch die Translationsentartung der ver- 
schiedenen lokalisierten Exzitonen, ist zu beriicksichtigen. 


§3. Quantentheoretische Behandlung des lokalisierten Exzitons 
a) Starres Gitter 


In den in diesem Abschnitt zu besprechenden Arbeiten von DEXTER [43] 
sowie MuTO und OKUNO [44] wird die Bewegung des (optisch) angeregten 
Elektrons im Felde des als unbeweglich angenommenen Loches behandelt, 
wobei von einer expliziten Beriicksichtigung der Wechselwirkung dieses 
Elektrons mit den tibrigen Hiillenelektronen abgesehen wird. Ware deshalb 
kein Loch am Cl- vorhanden, so fande das Elektron nur das streng periodi- 
sche Potential V, des ungestorten Gitters vor. Da jedoch am Cl ein 3p- 
Elektron fehlt, ist das von der Ladungsverteilung 03» = |y3p|? herrtihrende 


Potential , 

V,=— ee ay (3.1) 

|r— 1 

von V, abzuziehen. Fir groBe Abstainde (r = 5aq, ao: Wasserstoffradius 
= h?/me*) verhalt sich (3,1) wie ein Coulombpotential — e?/r, far kleine Ab- 
stinde ist es hingegen naherungsweise konstant. 
Infolge der Wegnahme des 3p-Elektrons andert sich auch die Ladungs- 
verteilung der Elektronen im Cl, allerdings nur geringfigig, so daB diese 
Anderung nicht beriicksichtigt wird’). 


1) Wird hingegen beim Réntgenstrahlen-Exziton ein 1s-Elektron entfernt, so andert 
sich die effektive Kernladung und damit auch die Ladungsverteilung der Elektronen 
wesentlich, so da8 hier das entsprechende Zusatzpotential V, zu beriicksichtigen ware. 
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Wichtig ist jedoch, da8 das entstandene Loch die umgebenden Ionen, und 
zwar deren Elektronenhiillen polarisiert. (Von der Méglichkeit einer Gitter- 
deformation soll hier ja abgesehen werden!) Diese Polarisation der Elektronen-.- 
hillen bewirkt in gréBerer Entfernung eine Abschirmung des Lochpotentials: 
V,, so daB hier —e/r durch — e/(e,, r) (e,, Dielektrizitatskonstante bei hohen: 
Frequenzen) zu ersetzen ist, wahrend fir kleine Abstande fir V, wieder: 
eine Konstante zu wahlen ist. | 
Wahrend in die Betrachtungen von DEXTER der genaue, durch 3p be-, 
dingte Verlauf von V, nicht eingeht, wird dieser von MUTO und OKUNO ver-. 
wendet. Sie stiitzen sich dabei auf die von DEXTER aus Hartree-Daten ge-' 
wonnene Form von 73): 


Psp (1) = [(7/24)' (A/2)"4] (e- 7/4 — 23,2 e- 7/8) Y, (8) | 
mit A=a)/1,1; B= aj/8, (3,2)} 


wobei sie dann, in nicht naher angegebener Weise, itiber die Raumrichtungen) 
mitteln. Die Polarisationswirkung des Loches auf die Umgebung wird wieder: 
dadurch erfaft, da8 V, durch V,/x ersetzt wird. Da es jedoch wegen der: 
schnellen Bewegung des optischen Elektron nicht gewiB ist, ob sich die Polari-. 
sation der benachbarten Elektronenhillen voll ausbildet, lassen MuUTO und 
OkUNO fiir x einen Wert zwischen 1 und dem vollen Wert ¢,, zu und passen x 
erst am SchluB an. | 
Abgesehen von diesem geringfiigigen Unterschied in der Potentialwahl ergibt; 
sich in beiden Fallen die Aufgabe, die Schrédingergleichung | 
| 
2 | 

(- oe A+ Vot+ Vast) 5 alas Ey (3,3)) 
zu lésen, die die Bewegung eines Elektrons in einem gitterperiodischen) 
Potential, dem ein lokales Potential iiberlagert ist, beschreibt. Eine Standard- ' 
methode zur Lésung dieser Aufgabe besteht darin, die gesuchte Wellenfunk- 
tion y als eine Uberlagerung von Blochwellen des ungestorten Gitters aufzu-’ 
fassen: 


yp = Dd cr ett up (x). (3,4) 


Dabei beschranken wir die Summation in der tiblichen Naherung auf ein|| 
Energieband. Die Koeffizienten c; und die Energie E sind noch zu bestimmen, || 
wobei sowohl DEXTER als auch MuTO und OKUNO zu Versinfabianteal 
greifen. Diejenige von DEXTER besteht darin, daB er uy = Uy setzt und damit 
Uy (t) aus der Summe (3,4) herauszieht. Setzt man noch 


> crett = f(x), (3,5) 


so lautet der Dextersche Ansatz: y = f(t) u(t). Geht man mit diesem An- 
- satz in (3,3) ein, beriicksichtigt, daB u, der Schrédingergleichung des un- 
gestorten Gitters geniigt und vernachlassigt noch das dabei auftretende 
Glied grad f grad u,)/u, so ergibt sich als Bestimmungsgleichung fiir f: 


h2 : 
(-3.44 Vanes) f(t) = Bf (O (3,6) 


N 
“ay 
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MuTo und OKUNO stiitzen sich bei der Bestimmung der Koeffizienten auf 
das genauere Verfahren von WANNIER [9], SLATER [45] und KOSTER [46]. 
FaB8Bt man die Koeffizienten c; auch hier wieder nach (3,5) zu f(t) zusammen, 
so liefert dieses Verfahren eine ganz analoge Gleichung wie (3,6), wobei 
lediglich an die Stelle der Masse des freien Elektrons m die scheinbare Masse 
m* tritt. Da bei den Alkalihalogeniden jedoch m* ~ m ist, ist der Unterschied 
der beiden Gleichungen nicht sehr wesentlich. m* wird zunachst von MuTO 
und OKUNO noch als frei wihlbarer Parameter betrachtet. 

Fir f(t) wahlt DEXTER im Anschlu8 an Berechnungen von TIBBs [47] 
e-7/3%, MuTO und OkUNO wahlen die gleiche Funktionsform e-’4/%, in 
der Z noch ein freier Variationsparameter ist. Fir m* = 0,85 und x = 2,13, 
deren Wahl weiter unten noch begriindet wird, ergibt sich Z = 0,3 in guter 
Ubereinstimmung mit DEXTERS Ansatz. Fiir die eigentlich gesuchte Wellen- 
funktion (3,4) ergibt sich damit+) 


Wexz = 2(3a9)-8? e-1/3 g(t) (DEXTER) (3,7) 
bzw. 


3/2 
WR 2 (3) > e271 a(t —1;) (MuTO und OKUNO), (3,8) 
j 

wobei die a die auf S. 290 noch zu besprechenden Wannierfunktionen sind. 
Mit Hilfe von (3,2) und (3,7) bestimmt DEXTER die optischen Absorptions- 
querschnitte der Exzitonenbildung, d.h. fir den Ubergang des 3p-Elektrons 
des Cl- zum Zustand prxz, der dem ersten Absorptionsmaximum des NaCl 
zugeordnet wird, sowie fir den Ubergang des 3p-Elektrons ins Kontinuum. 
Diesem zweiten Ubergang entspricht nach MoTT [10] das zweite, kurzwellige 
Maximum beim NaCl. Unter Verwendung der Formel fiir den Absorptions- 
querschnitt pro Elektron pro Einheitsfrequenz 


o = (4m2e2/9hc) (2r/2 Ar) | RI? (3,9) 


(v: Frequenz des Maximums, Ay Haibwertsbreite, R: optisches Matrix- 
element) 
findet DEXTER fir den Ubergang von 3p > Exziton (mit »/Ay = 7): 


ORxz = 4,3 © 10-18 em? (3,10) 
und die Oszillatorenstarke 0,07, 
und fir den Ubergang 3p > Kontinuum (mit Ayax = 1280 A): 

OKont. = 257 * 10=8:em?: (3,11) 
Wahrend sich demnach ogxz/oKont. = 1,6 ergibt, sind experimentell die 
Gipfel gleich hoch, was als ganz gute Ubereinstimmung angesehen werden 


kann. 
Fir den linearen Absorptionskoeffizienten, der durch 


t =o X Zahl der 3p-Elektronen/cm?* 


1) uw, ist von T1BBS [47] in der (1,0,0)-Richtung fiir NaCl berechnet worden. In der Nahe 
eines Cl- verhalt sich u wie eine Cl-—4s-Funktion, in der Nahe eines Na+ wie eine 
Na+ —3s-Funktion. 
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definiert ist, ergibt sich t = 5,9- 105 cm-! ebenfalls in guter Ubereinstim- 
mung mit dem wahrscheinlichen experimentellen Wert von 10° — 108 cm-}. 
Qualitativ diirften sich diese Resultate auch auf die Silberhalogenide iiber- 
tragen lassen. Da hier die Dielektrizitatskonstante ~ 4—5 im Gegensatz 
zu 2,25 beim NaCl ist, ist hier die Elektronendichte des Exzitons noch mehr 
nach auBen verlagert, wahrend die 3p-Funktion des Cl- natiirlich unver- 
andert bleibt. Dementsprechend wird das Matrixelement R kleiner, wie tat- | 
sachlich die Messungen von FESEFELDT [42] am Ag(l zeigen. 
MuTO und OKUNO zeigen, daB dieses Modell in der Lage ist, auch die Ex- | 
zitonen- Energie (beim KCl) wiederzugeben. Dazu interpretieren sie ebenfalls | 
das langwellige Maximum als Exzitonenabsorption und das zweite, kurz- | 
wellige als Seriengrenze. Die Energie-Differenz der beiden Maxima wird | 
dementsprechend als Energie des Exzitonengrundzustandes unter der Band- 
kante aufgefaBt. Die Verfasser finden diesen experimentellen Energiewert, 
wenn sie die scheinbare Masse m* = 0,85 und x = 2,13, also den vollen 
Wert beim KCl wahlen. Da beide Daten auch aus anderen Erwagungen als 
vernunftig angesehen werden kénnen, spricht auch diese Energie-Berechnung | 
fiir ein derartiges Modell. 


b) Deformierbares Gitter | 


Die Zustande eines lokalisierten Exzitons im deformierbaren Gitter unter- | 
suchte DyKMAN [48], wobei er das Loch als unbewegliche Punktladung | 
beschreibt und wiederum das Problem als Einteilchenproblem auffaBt. Die 
Wechselwirkung des Exzitonen-Elektrons mit den Gitterschwingungen be- | 
handelt er mit Hilfe der adiabatischen Naherung. Diese nimmt an, daB sich | 
das Elektron schnell gegeniiber den Tonenschwingungen bewegt, so daB die 
Bahn des Elektrons iiber viele Umlaufe durch eine praktisch konstante 
Tonenlage festgelegt ist; die Wellenfunktion des Elektrons enthalt dement- 
sprechend die Ionenlagen & nur als Parameter: yp (vt, €,). Umgekehrt | 
, Spuren die Ionen nur die mittlere Ladungsverteilung des Elektrons. Je 
nach der Lage der Ionen andert sich auch die Energie des Elektrons, d. h. 
diese ist eine Funktion der Lageparameter der Ionen. Da die Gesamtenergie 
des Systems Elektron + Ionenschwingungen stationar ist, macht sich jede 
Energiedénderung des Elektrons umgekehrt als eine Anderung der potentiellen 
Energie AU = E(&) der Ionen bemerkbar. Die Behandlung der Wechsel- 
wirkung Elektron-Ionenschwingungen zerfallt hier also in zwei Teilprobleme: 
1. Berechnung der Elektronenbewegung und der Elektronenenergie bei 
festgehaltenen Ionenlagen (&,), 

2. Berechnung der Ionenschwingungen unter Beriicksichtigung des Zusatz- 
potentials AU = E. 

Bei der Lésung der 1. Aufgabe nimmt DyKMAN an, daB das vom Loch her- 
ruihrende Potentialfeld einfach die Form —e?/r hat und die Ionen in der 
momentanen Lage & mit dem Potential V4 (r — &,) beitragen: 


2m 


h2 e Ss i | 
(-p4-£ +E Vale 2) v(0 = Ey. (3,12) | 
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Im Hinblick auf die (in §2 besprochenen) halbklassischen Rechnungen 
liegt die Vermutung nahe, da8 das Elektron sich bevorzugt bei den benach- 


_ barten 6 Alkali-Ionen aufhalt, weshalb DYKMAN in (3,12) nur das Potential 
_ V, dieser 6 Nachbarn beriicksichtigt. Wahrend es jedoch bei der halbklassi- 
_schen Betrachtung geniigte, den Ubergang des Elektrons auf irgend einen 


der 6 Nachbarn zu betrachten, mu8 man bei der quantentheoretischen Be- 
-rechnung wegen der annadhernden energetischen Gleichberechtigung des 
_ Elektronenaufenthalts an den einzelnen Alkali-Ionen tiber diese verschie- 


denen Elektronenzustande a,(r — &,) aufzusummieren: 


6 
y eae aa(t — &). (3,13) 


Die Funktionen a sollen dabei die zu einem freien Kalium-Atom gehérigen 


4s-Elektronen beschreiken?). 
Die Energie E(é,) und die Koeffizienten c, werden nach dem gelaufigen 
Variationsprinzip bestimmt. Fir den tiefsten Zustand ergibt sich hierbei, 


| wie zu erwarten, daB alle Koeffizienten gleiches Vorzeichen haben, die 


Funktion y also, grob gesprochen, ein s-artiges Verhalten zeigt, wahrend die 
héheren Zustinde Knoten aufweisen. 

Wir konnen uns nun der Untersuchung der Ionenbewegung zuwenden. 
Neben dem im ungestérten Gitter auf ein Ion (£,) wirkenden Kraften greifen 
hier noch die vom Loch herriihrende Kraft e;e/r? und die von der Elektronen- 
energie AU herriithrende Kraft K, = — 0AU/0£, an. Die Berechnung dieser 
gesamten ‘Zusatzkraft liefert das schon rein anschaulich zu erwartende 
Ergebnis, daB das Exziton in guter Naherung auf die Umgebung wie ein 
Multipol wirkt, bei dem im Zentrum eine positive Elementarladung und auf 
den 6 Nackbar-Kalium-Ionen je 1/6 negative Elementarladung sitzen. 
DyKMAN 1a8t zu, daB dieser Multipol einmal auf die Ionen als starre Ladun- 
gen, dann aber auch auf die infolge der Verschieblichkeit der Elektronen- 


hiillen auftretenden Ionendipole wirkt. Da DyKMAN zeigte, da diese 
- Polarisierbarkeit bei der Ionenverschiebung nur eine untergeordnete (wenn 


auch nicht véllig zu vernachlassigende Rolle) spielt, geben wir hier die Theorie 
von Anfang an in der vereinfachten Form wieder, bei der nur die Wechsel- 


_ wirkung zwischen Ladungen beriicksichtigt wird. Wir betrachten die Aus- 
- lenkungen der Ionen der Sorte i (i = 1 Alkali, 1 = 2 Halogen) aus der Ruhe- 


lage £, die wir mit u,;(&) bezeichnen. Die Impulsainderung eines Ions m, wu; (&) 


wird einmal durch die Wechselwirkung mit den iibrigen Ionen hervorge- 


pbracht, die in bekannter Weise naherungsweise als linear in den Auslenkungen 
der anderen Ionen angesetzt wird: W;,¢(u) = >) d;,¢, ui(Es); dann aber auch 
durch die vom Multipol herriithrende Zusatzkraft: 
g eR ee ) 
. —— ° (Z ———— ———_—————_ }. 
g a6) =4¢((es — @ 2, [ES EP 


1) a wird durch analytische Anpassung an die von D.R. HarTREE und W. HartrREE [49] 
unter Beriicksichtigung des Elektronenaustauschs bei K berechneten Tabellenwerte zu 
a(o) = A(b — g) e- Fe, b = 1,62, B = 0,57 in atomaren Finheiten bestimmt, wahrend 
V,(o) in Anpassung an die Tabellen von D. R. HarTREE u. W. HARTREE [50] als 
(— 2/0) (1 + 18e-7@) angesetzt wird. 


(3,14) 
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Die Bowegungsgieichung des herausgegrifiemen Tens uted abo: 
my we (S) + Wy e(e) = Ri (O. tal 


In ihr sind die verschiedenen Tonenaustenkungen neck miteinander ¢ | 
das Glied W(w) verkniipft. Man Kann jedoch im der aus der . 
ungestirten Gitterschwingungen beKkannten Weise rere Koordimaten ¢ ¢ 
fahren, die ungekoppelten Gleichungen gemiigen. Daze &Ht man de Aw 
lenkungen w als Uberlagerung von ebemen Wellen @8° ger Polarkatic 
richtung e* auf, die den Kristall durchziechen®): 


é 
wD = LD ale, d) ef ee & 
eit 
In diesen neuen Koordinaten nimmt dana die Bewegunggichang @& 
die Form 
a (ex (t,t) + wh ex (te. a) = Ky (we) @& 


an, wobei wir gleich das System (3,15) nach den ¢ auftelist haben. 
Darin bedeuten: we redusierte Masse der Ionen, @ Frequenz der Gitterchwi 
gungen, @ Gitterkonstante. Ay ist durch 


> I = 
Kz (we) = FF KQewea & 
iS 


gegeben. 
Da K neitunabhangig ist, besteht der Einflad der Kraft kdigtich in Lake} 


Versehiebung der Gleichgewichtslage yor ¢ um 

Kleatek. aug 
Diese gleiche Verschiebung ergabe sich auch bei elmer quantenthearetice 
Damit ist die Bewegung der Ionen unter dem BingiuS des Exaitens beats 


Das Resultat wird besonders anschaulith, wenn man die aes (17) SE 

ten g in die Entwicklung der Ionenversehiebungen (3.16) eimsetzt> Die kk 

stanten Zusataglieder (3.19) besagen damn einfach, dad die Fomen last 
Gleick : : 


Exazitonentibergang witken sich unmittelbar aaf die Porm der : OR 
und Emissionsbanden des Exzitons aus wie man wi felgt erkenat: Nag 


| 
| 
der Ionensehwingungen | 
| 
| 
| 
| 
dem Franck-Condon-Prinzip erfolgt der Ubergang des Blektrons so schnell 


*) Der Index K kennaeichnet die Summation her die verschigdanain Bweige und Pe 
sstionsrichtungen der Gitterwhwingungen. ee TY : 


<4 


ee ae 


—— 
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optischen Ubergang ein Kontinuum von méglichen Energiewerten fiir das 
zu absorbierende oder emittierende Lichtquant zur Verfiigung steht, was 
sich in der endlichen Breite der Absorptionslinie (besser Bande!) dokumen- 
tiert. ; . 

Die Theorie von PEKAR [51] wie auch die von HUANG und Ruys [52] ge- 
stattet es, aus der Verschiebung der Ruhelagen die Halbwertsbreite der 
Bande zu berechnen, wofiir sich ergibt: 


Ae 2.) in 2) Gi (3,20) 
mit 
Nua : 
5B, |e ()|? who) (matt) + 5): (3,21) 


g = 


Darin stellen die n die mittleren Planckschen Besetzungszahlen der Oszilla- 
toren dar, wahrend die qx die oben eingefiihrten Verschiebungen aus den 
Ruhelagen darstellen. Unter Benutzung von (3,20) erhalt DYKMAN 


e3 
Bur 7) = 07K: Oe Ge -1/2 
ir g = 0,267 aah (ap) 


ir wa aK gi ~1/2 
ur 300 g = 0,845 aa} (ay) 12, 


Damit ergibt sich fiir die Halbwertsbreite des Exzitoneniibergangs im KCl 
bei Zimmertemperaturen Aw = 5-104 sec! (~0,33 eV) (und fir T =0° K 


einen um den Faktor 1/3 kleinerer Wert). Dieser Wert scheint in befriedi- 


gender Ubereinstimmung mit den MeBergebnissen von HILSCH und 
POHL [1,2] sowie von SCHNEIDER und O’ BRYAN [53] zu stehen. 


c) Diskussion 


a) Die Bewegung des Elektrons 


| Die Naherungsansiatze fiir das lokalisierte Exziton haben die Voraussetzung 
- gemeinsam, da8 das ,,Loch“ keinen eigenen Freiheitsgrad besitzt. Bei der 
_ Behandlung des Elektrons zeichnen sich jedoch (ganz abgesehen von der 
_ Unterscheidung quantentheoretisch-klassisch) zwei verschiedene Auffas- 


sungen ab: Wahrend nach DEXTER und MuTO und OKUNO das angeregte 
Elektron weiterhin vorwiegend am Cl- lokalisiert sein sollte, nimmt DYKMAN 
(und neuerdings auch OVERHAUSER [28], siehe auch S.304) im AnschluB an 


' die halbklassische Behandlung an, da8 das Elektron auf die 6 Nachbar- 
| Metallionen ,,verteilt‘‘ ist. Um hier zu einer Entscheidung zu kommen, welche 
_ Auffassung vorzuziehen ist, sei auf eine Untersuchung von TiBps [47] hin- 
| gewiesen, der die Wellenfunktion des UberschuBelektrons im ungestorten, 


streng periodischen KCl-Gitter berechnete. Danach ist die Aufenthalts- 


_ wahrscheinlichkeit des UberschuBelektrons im Gebiet der Cl--Ilonen minde- 


stens ebenso groB wie im Gebiet der K*+-Ionen. Die Lokalisation am Orte des 
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Cl--Ions wird natiirlich im Falle eines Exzitons, bei dem am Cl ein Defek 
elektron sitzt, also noch zusatzlich ein Anziehungspotential geschaffen wird 
nur noch verstarkt.!) 


b) Die Beriicksichtigung der Warmebewegung 


Die beobachteten Exzitonenbanden zeigen eine erhebliche Temperatun 
abhangigkeit sowohl hinsichtlich der Halbwertsbreite als auch hinsichtlick 
ihrer Lage. Die Bestimmung der Temperaturabhingigkeit ist daher ein! 
wichtige Aufgabe fiir die Theorie. Wie wir aus der halbklassischen Theoris 
her wissen, gibt diese, wenigstens ganz grob, die Verschiebung der Lage de: 
Bande wieder, macht aber keinerlei Aussage tiber deren Breite. Umgekehr] 
gestattet es die Pekar-Dykmansche Theorie, die Verinderung der Band 
breite zu berechnen, enthalt jedoch grundsatzlich keine Verschiebung de: 
Bande. Da8 dies darauf beruht, daB diese Theorie nur eine Verschiebung de} 
Ionen aus ihren Gleichgewichtslagen, nicht jedoch die Anderung ihre} 
Bindungsstarke (bzw. Schwingungsfrequenz) beim Elektronensprung be} 
ricksichtigt, 148t sich einmal an Hand der Theorie im einzelnen verfolgen 
ergibt sich aber auch anschaulich: Wenn wir namlich an die halbklassischt 
Herleitung der Temperaturverschiebung nach v. HIPPEL zuriickdenken 
so wurde damals gerade als wesentlich angesehen, daB die Bindungsstarki 
beim Sprung sich andert. Erfolgreiche Ansatze, um auch die Frequenz 
anderung zu erfassen, und damit die Temperaturverschiebung der Bande zu 
erfassen, liegen beim ahnlich gelagerten F-Zentren-Problem in den Arbeiter 
von MEYER [54] vor. 


| 
| 
i 


B. Nichtlokalisierte Exzitonen (Vielelektronentheorie) 
im starren Gitter | 


Wahrend die im vorigen Abschnitt besprochenen Arbeiten das Exziton nack} 
der Kinelektronennaherung behandelten, sollen jetzt diejenigen Methoden 
betrachtet werden, die das Exziton von Anfang an als ein Vielteilchenproble n 
ansehen. Tatsachlich reprasentiert sich ja der feste Kérper als ein System aujl 
sehr vielen Elektronen und Atomkernen, zwischen denen die relativ starker| 
Coulombkrafte herrschen. Es ist daher keineswegs selbstverstandlich}j 
sondern sogar, wie von einer Reihe von Autoren, z. B. SLATER [56] une 


| 
VONSOVSKIJ [57] betont wird, auBerst fragwiirdig, wenn man von de} 
Wechselwirkung der Elektronen ganz absieht oder diese durch ein mittleret 
Potential zu erfassen sucht. Um diesem Einwand zu entgehen, wird den Unter} 
suchungen eine Schrédingergleichung zugrundegelegt, die die Wechselll 
wirkung der Elektronen mit den Kernen und die Wechselwirkung der Eleki 
tronen untereinander explizit erfaBt. Die Beschrinkung, die wir uns im vor 
liegenden Kapitel auferlegen, besteht darin, daB wir von einer Bewegung de! 


Kerne absehen, diese vielmehr als ruhend und streng gitterperiodisch ange} 
ordnet voraussetzen. I 


*) Ein kritischer Vergleich verschiedener Naherungsansatze findet sich in der kirzlic 
erschienenen Arbeit von D. L. DEXTER, Phys. Rev. 108, 707 (1957): aS 
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§ 4. Schrédingergleichung und Translationsinvarianz 


Die hier zu betrachtende Schrodingergleichung lautet: 


N h2 N 
SH sq Ait VCD 


9 
S| am t< ij Vij 


e2 


WF (Kary hepa we ele ate echt) tan (41) 


Darin stellt die erste Summe den Operator der kinetischen Energie der Elek- 
tronen dar, wahrend die zweite die potentielle Energie der Elektronen im 
Felde der Atomkerne wiedergibt. Die letzte Summe beschreibt die Wechsel- 
wirkung der Elektronen untereinander. 

Mit den aus dieser Gleichung folgenden, in Strenge giiltigen Aussagen be- 
fassen sich die Arbeiten von VOLZ und HAKEN [58] sowie VONSOVSK]J [57]. 
Da wir hier ein storstellenfreies Gitter vor uns haben, bleibt der Hamilton- 
operator vollig ungeandert, wenn wir gleichzeitig alle Elektronenkoordinaten 
um einen Gittervektor weiterschieben : 


Tit; > % +a. (4,2) 


Daher ist der durch (4,2) definierte Verschiebungsoperator mit dem Hamilton- 
operator H vertauschbar TH — HT = 0, woraus folgt, daB die Losungen p 
stets so gewahlt werden kénnen, daB sie nicht nur Eigenfunktionen zu H, 
sondern auch zu T sind: 


Wenden wir den Operator T n-mal auf yw an, so gilt wegen (4,3) 
T’yp =y (ty + na, ROS) ty + na) = Arp (ty, . ++, ty). (4,4) 


Da die Funktion y beschrankt bleiben mu8, darf A” dem Betrage nach nicht 
iiber alle Grenzen wachsen, was nur durch die Form: 2 = e**, a reell, gewahr- 
leistet ist. Wir waihlen a in der Form Sa. Damit ergibt sich fiir y die Glei- 
chung 


ap (Fy dye» so tye Oe FA y(t 4 ona ty): (4,5) 
die nach Voz [58] erfiillt wird durch 
WS eam Us (R, Us tj). (4,6) 


Dabei ist U gitterperiodisch in der Schwerpunktskoordinate R der Elek- 
tronen, kann aber noch in beliebiger Weise von den Relativkoordinaten 
t; — 1, abhangen. Diese Lésungsform, die sich fir ein Elektron auf die ge- 
laufige Blochwelle e##* w_(t) reduziert, besagt, daB sich das Gesamtsystem 
der Elektronen in Form einer Welle durch das Gitter bewegt, wobei natiirlich 
kein Gitterpunkt vor dem anderen bevorzugt wird. Diese Aussage wird durch 
die Untersuchung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons 


10.(2) = ... | DO(te— 1) yh ya dt, ...dty (4,7) 
erhartet. Auf Grund der Lésungsform (4,6) ergibt sich namlich sofort 


(HAKEN [59]), daB w (x) gitterperiodisch ist, oder mit anderen Worten: In 
23 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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einem storstellenfreien Gitter gibt es (in Strenge) keine lokalisierten Elek- 
tronenzustande, also auch keine lokalisierten Exzitonenzustande. 

Kine Methode, wie man aus lokalisierten Exzitonenfunktionen nichtlokali- 
sterte Funktionen gewinnen kann, werden wir sogleich am Beispiel der | 
Frenkelschen Exzitonentheorie kennenlernen. : 


§5. Naherungsansatze fiir die Vielteildchenfunktionen 


a) Entwicklung nach atomaren Funktionen 


Den ersten, mit der allgemeinen Translationsinvarianz (4,5) vertraglichen 
Ansatz fiir die Exzitonenfunktionen verdanken wir FRENKEL [4]. FRENKEL 
ging dabei von den Begriffsbildungen des Heitler-London-Modells aus. Der | 
Einfachheit halber sei eine lineare Kette aus gleichen Atomkernen betrachtet, | 
von denen jedes ein Elektron besitzt. Nach dem Heitler-London-Modell ist | 
der Grundzustand des Kristalls dadurch zu beschreiben, da8 Elektron 1 im | 
atomaren Grundzustand y, am Kern 1, das Elektron 2 im atomaren Grund- | 
zustand am Atom 2 usw. sitzen; die Gesamtwellenfunktion lautet also 


y = 4, (%).. . ay(ty). (5,1) 


Da die Elektronen nicht unterscheidbar sind und auBerdem der Fermistati- | 
stik gehorchen, miissen wir diese Wellenfunktionen noch antisymmetri- | 
sieren, was in bekannter Weise durch Determinantenbildung erfolgt: 


(ty) AQ(ty) - + - @y(ty) 
A (vq) (T,) + + - (Tq) 
a ee (5,2) | 


(ty) (ty) (ty) 


Fir unsere folgenden Diskussionen wird es geniigen, wenn wir als ,,Reprasen- 
tanten‘‘ der Determinante das Produkt der Hauptdiagonalglieder, das 
gerade durch (5,1) gegeben ist, betrachten. Wir denken uns nun den Kristall 
etwa durch Lichteinstrahlung angeregt. In Analogie zur Lichtabsorption der 
Atome (oder Molekiile) eines Gases, bei dem das angeregte Elektron bei 
seinem Atom im angeregten Zustand bleibt oder bei genugend hoher Licht- 
quantenenergie vom Atom losgelést wird, kann man auch beim Kristall diese | 
beiden Falle erwarten. Wahrend das Bandermodell nur den zweiten Fall er- 
faBt, faBte FRENKEL gerade den ersten Fall ins Auge, bei dem also das 
angeregte Elektron am Orte seines Kernes in einem atomaren Anregungs- | 
zustand verweilt. Die Wellenfunktion des neuen Kristallzustandes gewinnen || 
wir aus der des Grundzustandes dadurch, daB wir in (5,2) die ‘Atomfunktion a | 
am Orte m streichen und durch eine Wellenfunktion des angeregten Atom- 
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zustandes @, ebenfalls am Orte n, ersetzen: 


Qy (ty) --- Gy (ty) --* Ay (ty) 


tf Ge Ge) 
Ya =m : : : 


(5,3) 


Die atomaren. Wellenfunktionen a und a erstrecken sich natirlich auch etwas 
bis zu den Nachbarkernen. Nach der Quantentheorie bedeutet dies, daB 
das Elektron am Kern n — 1 z. B. zum Kern n und umgekehrt das angeregte 
Elektron am Kern n auch zum Kern n — 1 gelangen kann. Vollftihren diese 
beiden Elektronen ihren Sprung gleichzeitig, so befindet sich das gesamte 
Elektronensystem in der gleichen relativen Anordnung wie vor dem Sprung. 
Geht das zuvor am Atom n angeregte Elektron dabei wieder in den ent- 
sprechenden Anregungszustand am Atom n — 1, und das Elektron aus dem 
Grundzustand n — 1 wieder in den Grundzustand n iiber, so hat sich auch 
die Energie des Gesamtsystems nicht gedéndert. Wir erkennen also, da8 der 
Zustand (5,3) noch nicht stationar ist, sondern sich ohne Energieaufwand 
durch das Gitter bewegen kann. Zu einer stationaren Lésung kommt man 
erst, wenn man aus den Funktionen (5,3) Linearkombinationen aufbaut, wo- 
bei die Koeffizienten durch die Forderung bestimmt sind, daB die neue 
Funktion das durch (4,5) festgelegte ,,richtige‘“ Translationsverhalten be- 
sitzt: 

ph Dakota A Cpe Rant Fo (5,4) 
Nin 


y 


Der Anregungszustand des Elektrons durchlauft also in Form einer Welle das 
Gitter. Wie man leicht nachweist, ist mit dieser Wellenfunktion (5,4) kein 
Stromtransport verbunden. 

SLATER und SHOCKLEY [8] betrachteten anschlieBend auch solche 
Exzitonenzustande, bei denen der Gitterpunkt m + n des angeregten Elek- 
trons um den Gitterabstand |n| von dem Ort m des zugehérigen Loches ent- 
fernt ist. Diese Konfiguration, die durch die Determinante 


: -+:Am-a i Om+n ES am+a ae oe 
i t ts ee 
A(m,m +n) = yn : : : (5,5) 


beschrieben wird, ist einmal mit allen denjenigen energetisch entartet, die 
daraus durch Translation hervorgehen, zum anderen mit allen jenen, die den 
gleichen (oder annahernd gleichen) Elektron-Loch-Abstand besitzen. Die 
erstere Entartung wird durch Linearkombinationen der Form (5,4) auf- 
gehoben, wihrend im Hinblick auf die zweite Entartung Linearkombina- 
tionen mit zunachst noch unbekannten Koeffizienten zu bilden sind: 


> &&" > cy A(m, m + 0). (5,6) 


23° 
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In § 6 besprechen wir ein Verfahren zur Auffindung der c,, die die Relativ- 
bewegung Elektron-Loch festlegen. Die Schwerpunktsbewegung wird 
hingegen schon durch die ,,Klappfaktoren“ e*™ beschrieben. 
Wir benutzen hier die einpragsame Bezeichnungsweise von SCHOTTKY, de 
(5,4) als Klappwelle, (4,6) hingegen als Drehwelle bezeichnet. 


b) Entwicklung nach Blochwellen und Zusammenhang 
mit atomaren Funktionen 


Wahrend in den meisten theoretischen Untersuchungen, insbesondere bei 
der Behandlung der Metalle das Bandermodell benutzt wird, hatte FRENKEL. 
seinen Exzitonenbegriff auf das Modell von Heitler-London aufbauen 
kénnen. Gerade bei Isolatoren besitzt dieses letztere Modell zweifellos de ; 
Vorzug gréBerer Anschaulichkeit. Allerdings werden alle praktischen Be- 
rechnungen, etwa die der Energie, dadurch sehr erschwert, daB die atomaren 
Funktionen, die zu verschiedenen Atomen gehdren, nicht in Strenge auf-. 
einander orthogonal sind!), wahrend die Blochwellen in Strenge orthogonal! 
sind. Es liegt daher einmal nahe, nach einer Formulierung des Frenkelschen: 
Modells mit Hilfe von Blochwellen zu suchen (SLATER und SHOCKLEY [8]), 
zum anderen, nachzusehen, ob man nicht die atomaren Funktionen durch 
einen anderen Satz von Funktionen ersetzen kann, die ebenfalls lokalisiert 
jedoch gegenseitig orthogonal sind. 

Wir beginnen mit der Lésung der zweiten Aufgabe durch WANNIER [9]. 
Wir gehen aus von einem Satz von Blochwellen, die man sich etwa mit Hilfe: 
eines Hartree-Fock-Verfahrens (‘‘self-consistent-field’’) bestimmt zu denken! 
hat, und bauen daraus durch Summation iiber alle {-Vektoren eines Energie-; 
bandes ein Wellenpaket der Form auf: 


>} 


| 
1 

a(x — n) = —= DB et he (tr). 5,7) 
VN * { 

Diese Funktion a ist um den Gitterpunkt n herum lokalisiert, wie man etwa) 
an dem von WANNIER gegebenen Beispiel leicht erkennt: Setzt man fur 


die Blochwelle by = eft by (x), bt (r) gitterperiodisch, 6 als unabhangig von f 
voraus, so ergibt sich im eindimensionalen Fall 


ag Be? 
sin = (x — m) : 


= (« —n) 


(x), a: Gitterkonstante, (5,8))) 


also tatsachlich eine Lokalisation um den Punkt x =n und ein ganz ent- 
sprechendes Ergebnis im Dreidimensionalen. Auch die Orthogonalitat der’ 
Funktionen (5,7) 1iBt sich sofort zeigen. 

Nach Formel (5,7) werden die lokalisierten Funktionen a aus den b durch 
Summation tiber £ gewonnen. Umgekehrt lassen sich die Blochwellen aus} 
1) Oft werden deshalb diese , Uberlappungsintegrale“ ganz vernachlassigt, was aber,|| 
wie z. B. SLATER [56] ausfiihrte, zu ganz erheblichen Fehlern fiihren.kann. 

tr ee 
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den Wannierfunktionen zuriickgewinnen, indem man (5,7) mit 1//N- et" mul- 
tipliziert und tiber n aufsummiert: 


‘ 1 
bt (t) = — D> et a(r —n). 
t (t) VN 2 (t —n) (5,9) 

Die Wannierfunktionen gehen also genau in der gleichen Weise in den Aufbau 
der Blochfunktionen ein wie frither die Atomfunktionen nach dem Bloch- 
schen Naherungsansatz. 
Nachdem wir die Beziehungen zwischen den lokalisierten und nichtlokali- 
sierten Hinelektronenfunktionen betrachtet haben, wenden wir uns nun der 
Gesamtfunktion aller Kristallelektronen zu. Der Grundzustand des Kristalls 
wird mit Hilfe von lokalisierten Funktionen durch eine Determinante der 
Form (5,2) und in der Blochschen Theorie ebenfalls durch eine Determinante 
der Form 


bz, (ty) + + + Ot, (%) 
(v2) (tp) 
: : (5,10) 


beschrieben, wobei alle f-Zahlen des betreffenden Bandes je einmal auftreten. 
Setzt man fiir diese b die Entwicklung (5,9) ein, so 1aBt sich sofort sehen 
(SLATER und SHOCKLEY [8]), da8 die beiden Determinanten identisch 
sind?). 

Inhaltlich ist also die Beschreibung der Grundzustande der beiden Modelle 
vollig identisch. Wir betrachten nun einen ,,lokalisierten“ Exzitonen- 
zustand A (m,n), bei dem ein Elektron am Atom m herausgenommen und 
am Atom n in einem angeregten Zustand @ tibergegangen ist. Mit Hilfe von 
(5,9) kann man statt der lokalisierten Funktionen (5,7) Blochwellen einfiihren. 
Die so entstehende Determinante aus Linearkombinationen von Bloch- 
wellen 1a8t sich wieder nach Determinanten aus einfachen Blochwellen ent- 
wickeln (SLATER und SHOCKLEY [$]) 


1 sats 
A(m,n) = YY ehm—itn BG, fy). (5,11) 


Darin ist B eine Determinante aus Blochfunktionen, wobei aus dem vollen 
Band ein Elektron mit der Wellenzahl f, entfernt und dafiir in einen Zu- 
stand aus dem nachsten Energieband mit dem Wellenzahlvektor f, gesetzt 
wurde. Als Umkehrung zu (5,11) ergibt sich 


B(f, £) = me SD eee he Ae Ts (5,12) 


AN coe 


Jeder Entwicklung nach lokalisierten Funktionen entspricht also umkehrbar 
eindeutig eine Entwicklung nach Blochwellen. Damit k6nnen wir die Frenkel- 


1) Kinen eleganten Beweis hierfiir gibt Voz [60]. 
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schen Exzitonen-Funktionen sofort in die Bandersprache iibersetzen und 
erhalten an Stelle von (5,4): 


, 1 
2 f (f,) B(f, — &,%) mit f(f) = PI: : Vn (5,13) 


Da f, — & den Wellenzahlvektor des Loches kennzeichnet und der Gesamt- 
wellenzahlvektor der nicht angeregten Elektronen aus dem fast vollen Band 
gegeben ist durch 

ot fi — Enoch = 0 — (fp — &) = —f, 

Volles 

Band 
besitzt jede der Elektronenkonfigurationen B(f, — &,,£,) den gleichen Gesamt- 
wellenzahlvektor. Die Funktionsform (5,13) vereinigt also genau solche Funk- 
tionen, die zum gleichen Quasi-Impuls gehéren. 


§ 6. Die effektive Zweiteilchen-Schridingergleichung 


In den in § 5 angegebenen Lésungsformen (5,6) war noch die Bestimmung 
der Koeffizienten c,, die die Relativbewegung Elektron-Loch festlegen, 
offengeblieben. Eine Bestimmungsgleichung fiir die c, kénnen wir wie ge- 
wohnlich dadurch gewinnen, daB wir die Gesamtansatze (5,6).in die Schré- 
dingergleichung (4,1) einsetzen, von links mit A (m,n) bzw. B (f,, £,) multi- 
plizieren und iiber alle Elektronenkoordinaten integrieren. Es ergibt sich dann 
eine ,,Sakulargleichung“ fiir die cy. 

Wahrend WANNIER [9] diese Gleichung fiir die c, herleitete, wollen wir im 
Hinblick auf den tibernadchsten § 8 den zweiten Weg mit Blochwellen ver- 
folgen und dabei zunachst auch davon absehen, daB die Schwerpunkts- 
bewegung absepariert werden kann. Unser Ansatz lautet also 


yp (t,, Tg, List tei) t) = = f(b f,) Bit, f,). (6,1) 


Wir diskutieren als erstes die Hauptdiagonalglieder, die in der Sakular- 
gleichung auftreten: Ware das Band voll, also kein Elektron angeregt, so 
ware das Diagonalglied gleich der Summe aus den Einteilchenenergien: 


Oe ka # 4,+ Vo) = D5, (6,2) 


vermehrt um die klassische Coulombsche Wechselwirkungsenergie aller 
Elektronenpaare i) 


e2/ a (4) — 7) dt, dt, = ee ) (6,3) 
his 


wobei 9; die Ladungsdichte des Zustandes }; ist: 9; = bf b;. 


1) Da wir fiir B(f,, f,) Determinanten zu verwenden haben, treten daneben iiberall noch 
die entsprechenden Austauschglieder auf, die wir nicht explizit auffiihren, wohl aber im 
Endergebnis mit beriicksichtigen. 


N 
\~ wert 
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Wenn jedoch ein Elektron-Loch-Paar geschaffen ist, so miissen wir von (6,2) 
die Energie E,(f,) des entfernten Elektrons abziehen und die Energie EF, (f,) 
des angeregten Elektrons hinzufiigen. AuBerdem fallt in (6,3) die Wechsel- 
wirkung des entfernten Elektrons mit den tibrigen Elektronen aus: 


e 

— > | 0, — 01, 4% dt, (6,4) 
Ath Tie 

wofiir die Wechselwirkung des angeregten Elektrons mit den iibrigen 

Kristallelektronen hinzutritt : 


e2 
2, [es > Ci, dt, dt. (6,5) 
n 2 12 


Da bei dieser letzten Summe iiber alle Elektronen des vollen Bandes sum- 
miert wird, wahrend ja doch der Lochzustand fehlen sollte, miissen wir dies 
dadurch kompensieren, daB wir diese fehlende Wechselwirkung abziehen: 


e2 
— fe. — 01, dt, dt. (6,6) 
Tie 


Das negative Vorzeichen in (6,4) und (6,6) laBt sich am bequemsten dadurch 
erfassen, daB man es in ein ,,e“‘ hereinzieht, dem Loch also eine positive 
Ladung zuschreibt. 

Das gesamte Diagonalglied besteht also aus: 


(6,2) + (6,3) = E: Gesamtenergie des vollen Bandes, 

— E,(f,) + (6,4) =— Ez, (f,): Zusatzenergie des Loches, 

E,(f,) + (6,5) = Ep) (£): Zusatzenergie des UberschuBelektrons, 

(6,6) = W(f, f; £, f): Wechselwirkungsenergie Loch-UberschuBelek- 
tron. 


Da von den Nichtdiagonalgliedern (f;, £ |H|f,, f,) diejenigen mit f, =f, 
f, +8 oder f, +f, £, = verschwinden, brauchen wir nur noch das Glied 
mit f; +, £ + f, anzugeben: 


Tie 


e2 
W (t,t; tb) = — fb. P 0%? bf, Y by, 2 dr, dre. (6,7) 


Dieses Glied umfaBt also lediglich die Wechselwirkung Uberschu8-Elektron- 
Lochzustand. 
Das gesamte Gleichungssystem fiir f (f,, f,) lautet also: 


{ # — Ey, (t;) + Bui (ts) seal (f,83 1, &) —Waust} f(b, &) = Ef (f, f). (6.8) 


Dieses System 148t sich, wie zuerst WANNIER [9] zeigte+), fiir groBe Bahn- 
radien ganz erheblich vereinfachen. Da gro8e Bahnradien bedeuten, daf 


1) Die hier im folgenden verwendeten Umformungen haben wir aus einer Erweiterung 
der PeKarschen Begriindung [51] der Methode der scheinbaren Masse bei Stérstellen- 
elektronen gewonnen. 
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die Quasi-Impulse f; klein sind, dtirfen wir EF (f) entwickeln und erhalten 
im Falle eines kubischen Kristalls: E (f) = H° + h??/2m*, wobei m* die 
scheinbare Masse des UberschuBelektrons bzw. Loches ist. AuBerdem spielen 
bei groBen Radien die Austauschintegrale keine Rolle, so daB wir hiervon 
absehen diirfen. SchlieBlich betrachten wir noch (6,7). Da wegen der Klein- 
heit von f; die Exponentialfunktionen in by = e*t* uw; (rx) langsam veranderlich 
sind und auch das Coulombpotential in groBen Abstanden sehr langsam 
variiert, dirfen wir die schnell ‘veranderlichen, gitterperiodischen Funk- 
tionen ws (r) tiber eine Gitterzelle mitteln und nach PEKAR von der f-Abhangig- 
keit ganz absehen. Damit veréinfacht sich das Gleichungssystem (6,8) zu 


Role het? 
2 | mz|* 2m 


(const + + 


i ae 


2 
— pa ets th ts iis en eatirhttets f(f, &) dt, dt, = Ef (i i) (6,9) 


t,,f2 Tie 


Diese Gleichung stellt nichts anderes als die Schrédingergleichung zweier 
Teilchen der scheinbaren Massen | mf| und m}, die durch das Coulombpoten- 
tial —e?/r,, gekoppelt sind, im Impulsrawm dar. Fihren wir also mit Hilfe 
von f die neue Funktion 


w(t, te) = / @ shrink ttt 7 (Ey, ) dk, dk, (6,10) 


ein, so gentigt diese der Gleichung: 


JR Ly pean 6,11 
\comt — stm) — Tm epee ey. (AN 


Damit haben wir also die bekannte Zweiteilchen-Schrédingergleichung des 
Exzitons gewonnen, die das Vielteilchenproblem auf ein Zweiteilchen- 
problem zuriickfihrt. 

Allerdings weist diese Gleichung noch einen wesentlichen Mangel auf: 

Stellt man sich ndmlich das Elektron als negative und das Loch als positive 
Punktladungen vor, die sich in einem Dielektrikum bewegen, so sollte man 
nicht als Coulombpotential —e?/r, sondern — e2/er erwarten. Das hier be- 
trachtete Modell hat also die Polarisation des Kristalls véllig auBer Acht 
gelassen. ; 

Diese Polarisation setzt sich bekanntlich aus einer Polarisation der Elektro- 
nenhiillen und der Verschiebung der Ionen zusammen. Wahrend man bislang 
beide Effekte dadurch in (6,11) beriicksichtigte, daB man in (6,11) nachtrag- 
lich eine effektive Dielektrizitatskonstante einbaute, ist es kiirzlich gelungen, 
diese Abainderungen durch eine genawere Behandlung des Mehrelektronen- 
problems und eine explizite Beriicksichtigung der Gitterschwingungen von 
vornherein zu erfassen. Wir werden darauf in den $§ 8 und 13 eingehen. Dort 
wird es auch deutlich werden, da8 bei kleinen Abstanden ‘die Erfassung der 
Elektron-Loch-Wechselwirkung mit Hilfe einer Dielektrizitatskonstanten 
versagt. 
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Eine weitere, im allgemeinen zu starke, Vereinfachung der Gleichung (6,11) 
besteht in der Annahme, daB die scheinbaren Massen und die Dielektrizitats- 
konstante Skalare sind. Wir besprechen deshalb kurz zwei Erweiterungen 
von (6,11): . 

a) Eine Wanniergleichung, bei der die scheinbaren Massen Tensoren sein 
kénnen und die Extrema der Energiekurven auch bei f +0, und zwar an 
mehreren Stellen liegen diirfen, ist kirzlich von DRESSELHAUS [27] angegeben 
und behandelt worden. Bei diesen Rechnungen wird die Translationsbewe- 
gung durch den Ansatz (4,6) absepariert, wobei die formale Schwerpunkts- 
koordinate 9 = 1/2 (rt, +1.) verwendet wird. Fir die Relativbewegung 
erhalt dann DRESSELHAUS die Gleichung: 


h? 1 0? i? 1 0? 
22 (an) sim tant 2B lotlpImatms tL 


th? 0 1 1 1 1 1 
— FS mae ( — sa) te BE (ae +33) ]v@ =2¥0 


ae 
a,B MF my, My] «B 


(6,12) 


P= tia; x= R — th — fZ, £2: Extremalstellen. 
Sind die Massen Tensoren, so ist eine exakte Lésung von (6,12) in geschlossener 
Form nicht méglich, so da8 man dann auf Naherungen, beispielsweise auf 
Variationsverfahren, angewiesen ist. Die Abhangigkeit der Energie von der 
Wellenzahl © bestimmt DRESSELHAUS mit der Stérungstheorie, bei der 
, 2 
sha +5 Ho i (sx — aa), als Storungsterm behandelt wird. 
b) Eine zweite, eventuell in (6,11) zu beriicksichtigende Anisotropie-Kigen- 
schaft des Kristalls stellt die schon aus der makroskopischen Behandlung ge- 
laufige Tensoreigenschaft der Dielektrizitatskonstanten ¢ dar. Der Einflu8 
dieses Tensorcharakters auf das Exzitonenspektrum im Falle eines ein- 
achsigen Kristalls wurde von NIKITINE [26] untersucht. Sind ¢, = &y = 0 
und ¢, = éq die ordentlichen bzw. auBerordentlichen Dielektrizitatskonstan- 
ten des Mediums, so lautet die potentielle Energie des Elektrons im Felde 
einer positiven Ladung 


e 1+aA e2 A or sts 
—— YY — — —— 6,1 
Ey er Vi + A cos? 3 er (1 7 ea 0) eye) 


Eo + fa 


Pee) 
2 2 dnd ee 5 


mit. A= 


ist der Winkel des Radiusvektors mit der z-Achse des Kristalls. 
NIKITINE und Mitarbeiter berechneten die Termaufspaltung der Wasser- 
stofflinien, wobei 


spe eA Bh 
eto sin? ? (6,14) 


als kleine Storung behandelt wird. 
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Mit Rk’ = RM*/n‘m, R Rydbergkonstante, M* effektive Masse des Exzitons, 
m Elektronenmasse, n Brechungsindex, dn = ng — No, Na auBerordentlicher, 
m, ordentlicher Brechungsindex, c Lichtgeschwindigkeit, ergibt sich 


) 


Evin = — ce (i — tin), wobei a, gegeben ist: (6,15) 


fir s-Terme (Hauptquantenzahl k — 1, 2,...): @) = 1,33 
p-Terme (k = 4p 33. oe =) Qo = 0,8; 11 = Qy-1 = 1,6 


d-Terme (k — 3. 4, oe 2) Qoo = 0,95; Qo, = Qo-4 — 131; Qoo — Qo-9 on ibe Ths 


§ 7. Die Exzitonen-Wanderung nach HELLER und Marcus [61] ') | 


Im vorigen Abschnitt hatten wir den Grenzfall groBer Exzitonenradien| 
quantitativ behandelt. Wie aus der Schrédinger-Gleichung (6,11) hervor- : 
geht, ist in diesem Grenzfall eine Bewegung des Exzitons nur dann méglich, , 
wenn sowohl das UberschuBelektron als auch das Defektelektron keine un-: 
endlich schwere Masse haben, d. h. also das Valenz- und Leitungsband eine: 
endliche Breite besitzen. | 
Wir betrachten jetzt den Fall, daB die Gitteratome relativ weit auseinander ? 
sind, so da8 die atomaren Wellenfunktionen praktisch kaum uberlappen, so} 
da8 die atomaren Niveaus noch nicht zu Bandern aufgespalten sind, also | 
£ (€) = const ist. Da dann bei groBen Exzitonenradien keine Wanderung | 
mehr zu erwarten ware, untersuchen wir den anderen (,, FRENKELschen‘‘) | 
Grenzfall, daB das angeregte Elektron beim Loch geblieben ist. 

Zur quantitativen Behandlung dieses Problems ist es bequemer, die Gesamt-) 
wellenfunktion des Exzitons nicht nach ebenen Wellen (6,1), sondern nach 
den Determinanten aus Wannierfunktionen 


p(t, ---,t.) = 2 g(m, n) A(m, n) (7,1) 


zu entwickeln. Das Gleichungssystem (6,8) fiir die f 1aBt sich ohne weiteres 
in eines fiir die g umrechnen, wobei sich, zunachst noch ohne Vereinfachungen, || 
ergibt: 


(EZ — BE) g(m’,w) + 
ta > obs En at al 1) ay Onn Ey (m’ in m)} g (m, n) 70 


m,n 


+ SD) {W(m', 0’; m,n) + Wane (m’, 0’, m, n)}g(m,n) = 0. (7,2) 


m,n 


1) Die Verkniipfung des Exzitonen-Wanderungsmechanismus von WANNIER (,,endliche 
scheinbare Masse“) und desjenigen von HELLER und MARCUS (,,quantenmechanische || 
Resonanz‘‘) wurde kiirzlich von W. SCHOTTKY [Diskussion zu Referat HaKEN, Halb-| 
leiterprobleme IV, Verlag Vieweg und Sohn, Braunschweig (1958) im: Dryck] sowie von 
Y. TakEUTI, Progr. Theor. Phys. 18, 421 (1957) untersucht. 
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Darin sind die Matrixelemente Hy, und E,, die Fouriertransformierten der 
Energien E,(f,) und Ex (f,): 


atist¢ 1 heer hess 
Ey (Ww — n) = — DB et Egy (f); Ey (mt — m) = a Seiten Ex (F), 
t ft 


We 
(7,3) 


wahrend W die Matrixelemente des Coulombpotentials zwischen Wannier- 
schen Zustanden sind. 
Wir spezialisieren uns auf den Fall: 


1. E (f) = const. 
2. Keine ,,Uberlappung‘‘ zwischen Wannierfunktionen an verschiedenen 
Atomen. 


3. Der elektronische Anregungszustand sitzt jeweils am gleichen Atom wie 
das Loch. 

Aus 1. folgt wegen (7,3): Bu(t — un) =o,n 2n0), Evin — mn) = 
= Om’, m Ey, (0). 

Aus 3. folgt: Von der Summe (7,2) iiber die Coulombglieder interessiert nur 
der Fall m =n. Aus 2. folgt weiter, daB die Austauschglieder fiir m + m’ 
weggelassen werden kénnen. Das Gleichungssystem (7,2) lautet dann: 


(E — E —#,+4+ Ep) g(m’) + [= W (nV, wn’; m, m) + 
Sa agen (ney Ms Ny MM) Ori g(m)] =) (7,4) 


Man koénnte zunachst glauben, da8 im vorliegenden Falle einer unendlich 
groBen scheinbaren Masse von Elektron und Defektelektron keine Wande- 
rung der Anregungsenergie mehr stattfindet. Dies wiirde bedeuten, daB 
Gleichung (7,4) dadurch erfiillt ist, daB g (m) nur fiir einen Lokalisationsort 
m, von Null verschieden ist, fiir alle anderen Orte m jedoch verschwindet. 
Durch die Wechselwirkungsglieder W werden jedoch verschiedene Gleichungs- 
zeilen untereinander verknipft, wodurch der eben erwadhnte Losungstyp 
nicht méglich ist. Es zeigt sich vielmehr, daB alle g (m) -+- 0 sein miissen, und 
zwar die [allein schon aus der Translationsinvarianz (4,5) folgende] Form 
ei*m haben miissen. Entsprechend wird auch die Gesamtenergie des Ex- 
zitons von & abhangig. 

Die hier auftretende Exzitonenwanderung wird also allein durch die Coulomb- 
sche Wechselwirkung e2/r,. bewirkt. Wie das Wechselwirkungsglied 


Wa. c* [ a (x — m’) a(t, — mm) = a*(r, — m) a(t, — m)dt,dt, (7,5) 
- 12 

besagt, haben wir uns den Vorgang so vorzustellen, da8 das Elektron 1 am 

Orte m vom angeregten Zustand in den Grundzustand iibergeht, dabei ein 

,, Quant des Coulombpotentials“* aussendet, das vom Elektron 2 am Orte m’ 

absorbiert wird, wodurch das Elektron 2 aus dem Grundzustand in den an- 

geregten Zustand gehoben wird. 
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Unter der Voraussetzung, da die lokalisierten Funktionen des Valenz- 
bandes s-Funktionen, die des Leitungsbandes p-Funktionen (3fach entartet) 
sind, finden HELLER und MARCUS [61] fiir die Exzitonenenergie?): _ 


E(&) =2 —|pP > (> 2 ale * ein (7,6) 


n® 
mit 
E = W(0, 0, 0, 0) — W,(0,0,0,0) und w=e | @ (x) ca(r) dr. (7;7) | 


Die Ausfihrung der Summation iiber n gibt fir KR <1 (R Radius der s,p- | 
Bahnen): 


E(&) = E + (8a/3) Pz (cos 1, &) mo|t |? (jo() — je(0)), (7,8) 
P,: Legendre-Polynom der Ordnung 2, n,: Dichte der Atome, jp, j,: spharische _ 


Besselfunktionen, 9 = K Ry mit (47/3) R3 = 1/np. 
Aus der E (§)-Kurve 14Bt sich formal eine ,,scheinbare Masse“ gewinnen: 


1 Moan (lag!) pam tOa 3s en's f | 
(ia)ewo= (S84), 97 ~ ae (as) P, (cos (u, &)) - AE mig? (en 


\ 


wobei die Oszillatorenstarke f gegeben ist durch 


_ AE my, \ul 


f Re AE: Breite des verbotenen Bandes. (7,10) | 


Die effektive Masse kann positiv oder negativ je nach der relativen Orien- | 
tierung von w und §& sein, im allgemeinen gilt jedoch 


M ep = (myi/f) Ro/a; a: Gitterabstand. (7,11) | 


Dieser eben besprochene Energiewanderungsmechanismus, der durch die | 
Coulombwechselwirkung der Elektronen hervorgebracht wird, ist keines- 
wegs an die Gitterperiodizitat gekniipft. Die Energie-Ubertragung vermittels 
(7,5) kann ebensogut auch zwischen zwei Stérstellenatomen in einem Wirts- 
gitter direkt erfolgen, oder auch z. B. bei Farbstoffmolekilen in Lésung 
(PERRIN [62], FORSTER [63]). Ein wichtiges Beispiel fiir die Energie-Uber- 
tragung”) zwischen zwei Storstellen stellt die sensibilierte Lumineszenz dar. 
Bei diesem ProzeB vermag ein Stérstellenatom (Aktivator) Licht auszu- 
strahlen, obwohl das vorher eingestrahlte Licht nicht dem Frequenzbereich 
der Absorption dieses Aktivators, sondern dem einer zweiten Atomsorte 
(Sensibilisator) angehért. Eine Deutung dieses Vorganges ist nur dann mog- 
lich, wenn man annimmt, da8B die vom Sensibilisator aufgenommene Licht- | 


") Wahrend nach HELLER und Marcus «& und & eine beliebige gegenseitige Orientierung 
haben diirfen, sind nach einer Untersuchung von ScHottKy und HAKEN (Z. Phys. | 
Chemie, im Druck) im Rahmen des oben betrachteten Modells nur solche Exzitonen- 
zustinde stationér, bei denen entweder « 1 & (,,transversale Exzitonen) oder all & 
(,,longitudinale Exzitionen“) gilt. a. an 

*) Einen ausgezeichneten Uberblick gibt das Referat von W. HooGEN STRAATEN [64]. 
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energie auch iiber gréBere Gitterabstande hinweg auf den Aktivator tiber- 
tragen wird, wofiir DEXTER [65] die direkte Ubertragung nach (7,5) vor- 
schlug. 

-Daneben kénnte man auch an eine indirekte Ubertragung denken, bei der 
der Sensibilisator seine Energie an das Grundgitter abgibt, dabei ein Ex- 
-ziton erzeugt, das zum Aktivator lauft und dort seine Energie wieder ab- 
gibt.) - 
Nach einer Analyse von BOTDEN [66] spricht die beobachtete Konzentra- 
tionsabhangigkeit der Energie-Ubertragungsausbeute gegen diesen Exzi- 
tonenmechanismus, so daB die direkte Wechselwirkung (7,5) in Betracht 
kommt. 

Soweit wir sehen, ist mit der direkten Wechselwirkung (7,5) auch stets eine 
Energieiibertragung durch Exzitonen verkniipft. Dies beruht darauf, dah 
bei jedem Elektroneniibergang auch die Polarisations der Umgebung ge- 
Andert wird, was, wie wir in § 10 sehen werden, zur Aussendung von Polari- 
sationsquanten, die nichts anderes als Exzitonen sind, fihrt. 


§ 8. Asymptotisch strenge Lésung fiir grofe Abstinde (starres Gitter) [29] 


Der Grund, warum die in §6 besprochenen Uberlegungen noch nicht die 
Polarisation der Elektronenhiillen erfassen, erhellt sofort, wenn wir mit Hilfe 
der lokalisierten (orthogonalen oder nichtorthogonalen) Funktionen einen 
Lochzustand aufbauen. Dies geschah bislang so, daB aus der Kette der 
Elektronenzustande etwa derjenige am Orte m entfernt wurde, alle anderen 
Funktionen jedoch unverandert beibehalten wurden. Da jedoch jetzt am 
Orte m ein Elektron fehlt, ist dieser Gitterpunkt nicht mehr elektrisch 
neutral, sondern polarisiert seine Umgebung, verschiebt also die Elektronen- 
hiillen der Nachbarionen (von Ionenverschiebungen sehen wir hier noch ab). 
ScHoTTKY, der besonders auf die Wichtigkeit dieses Effektes hinwies, 
_schlug vor, diese Anderung der Elektronenzustande in der Nachbarschaft 
dadurch zu erfassen, daB in der Slaterdeterminante aus lokalisierten Funk- 
—tionen die Nachbarzustiande des Loches abgeandert werden: 


ie OT ey (t,) Gina (r;) vee 
(2) (Ty) 


rg! kad 09 | Am + a(t) 


(te) (tp) 


> 


(8,1) 


Die Abanderung kann z. B. durch Hinzufigen angeregter Atomzustande er- 
folgen. Haben die Grundzustande z. B. s-Charakter und die nachsten An- 


1) Dieser ProzeB ist inzwischen quantitativ untersucht worden (H. HaKEN, Vortrag 
auf der 8. Jahrestagung der Société de Chimie Physique, Paris, Mai 1958). Ist die Uber- 
gangsenergie 4 Hg des Sensibilisators klein gegen die Erzeugungsenergie AE eines 
Exzitons, so kommt es zu dem, oben erwahnten Polarisationseffekt, der eine Ab- 
schwachung des direkten Ubertragungsmechanismus bewirkt. Fir 4 Es> AE hin- 
gegen kommt es zur Aussendung freier Exzitonen, deren Reichweite im wesentlichen 
durch die freie Weglange bestimmt ist. Eine gemeinsame Diskussion der oben erwahnten 
Botpenschen Analyse und der genannten Untersuchung steht noch aus. 


300 H. Haken 


regungszustande p-Charakter, so kann durch Hinzufigen eines p-Anteils dé 
Schwerpunkt der s-Funktionen verschoben werden. Auf dieses besonde 


im Prinzip, méglich. Wir setzen ferner voraus, daB bei dem gleichen ohn 
Defektelektron isolierenden Kristall, auch die Wellenfunktionen fiir da 
UberschuBelektron bekannt seien. Von SCHOTTKY wurde die Frage gestellt 
wie sich aus den Lésungen dieser beiden Probleme: UberschuBelektron un¢ 
Defektelektron die Bewegung des Exzitons beschreiben 1aBt. Da sich beide 
Funktionen y;, und ye! auf das Mehrelektronensystem beziehen, kann mar 
die Gesamtlésung keineswegs als ein einfaches Produkt aus den beider 
Wellenfunktionen yy, und yr aufbauen, sondern man muB vielmehr eine Ar 
,imnere Verzahnung‘: der Wellenfunktionen aufsuchen. Dies wird moglic 
durch Benutzung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Elek: 
tronen. 
Wir gehen aus von einem isolierenden Kristall. Der Elektronen-Grundzustand 
des Kristalls sei in mehr (oder weniger) guter Naherung durch eine Deter: 
minante aus z. B. Wannierfunktionen beschrieben. Diese Funktion sei dure 

das Symbol ®, reprasentiert. Wird ein Elektron aus dem Zustand a (m) 
herausgenommen, so soll dies durch den ,, Vernichtungsoperator‘’ a, be- 
schrieben werden: ®y —-> a, Dy. Physikalisch werden dabei auch die Nachbar: 


am Orte m + a entfernt (Vernichtungsoperator aj, +a) und in den dortigen 


angeregten Zustand @ (m+ a) gehoben (Erzeugungsoperator @i,4,), di 
Wellenfunktion wiirde dann also lauten: On+ a m+ am Do. 
AuBer dem Loch ist also noch ein Elektron-Loch-Paar gebildet worden,| 
Die exakte Lésung des Defektelektronenproblems wird durch eine Uber-| 


lagerung aller méglichen Anordnungen dieser Art dargestellt, hat also die 
Form 


L ~+ ~+ ~+ : : 
F (+ Qm — 205 @m—ar- ++) Gih4t «+65 Om—gas +++) Ons + -) Dp, (8,2 


nutzen, daB die tieferliegenden Anregungszustande des Kristalls eindeutig) 
durch den Wellenzahlvektor §, charakterisiert sind und sich durch Wellen-| 
paketbildung aus den FR ein Zustand entsteht, bei dem die Elektronen-|| 


dichte in der Nahe eines béstimmten Gitterpunktes vermindert ist (vgl.| 
hierzu: HAKEN und SCHOTTKY [67]). . 
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Genau die gleichen Uberlegungen kénnen wir beim UberschuBelektron an- 
stellen; seine Mehrteilchenfunktion sei flies (a,a@...) ®) und auch hier 
'seien die tiefsten Anregungszustande des Kristalls allein durch , charakteri- 
‘siert. Physikalisch beschreiben Fe, und FR. die Bewegung eines Defekt- 
-elektrons bzw. eines UberschuBelektrons, die von einer Polarisations-,,wolke‘‘ 
der Elektronenhiillen begleitet ist. 
Wir betrachten nun einen Kristall mit einem Loch am Gitterpunkt m und 

einem UberschuB8elektron am Gitterpunkt n, wobei wir zunachst wie frither 
keine Polarisation bericksichtigen. In der Operatorsprache lautet dann diese 
FRENKELsche Funktion einfach 


Bi Om Po, (8,3) 


| ist also ein einfaches Produkt! Denken wir nun an den physikalischen Fall, 
| da8 Elektron und Loch um sich herum eine Polarisation erzeugen, so werden 
sich bei geniigend groBem Abstand die Polarisationswolken ungestért tiber- 
, lagern, was sich in Erweiterung von (8,3) durch 


FR, FR Dy (8,4) 


: ausdriicken 1a8t. Da Elektron und Defektelektron noch eine direkte Wechsel- 
wirkung aufeinander ausiiben, wie wir es im Wannierschen Beispiel schon 

sahen, stellt (8,4), das frei dahinfliegende Teilchen beschreibt, noch keine 
stationare Lésung dar. Diese hat vielmehr die Form 


D ca,,FR, FR, Po (8,5) 
mit zunachst noch unbekannten Koeffizienten cg, g,. Zur Bestimmung dieser 


-Koeffizienten miissen wir auf die Schrédingergleichung zuriickgehen, die 
wir ebenfalls in diesem Operatorformalismus anzugeben haben: 


| [v0 |- sm + Vit) 


Hy 


2 c 
t$ [forme Zoeemidndn]e =o 6) 
oe 12 


Hy, 


y(t)dt + 


wobei die Funktionen y jetzt Operatoren sind, die Elektronen erzeugen (y*) 
oder vernichten (g) und als Uberlagerung der eben eingefiihrten Operatoren a 
dargestellt werden kénnen: 


y(t) = > {am a(t — m) + @ma@(t — m) + ++}; 
o (rt = > {an a(t — m) = at, a* (x — m)*}. (8,7) 


Die Summation geht dabei iiber alle Lokalisationsorte und Anregungsstufen 
der Wannierfunktionen. 
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Lassen wir H, auf F i flee @, wirken, so ergibt sich bei einer eingehendere’ 
Untersuchung ') | 
— Fg, Hy Fg, ®y + Fa, Ho Fs, Do: (8,8 


wahrend wir bei Einwirkung von H, neben 
— Fg, Hy Fa, Qo + Fa, Hy Pa, Do (8,9 


noch ein Zusatzglied von relativ komplizierter Struktur W (Fg, Fg,) e 
halten. 

Da vorausgesetzt wurde, daB Fg,®, die Gleichung {Hy + H,} Fa, Po 
E; (&;) Fg; Pp lost, diirfen wir also insgesamt statt 


(Hy + ab) oF Fy Fa, ®o => E > ca,a, Fg, Fg, By 


schreiben: 
> Ca, %, (Ey (81) + Hy (K,) — E) Fe, Fa, po + Dd ca,a, W(Fs,, Fa.) =9. (8,10) 


Multiplizieren wir von links mit (Fg; Pg, ®,)* und beachten, daB bei einem 
groBen effektiven Bahnradius die Fg,g, als orthogonal angesehen werdet 
dirfen, so erhalten wir . 


(Ey (®) + Ey (Kz) — E) cara; + BD! ca, a, Do Pa:,a; W (Fa, Pa,)> =9, (8,111 


also eine ganz analoge Gleichung wie friiher die Wanniersche Gleichunj 
(6,8). | 
Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen kann man nun zeigen, daB dai 
Matrixelement <.. .» sich fiir groBe Radien in der Form 


1 5 tH : | 
eae et Rit —tKgr, — g-tKit + iKatry dt, dt, (8,12) 
u“ Ti 


schreiben 148t, wobei die GréBe von x jedoch noch offenbleiben muB, dé 
die Funktionen Fg,g, nicht explizit bekannt sind. Benutzt man jedoch daj 
ScHoTTKysche Modell oder dasjenige von TOYOZAWA [24] (vgl. den folgeny 
den Abschnitt), so 1a4Bt sich der Wert von x berechnen. Insbesondere zeigh 
diese Modellrechnung?) daf bei kleinen Radien das Wechselwirkungsglieq 
nicht mehr die Form — e?/x’ r hat, sondern fiir r—> 0 stetig in — e?/r tibergeh 
Das Einsetzen dieser Abweichung ist gegeben durch 


<< Vh?/2m AE, (8,13 


worin AE der Bandabstand und m scheinbare Masse des UberschuB- bzwi| 
Defektelektrons ist. 


1) Das Minuszeichen im ersten Glied riihrt lediglich von der Vertauschungseigenschaf 
der a, @ her und hat nichts mit einer negativen Energie zu tun! | 
) Diese Modellrechnung ist eingehend dargestellt bei W. ScoHotrKy und H. HaKEN 
(Z. Phys. Chem., im Druck). . 


LU At 
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§ 9. Optische Auswahlregeln‘) 


a) Die R- Auswahlregel 


Im Rahmen des Bandermodells wird bekanntlich gezeigt, daB durch die 
Absorption bzw. Emission eines Lichtsquantes mit dem Wellenzahlvektor | 
das einzelne Elektron von einem Band in ein anderes Band iibergeht, wobei 
die f-Zahlen der Blochwellenfunktionen e*t' u; (r) der Auswahlregel f’ = £ + I 
(+ Vektor des reziproken Gitters) geniigen. Da im allgemeinen |I| < || 
ist, vereinfacht sich diese Regel zu 


f=! (9,1) 


Bereits FRENKEL [4] zeigte, daB diese Regel nicht auf das Bandermodell be- 
schrankt ist, sondern auch fiir seine Exzitonenzustande zutrifft, wobei sich 
jedoch f’, £ nicht mehr auf den Einzelelektronenzustand beziehen, sondern 
die Wellenzahlvektoren der Vielteilchenwellenfunktion sind. Fiir den Grund- 
zustand ist dann & = 0, wahrend §’ identisch mit dem Vektor der Frenkel- 
schen Exzitonenwelle ist. Diese Auswahlregel wurde schlieBlich von SCHOTT- 
KY und HAKEN [67] praktisch ganz allgemein bewiesen. Die Autoren gehen 
dabei davon aus, da die Losungen des Mehrelektronenproblems (bei be- 
liebiger Elektron-Elektron-Wechselwirkung).im deformierbaren Gitter die 
Form 


eR Ug (Rt; — 4), 6S) (vel. § 12) (9,2) 


haben. Auf Grund der Tatsache, daB der Faktor U bei Verschiebung der 
Elektronen- und Schwingungskoordinaten um eine Gitterzelle unverandert 
bleibt, folyt auch hier als optische Auswahlregel 


K’ = RK (+ Vektor des reziproken Gitters) (9,3) 


&’, ® stellen darin die Gesamtwellenzahlvektoren (Quasi-Impulse) von 
Elektronen pius Schallquanten dar, so da die Auswahlregel auch die mit 
dem Elektroneniibergang gleichzeitige Vernichtung bzw. Erzeugung von 
Schaliquanten erfaBt. 

Neben dieser allgemeinen, jedoch noch unspezifizierten §-Auswahlregel, 
die die Erhaltung des Gesamtquasi-Impulses zum Ausdruck bringt, wurden 
kiirzlich weitere Auswahlregeln angegeben, die sich auf die innere Exzitonen- 
bewegung beziehen. Dabei haben wir zwischen kleinen und groBen Exzitonen- 
radien zu unterscheiden, da bei kleinen Radien primar die Gitterstruktur 
eingeht, wahrend es bei groBen Radien mehr auf die Gittereigenschaften im 
groBen ankommt. 

1) Kine Theorie der Form der Exzitonen-Absorptionsbanden wird in einer wichtigen 
Arbeit von Toyozawa (im Druck) gegeben. Wenn die Exziton-Gitter- Wechselwirkung 
und die effektive Masse des Exzitons klein sind, hat die Absorptionsbande eine Lorentz- 
sche Form, sofern die Temperatur nicht zu hoch ist. Wenn die Wechselwirkung stark 
oder die effektive Exzitonenmasse groB oder die Temperatur hoch ist, wird fiir die Ab- 
sorptionsbande eine Gaufsche Form erwartet. Herrn Prof. ToyozAwa danke ich fiir 
die freundliche Uberlassung eines Vorabdrucks. 

24 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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b) Auswahlregel bei kleinen Radien (Klassifizierung der Wellenfunktionen nach | 


Transformationsverhalten) 


Mit dieser Aufgabe befaBt sich die Arbeit von OVERHAUSER [28] fiir Gitter 


mit NaCl- sowie CsCl-Struktur. Der Lochzustand soll sich dabei wie tiblich 
am Anion befinden und wird als p-Zustand vorausgesetzt. In Anlehnung an 


die halbklassische Naherung, jedoch im Gegensatz zu den quantentheore- | 


tischen Rechnungen von DEXTER und MuTO und OKUNO soll sich das an- 


geregte Elektron am Nachbarkation (in einem s-Zustand) aufhalten. Da die 
Elektronenzustande an den Nachbaratomen wie auch die verschieden 
orientierten p-Funktionen ganz oder teilweise miteinander entartet sind, sind 
hieraus Linearkombinationen aufzubauen. Da es 3 Orientierungen fiir die 


p-Funktion gibt, ferner beim NaCl 6 Nachbarkationen vorliegen und Elektron | 


und Loch je zwei Spinrichtungen haben kénnen, sind die Linearkombinationen 
also uber 3 x 6 x 2 x 2 = 72 Funktionen zu erstrecken. Entsprechend sind es 
beim CsCl wegen der 8 Nachbarn 3 x 8 x 2 x 2 = 96 Funktionen. Die Fest- 


legung der Koeffizienten wird durch die Verwendung der gruppentheore- | 


tischen Methode ganz wesentlich vereinfacht. Diese Methode beruht bei dem 
vorliegenden Problem auf folgendem Gedanken: Fihren wir eine Koordi- 


natentransformation durch, die das Gitter in sich selbst iiberfiihrt, so wird die ! 


in einer Richtung orientierte p-Funktion in eine andere iiberfiihrt und | 
ebenso werden die Elektronenfunktionen an den Nachbarionen unter sich | 
permutiert. Die alten Linearkombinationen werden dadurch in neue Linear- | 


kombinationen tibergefiihrt, was durch eine lineare Transformation aus- 
gedriickt werden kann. Mit den Deckoperationen des Kristalls, die bekannt- 
lich eine Gruppe bilden, sind deshalb ganz bestimmte lineare Transforma- 
tionen verkniipft. Diese Zuordnung stellt bekanntlich eine Darstellung der 


Kristallgruppe dar. Diese Darstellungen kénnen aber auch direkt mit _ 


gruppentheoretischen Methoden aufgesucht werden, was OVERHAUSER fiir 
Gitter mit NaCl und CsCl-Struktur durchfiihrt, wobei sich auch die Koeffi- 


zienten (zum groBen Teil) ergeben. Wegen der Tabellierung dieser Koeffi- 


zienten sei auf die Originalarbeit von OVERHAUSER verwiesen. 
Allerdings zeigt sich dabei, daB einige der resultierenden Linearkombinationen 
das gleiche Transformationsverhalten besitzen. Die relative GréBe der 


Koeffizienten. dieser Linearkombinationen ist dann noch unbestimmt und | 


wird erst durch die energetischen Verhaltnisse festgelegt, wobei sich u. U. 
verschiedene Energieniveaus ergeben. 

Die gruppentheoretische Methode erlaubt aber nicht nur eine weitgehende 
Bestimmung der Koeffizienten, sondern liefert auch Aussagen dariiber, 
wieviele verschiedene Exzitonenwellenfunktionen notwendig die gleiche 
Energie besitzen miissen. Dieses beruht darauf, daB gewisse Funktionen bei 
den Deckoperationen ineinander iibergefihrt werden, wobei alle Funktionen 
dieser Gesamtheit (,,irreduzible Darstellung‘‘) auch erreicht werden, wenn 
man von irgendeiner davon ausgeht. Da bei den Deckoperationen die energe- 
tischen Verhiltnisse (gleiche relative Lage Elektron-Loch!) unverandert 
bleiben, gehGren alle diese Funktionen zu der gleichen Energie. Da man 
jedoch rein gruppentheoretisch die Zahl der Elemente der irreduziblen Dar- 
stellungen bestimmen kann, ist damit die Zahl der notwendig miteinander 

+ ven 
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entarteten Funktionen bekannt. Auf diese Weise findet OVERHAUSER, daB 
von den oben genannten 72 Funktionen beim NaCl héchstens 30 verschiedene 
Energie-Niveaus besetzt’ werden kénnen, wahrend von den 96 beim CsCl 
héchstens 40 verschiedene Energieniveaus besetzt werden kénnen. 

Die Anzahl derjenigen Energiestufen, die durch einen optischen Ubergang 
erreicht werden kénnen, ist jedoch nochmals durch die optische Auswahlregel 
stark eingeschrankt: 

Das die Auswah] bestimmende Matrixelement enthalt die Wellenfunktion des 
Grundzustandes, der s-Symmetrie besitzt, den Stérungsoperator des Licht- 
feldes ; 


Pere 23 sre 
A =th » els — (e gradj) = ih > — e grad, - (9,4) 
m j=l m 


j=1 
(e: Polarisationsvektor der Lichtwelle) 


der p-Symmetrie besitzt und schlieBlich die Wellenfunktion des Exzitonen- 
zustandes, der je nach der verwendeten Funktion verschiedene Symmetrie 
besitzen kann: 


j= { yh Aye dr. (9,5) 


Dieses Matrixelement ist im vorliegenden Fall nur dann von Null verschieden, 
wenn wx die gleiche Symmetrie (im Rahmen der Deckoperationen des Gitters) 
wie A besitzt. Beachtet man diese Regel und beriicksichtigt ferner, daB u. U. 
mehrere Funktionen notwendig die gleiche Energie haben, so ergeben sich 
beim NaCl-Typ hochstens 5, beim CsCl-Typ héchstens 6 Niveaus, die durch 
den optischen Ubergang aus dem Grundzustand erreicht werden, sofern eine 
Spinbahnkopplung vorhanden ist. In Abwesenheit der Spinbahnkopplung 
sind es fiir beide Strukturen nur je 2 Niveaus. Die Zahl der zu beobachtenden 
Absorptionsgipfel sollte also nach dieser Uberlagung betragen: 


ohne mit 
Spinbahnkopplung 
NaCl-Struktur 2 5 (9,6) 
CsCl-Struktur 2 6. 


Dabei ist zu beriicksichtigen, daB einige Niveaus auch noch zufallig zusammen- 
fallen kénnen. 

Diese Regel scheint jedoch experimentell, wie man z. B. der Zusammenstel- 
lung der Absorptionskurven im Landolt-Bérnstein entnehmen kann, héch- 
stens teilweise erfiillt zu sein. Deshalb ware vielleicht die Frage zu priifen, in- 
wieweit auch die weiter entfernten Nachbarkationen zu _beriicksichtigen 
sind. 


c) Auswahlregel bei groBen Radien [68]*) 


Zur Auswertung des Matrixelementes des optischen Uberganges setzen wir 
in (9,5) fiir den Grundzustand eine Determinante aus Blochwellen des Valenz- 


1) Herrn Prof. NiKI1TINE danke ich fiir die Anregung zu dieser Untersuchung. 
24° 


minanten (6,1) ein. Beriicksichtigen wir dabei, daBi.a. || < |f| ist, so erhalte 
wir fast unmittelbar 


j=ih— S(t 8) f ubse grad uy dr. (9,7) 

m | 
Darin sind die f(f, £) durch Gl. (6,9) gegeben, wobei wir uns in G1.(6.9) dass 
Glied — e?/r;. noch durch den Faktor 1/e erginzt zu denken haben. e*?' uy 1) 
bzw. e'f'u,y sind die Blochfunktionen des Leitungs- bzw. Valenzbandes. 
Nehmen wir nun an, da der Exitonenradius groB gegeniiber der Gitter- 
konstanten ist, so tragen in der Entwicklung (6,1) nur Blochfunktionen mits 
{=~ 0 bei. Daher liegt es nahe, das Integral in (9,7) nach Potenzen von 
zu entwickeln. Fir das erste, von £ unabhangige Glied ergibt sich nach 


Nae 1 
einigen Umformungen?) ‘ | 


Ee SAH ar | 
4 = th eat (| uo,i e grad to, y) dt VV Ge, 3 (9,8) 


Darin ist V das Voluthen der Grundgebietes, Gove bezeichnet den von der 
Relativkoordinate r,, abhangigen Anteil der Losung der effektiven 2-Teilchen- 
Gleichung (6,11) fiir 1,, = 0. Sind die scheinbaren Massen von Elektron und! 
Loch sowie die Dielektrizitatskonstante Skalare, so ist ¢ (tj) eine wasserstoff- 
ahnliche Funktion und hat fiir r,, = 0 den Wert 


0 fir Drehimpuls |] +0 


Jes 1 \" gar Drehimpuls / = 0. (9,9) 
Va AaREn 


(¢: Dielektrizitatskonstante, n: Hauptquantenzahl, ag: Bohrscher Radius), 


Im Gegensatz zu den Ubergangen bei Atomen, bei denen sich die Dreh,| 
impulsquantenzahl um Al = + 1 andern muB, muB hier also 1 = 0 sein: 
Ferner ist hier auch n = 1 erlaubt, wahrend beim Wasserstoff beim Ubergang! 
aus dem Grundzustand trivialerweise n = 1 als Endzustand verboten ist. 


*) Sofern das Maximum des Valenz- bzw. Minimum des Leitungsbandes gerade beif = QI 
liegt; sonst treten leichte Modifikationen ein. Von G. DRESSELHAUS, Phys. Rev. 106] 
76 (1957) wurde auBerdem die sich aus (9,8) ergebende Ubergangswahrscheinlichkeit} 
vom Grundzustand des Kristalls zum tiefsten (1s) Exzitonenzustand explizit angegeben 


N 4n* e® I(w) (a \§ 
= SF UWI 2, 
Ma € Mh)? h? wc (= | Mo.o| 


Darin bedeuten: a): Gitterkonstante, N = a-3: Zahl der Atome pro Einheitsvolumen)| 
ap: Radius der tiefsten Exzitonenbahn, c: Lichtgeschwindigkeit, I(w): Intensitat der 
elektromagnetischen Strahlung, iw: Energie zur Erzeugung des 1 s-Exzitons aus den 
Kristallgrundzustand. M,,, ist das in (9,8) in Klammern stehende Matrixelement. 
Die oben betrachteten optischen Uberginge zu diskreten Exzitonenniveaus wie auch 
zum Absorptionskontinuum werden ferner eingehend in einer kiirzlich erschienenen 
Arbeit von ELLiort, Phys. Rev. 108, 1384 (1957) untersucht, wobei.auch die Einwirkung 
der Gitterschwingungen (stérungstheoretisch) erfaBt wird. 


(| 
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An Formel (9,8) ist bemerkenswert, daB, wie zuerst von NIKITINE hervor- 
gehoben wurde, dichroitische Effekte primar durch den ersten Faktor in (9,8), 
der die Blochwellen enthalt, erfaBt sein miissen, da hierin allein der Polari- 
sationsvektor e auftritt. Der Dichroismus gewisser Kristalle mit Exzitonen- 
linien lieBe sich dann unter anderem durch die Annahme zweier Leitungs- 
bander erklaren, deren Blochfunktionen so raumlich orientiert sind, daB das 
Integral in (9,8) jeweils nur fir eine, fiir das betreffende Band spezifische 
Polarisationsrichtung nicht verschwindet, und daB ferner fiir jedes Band 
gesondert Exzitonenzustande existieren. Beriicksichtigen wir bei der oben 
genannten Reihenentwicklung das nachste, in k lineare Glied, so erhalten wir 
nach kleinen Umformungen 


e 
j=—h in {grads [ uty e grad uty} eo {grad,,, 9 }r,,=-0- (9,10) 


Ist m wieder eine wasserstoffahnliche Funktion, so verschwindet der zweite 
Klammerausdruck nur dann nicht, wenn ¢ eine p-Funktion ist, also die Aus- 
wahlregel A / = 1 (bei der Exzitonenerzeugung) gilt. 

Besitzt ein Kristall ein Inversionszentrum und hat er keine mehrfachen (ent- 
arteten) Leitungs- bzw. Valenzbander, so laB8t sich mit Hilfe von Paritats- 
betrachtungen zeigen, daB (9,8) und (9,9) nicht gleichzeitig von Null verschie- 
den sein kénnen. Nach einer Bemerkung von NIKITINE ist es jedoch denkbar, 
daB diese Regel durchbrochen wird, daB also beide Ubergange (9,8) und 
(9,9) auftreten, wenn im Kristall die Symmetrie durch Stérstellen und dergl. 


zerstort ist. . 


§ 10. Die Wechselwirkung zwischen Elektronen und Exzitonen, 
insbesondere an Stérstellen [24] 


a) Stérstellenfreves Gitter 


Die Polarisationswirkung einer Uberschu8- oder Defektladung auf die 
Elektronenhiillen der Nachbarionen besteht naherungsweise aus einer Ver- 
schiebung der Elektronenwolken. Diese lat sich, wie wir im vorigen Para- 
graph bemerkten, dadurch ausdriicken, daB den Grundzustanden zusatzlich 
Elektron-Lochpaare beigemengt werden. Da diese Elektron-Lochpaare nichts 
anderes als lokalisierte Exzitonen sind, kann die Polarisation, die ein Uber- 
schuBelektron hervorruft, als eine Ansammlung lokalisierter Exzitonen auf- 
gefaBt werden. Das UberschuBelektron ist somit in der Lage, gewissermaBen 
die sonst frei dahinlaufenden Exzitonen an sich zu binden. 

Um diesen Bindungsmechanismus quantitativ zu erfassen, betrachtete 
TOYOZAWA [24] zunachst einen isolierenden Kristall. Als tiefste Zustande 
werden neben dem Grundzustand alle diejenigen angesehen, bei denen eine 
Anzahl von Exzitonen (der FRENKELschen Art) das Gitter frei durchlaufen. 
Bei einer kleinen Konzentration tiberlagern sich diese Exzitonenwellen un- 
gestort: | 


(= ett im, Pin) (x em Bin) ois! (= int Broa) D, = > gif, m + +++ tia tn Di its 


m, Ti, Mn 


mit Pa =Gha_ und Dy,,....m9 = Bi, >- Bim Po- (10,1) 
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Da das Exziton (néherungsweise) der Bosestatistik geniigt, ist diese Wellen- 
funktion, die wir mit wrx, (1, %),...) bezeichnen in den f; symmetrisch. 
Die Indizes n; sollen besagen, da n, Exzitonen den Zustand f{,, n. den 
Zustand f,, ... usw. besetzen. 

Wird ein UberschuBelektron in den Kristall eingefiihrt, so erzeugt es eine 
Polarisation, in unserem jetzigen Bilde also Exzitonenwellen, wie es auch die 
Fahigkeit besitzt, Exzitonenwellen zu vernichten. Auf jeden Fall wird die 
Gesamtwellenfunktion des Kristalls eine Uberlagerung aus den Funktionen 
des UberschuBelektrons und den Exzitonenwellen: 


Da dee Ny, Ng,+- .) WExz (n, Ng,.- aie (10,2) 


Zur Bestimmung der ,,Koeffizienten“ f ist wie iblich die Sakulargleichung 
aufzusuchen, die sich wieder als Schrédingergleichung schreiben 14Bt. Diese 
enthalt 

1. Die Energie des UberschuBelektrons, die 

a) aus der kinetischen Energie — h?/2m A, 

b) aus der potentiellen Energie im Felde der Kerne V,, 

c) aus der potentiellen Energie im Felde der als starr angenommenen 
Valenzelektronen besteht: U). 


2. Die Energie der frei dahinfliegenden Exzitonen, die sich schreiben 14Bt 
als: 

> AE Bi Br. (10,3) 

BE = Dietm Bn; Be = Dd etm B (10,4) 


m 


Darin sind 


die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir die Exzitonenwelle f. 
3. Die Wechselwirkung zwischen Elektron und Exziton, die als Vernichtung 
und Erzeugung von Exzitonenwellen geschrieben werden kann: 


Huw = (y/VZ) x ~ (B eft* — Be e-étt) (10,5) 


mit y = 47 €4/Vv , v%: Volumen der Einheitszelle und n = | { a* (x) era(r)dr| 
(elektrisches Dipolmoment des Atoms). 
Die aus 1., 2., 3. aufgebaute Schrédingergleichung 


(Hy, + Ap, + Ayw) f oe Ef (10,7) 


hat formal genau die gleiche Gestalt wie die bekannte Gleichung des Polarons, 
die die Bewegung eines UberschuBelektrons im deformierbaren, polaren 
Kristall beschreibt. 

Wie man aus dieser Polaronentheorie wei8, sind bei der Untersuchung der 
Wechselwirkung zwischen dem Elektron und den Polarisationswellen (hier: 
Exzitonenwellen) zwei physikalische Vorgange zu unterscheiden: : 

1. Das Elektron baut um sich herum eine Polarisation. auf, bindet also 
Polarisationsquanten (Exzitonen). mt een 
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2. Diese von einer Polarisationswolke umgebenen Elektronen werden weiter 
an angeregten Polarisationsquanten gestreut. 

Bei der Lésung der Aufgabe kommt es fiir das vorliegende Problem sehr zu- 
statten, daB fiir das entsprechende Polaronenproblem schon eine ganze Reihe 
von Lésungsverfahren zur Verfiigung stehen). 

Da die hier realisierte Kopplung schwach bis mittelstark ist (die typische 
Kopplungskonstante ist ~ 1), kann die Rechnung wie in der Polaronen- 
theorie etwa von LEE, Low und PINES [72] verlaufen. 

Fir die Wellenfunktion des mit Polarisationsquanten ,,angezogenen‘‘ Elek- 
trons ergibt sich die Form 


eS Dy, (10,8) 
@,: Grundzustand des isolierenden Kristalls 
mit 
me evh 1 Br ett / § 
Se k Pian ne ee ae neces kompl Set 


$$: Gesamtimpuls Elektron + Exzitonenwolke. 
Die Absenkung der Elektronenenergie infolge der Polarisation ist 


F (1 — Ife) et u 
=—aAk mt a= ae Ophea V2m* AE/h?, (10,9) 


wahrend die scheinbare Masse des Elektrons vergroBert wird zu 
ei 
~ 1—a/6° 


Mit Hilfe der Lésung (10,8) 14Bt sich sofort zeigen, daB das in (8,11) auf- 
tretende Wechselwirkungsglied fiir groBe Abstande die Form — e?/e,,7r hat. 


(10,10) 


m* 


b) Gitter mit Stérstelle 


Eine Stoérstelle wirkt zum einen direkt mit ihrem vollen, im Vakuum vor- 
handenen Potential auf das UberschuBelektron, polarisiert aber zum anderen 
die Hiillenelektronen, erzeugt und vernichtet also genau wie das Elektron 
Exzitonenwellen. 
Das die letztere Wechselwirkung beschreibende Glied erhalten wir, wenn wir 
uns das Stérstellenpotential V von einer Ladungsverteilung gema8 der 
Poissongleichung : 

AV =420 (10,11) 


herriithrend denken. Da die potentielle Energie einer Punktladung im Felde 
der Exzitonen durch (10,5) gegeben ist, ist die Wechselwirkungsenergie der 
gesamten Ladungsverteilung gleich 


a 
H, =[e () Huw de = FET (orb —et ht) (10410) 
1) Zusammenfassende Darstellungen finden sich bei FROHLICH [69], PEKaR [51], 
HAKEN [70], ScHULTz [77]. 
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mit 
or = |{ g(t) et dr. 
Die gesamte Schrédingergleichung lautet also: 
{Hm + Hex. + Hew + V(t) + Ho} f = Ef. (10,13) 


Genau wie schon beim frei dahinfliegenden Elektron bauen hier das Elektron 
und die Stdrstelle um sich herum Polarisationswolken auf. Die Wechsel- 
wirkung des Potentials mit den Exzitonen 14Bt sich dabei erfassen, indem in 
der Wellenfunktion (10,8) zu S noch hinzugefiigt wird: 


h 1 
So = ie 15 (or Bi + oF f:). (10,14) 


Nach Ausfiihrung der Transformation e-*(S+5) haben wir es mit einer 
,angezogenen‘ Storstelle und einem ,,angezogenen“ Elektron zu tun. Dabei 
wird, wie schon beim freien Elektron, die scheinbare Masse vergroBert und 
die Energie abgesenkt. Als weitere Folge der Beriicksichtigung der Polarisa- 
tion ergibt sich, wie klassisch gar nicht anders zu erwarten ist, daB die 
Wechselwirkung Elektron-Storstelle V(r) abgeschwacht wird zu 


(1/€0) V(r). 


Bei der vorliegenden quantentheoretischen Behandlung ergeben sich jedoch 
noch weitere Wechselwirkungsglieder fiir das Elektron und die Exzitonen. 
Nach Toyozawa, auf den alle Betrachtungen dieses Paragraphen zuriick- 
gehen, hat das wichtigste die Form: 


ey h? 1 oi 


Hww = mVV Pa (AE +2 P)2m) grad V(r) {By ett* + Be e-*tT}. (10,15) 


Fassen wir alle die genannten Glieder zusammen, so lautet die neue Schré- 
dingergleichung: 


2 


{const Ss a A + (Lfee) V(t) + AE SY Bt + H2 $y =Ey. — (10,16) 


Ohne Hy wiirde das Elektron lediglich die Stérstelle umkreisen. Das 
Wechselwirkungsglied Hywy, das fiir groBe Abstande rasch gegen Null 
strebt, bewirkt jedoch noch eine Erzeugung und Vernichtung von Exzitonen 
in der Nahe der Stérstelle, wobei das Stérstellenelektron seinen Zustand 
andert. Hier ergibt sich also erstmalig in der Exzitonentheorie die Méglich- 
keit, die Vernichtung von Exzitonen an Stérstellen quantitativ zu behandeln. 
Im Hinblick auf die Experimente von APKER und TaFT [5], nach denen 
Exzitonen Farbzentren ionisieren sollten, wihlt ToyOzAWA als Anfangs- 
zustand des Systems ein Stérstellenelektron im 1s-Zustand und ein frei 


dahinfliegendes Exziton (tv), waihrend er als Endzustand einen ionisierten 


Elektronenzustand (f) und ,,kein Exziton vorhanden“ wahlt. Fur die gesamte 
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Ubergangswahrscheinlichkeit fiir diesen ProzeB erhalt TOYOZAWA, wenn wir 
gleich die endgiiltige Naherung angeben: 


; 1 h?e , 1 

WE i) = AE Exo (: — —) G (A, w) (10,17) 

mit 
G 1 ee 6 e~ 44 Arc cotga 
< tetra ee eae 2\-4 
(A, 0) r= 85208 ae pap (tt (w/e) 
mit 
Z m* 
fe 77 , athe EN e = * Bie 
A=Z lay,” -Z ee u = (2 m* AE/h?) 


m, Eliektronenmasse, m* scheinbare Elektronenmasse, ¢,, Dielektrizitats- 
konstante, Ze Ladung der Storstelle, ay Bohrscher Radius. 

Da die w-Abhangigkeit vonG(A, tv) vor allem durch [1 + (w/u)?]-* bestimmt 
wird, sind die Exzitonen mit kleiner Wellenzahl tv die wirksamsten fiir die 
lonisation. 

Die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit pro cm? ist durch Multiplikation 
von (10,17) mit der Zahl der Stérstellen zu gewinnen. 


c) Diskussion der Exzitonenvernichtung 


Die Vernichtung von Exzitonen (Rekombination) kann einmal durch den 
eben untersuchten ProzeB, dann aber auch durch strahlende Uber- 
gange erfolgen. Da die Ubergangswahrscheinlichkeit durch Strahlung der 
Oszillatorenstarke = (2m, AE/3h?) wu? (w: elektrisches Dipolmoment) propor- 
tional ist und wir das Verhaltnis 

Woichtstrantena bilden wollen, formen wir nach TOYOZAWA Whicntstr = Witon um 
W strahlend 


: “te lO ache eee 
Zu: Wion = Cr, GA, wv) =f mit Gg ~ m2 AE», ” 


Numerisch ergibt sich fiir KJ: 
Wion = 0,8 10-6 n, f 
Wetranht. = 1,4)10° 7, 
wobei n, die ZahI der Stérstellen pro cm® sind. Da das Verhiltnis 
Wrion/ Wetrani =~ 0,5 - 10% n, 


ist, iberwiegt die Rekombination an Stérstellen, wenn die Dichte der Stor- 
stellen groBer als 10° (pro cm®) ist. Da APKER und TAFT [5] annehmen, da 
in ihren Kristallen 1019 F-Zentren pro cm? vorhanden waren, unterstiitzt die 
Rechnung von ToyozAwa die Interpretation, da8 die Exzitonen F-Zentren 
ionisieren und dort vernichtet werden. Allerdings tritt bei dieser Inter- 
pretation die Schwierigkeit auf, daB die optisch erzeugten Exzitonen trans- 


j 
i 
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versal, die mit dem Elektron wirkenden jedoch longitudinal sind. Toyozawa, 
vertritt die Ansicht, daB die Exzitonen durch ZusammenstoéBe mit den Gitter- ; 
schwingungen die Polarisationsrichtung andern kénnen. DaB hierfiir geniigend| 
Zeit zur Verfiigung steht, ergibt sich aus dem Vergleich von Wyo, mit der? 
StoB8wahrscheinlichkeit mit Gitterschwingungen: Fiir diese letztere Wahr-. 
scheinlichkeit gilt groBenordnungsmaBig Wg; ~ 1012 — 1013 sec-1, also ein) 
wesentlich gréBerer Wert als Wion, wie wir gleich sehen werden: | 
Um die absolute GréBe von Wyo, anzugeben, kann man den von DEXTER? 
(vgl. §3) berechneten Wert von f = 0,07 fiir NaCl heranziehen; gréfen-} 
ordnungsmafig kann man fir die Alkali-Halogenide etwa f = 0,05 erwarten. | 
Mit diesem Wert und = 10!9 erhalt man fir das erste Exzitonenband des ) 
KJ: | 


Wion/3 =~ 101 sec". | 


(Der Faktor 3 ist wegen der Entartung: 1 longitudinale + 2 transversale| 
Exzitonenwellen der Form halber hinzugefiigt.) | 


§ 11. Magnetische Eigenschaften des Exzitons 


a) Die magnetische Aufspaltung des Spektrums 


SAMOJLOvIE und KORENBLIT [30] untersuchten die optischen Eigen- | 
schaften des Exzitons unter Benutzung einer effektiven Zweiteilchen- | 
Schrédingergleichung der Form (6,11), wobei noch die Wechselwirkungs- | 
energie mit dem Magnetfeld § beriicksichtigt ist. Diese Wechselwirkung | 
kommt erstens durch die Bahnbewegung, zweitens durch den Spin der beiden| 
Teilchen des Exzitons zustande. Unter Benutzung der Schwerpunkts- | 
koordinate # = w,1, + Met,!) und der Relativkoordinate Y =r, — ty, des} 
Operators des Gesamtsyspins G = s, + s, und desjenigen des Relativspins | 
0 = 8, — 8, lautet der Hamiltonoperator | 


ere ree Peale 
= oat at are( Tre are ») sar ae 
e TM /Am\? | 
+ ome he : el 10. OP + 
e Am 


h eh Am . 
+ oye M (| grady, 9) + aoe M S—o)— 
(M =m, + m,: Gesamtmasse, M’: reduzierte Masse, A = Mm, — Mg). 
Die Schwerpunktsbewegung (Gesamtimpuls $$) 148t sich abseparieren, wo- || 
durch die ersten beiden Glieder iibergehen in ] 


feeonpa . 
2M + a7, (9, $8] )). (11,2) | 


e2 
——7 11,1 
5) (11,1) | 


co 


1) Die Originalarbeit enthalt stattdessen, offenbar durch einen Druckfehler: 


(t, + t,)/2. i geet 


ren 
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Die Verfasser mitteln H iiber 8, wodurch das zweite Glied verschwindet, 
vernachlassigen das in § quadratische Glied und erhalten, wenn sie das 


konstante, hier unwesentliche Glied 1/2 M 8? weglassen: 


= h? e2 e Am h 
D5 == aes meee 
2M’ Ay Eo | | fF 2M’'c M (6. i grad, »)) aR 


eh Am 
ie (6. a7 S—). (11,3) 


Wahrend die ersten beiden Glieder zum iblichen (wasserstoffahnlichen) 
Spektrum fiihren, bewirken die tibrigen zwei die Aufspaltung der Terme im 
Magnetfeld. 

Bei einem schwachen Magnetfeld kann das Glied —eh/(4 M’c) 6 vernachlassigt 
werden, da es quadratisch von § abhingt. Die iibrigbleibenden, zu A m/M 
proportionalen Glieder fiihren zum anomalen Zeemanneffekt, wobei es wesent- 
lich ist, daB die GroBe der Aufspaltung proportional der (reduzierten) Massen- 
differenz Am/M ist. Wahrend die Untersuchung der Spektren ohne Magnet- 
feld (bei bekanntem «,,) es gestattet, die reduzierte Masse zu bestimmen, 
kann man also bei Hinzunahme der Spektren im Magnetfeld die effektiven 
Massen von Elektron und Defektelektron einzeln bestimmen. 

Im starken Magnetfeld ist die Aufspaltung der Spektrallinien hingegen durch 

Am eH 


pa ak tee = 4 
Ay WM 3M" Am, Am, =0,+1 (11,4) 


gegeben, wobei auch hier wieder die Aufspaltung proportional A m/M ist. 


b) Die magnetische Suszeptibilitat des Exzitonengases 


Von SAMOJLOVIC und KONONOVA [73] stammt der interessante Vor- 
schlag, den verhaltnismaBig groBen Diamagnetismus einiger Halbleiter, 
dessen Erklarung nach der Bandertheorie zu einer zu kleinen effektiven Masse 
der Elektronen bzw. Defektelektronen fiihren wiirde, auf den Diamagnetis- 
mus eines ,,Exzitonengases zuriickzufiihren. Fiir jedes Exziton soll die 
Gleichung (11,1) gelten, wobei wieder gleich die Schwerpunktsbewegung ab- 
separiert wird. Dabei wird jedoch jetzt das zweite Glied e/(4Mc) ([O, $] Y), 
das die Form einer potentiellen Energie der Elektronenladung im ,,effektiven 
elektrischen Feld‘‘ (— 1/Mc) [, $%] hat, exakt beriicksichtigt, wahrend das 
in § quadratische Glied stérungstheoretisch beriicksichtigt wird. 

Da fiir die hier interessierenden Falle die Dichte des Exzitonengases so hoch 
ist, daB sich die Wellenfunktionen bereits der Zweiquantenzustande tiber- 
decken, und deshalb bei der Berechnung der statistischen Summe nur die 
Grundzustande der Exzitonen zu beriicksichtigen sind, geniigt die Berech- 
nung des tiefsten Energiewertes. 

Fir die magnetische Suszeptibilitat, die sich durch Ableitung aus dem thermo- 
dynamischen Potential zu 

(05) 
x 092) 7 
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ergibt, finden die Autoren 


9 kT ee 
= yeaa Pore 
x= Nonh (5 Eee, * kT =) 


*fe 
mit) No = (“a—) e (4H ~E)/kT (mittlere Zahl der Exzitonen) 
ae : stand’ (11,89 
0= 9735 Me Bohrsches Magneton, AH: Bandabstan (11,5) | 


Das erste Glied in der Klammer stellt eine Art ,,induzierten ‘‘ Paramagnetis- 
mus dar, der durch das oben exakt beriicksichtigte Glied bedingt ist, das | 
zweite ist der Spin- Diamagnetismus und das dritte stellt den Diamagnetismus 
des Exzitons dar. Da das letztere proportional zu «2, ist, kann die diamagne- | 
tische Suszeptibilitat hinreichend groB werden. Numerische Rechnungen der | 
Verfasser zeigten, daB Formel (11,5) die richtige GréBenordnung der Dia- | 
magnetischen Suszeptibilitat des grauen Zinns in einem bedeutenden | 
Temperaturintervall richtig ergibt, wenn ¢,, = 23 gesetzt wird (im Vergleich 

zu den Angaben von BUSCH [74]).2) | 


C. Nidhtlokalisierte Exzitonen im deformierbaren Gitter 


§ 12. Allgemeine Schrédingergleichung und Translationsinvarianz 


Da in den polaren Kristallen, mit denen wir es hier iberwiegend zu tun haben, | 
die Wechselwirkung zwischen Elektronenbewegung und Gitterdeformation | 
stark ist, ist es hier im allgemeinen nicht erlaubt, das Elektronensystem und | 
das System der Gitterschwingungen unabhangig voneinander zu betrachten. | 
Vielmehr beeinflussen sich diese beiden Untersysteme so stark, da8 man | 
beide Systeme nur noch als physikalische Gesamtheit behandeln darf. 
Die Hamiltonfunktion des Gesamtsystems umfaBt einmal die Energie- 

ausdriicke fiir die Elektronen im starren Gitter: kinetische Energie, poten- | 
tielle Energie im Felde der streng periodisch angeordneten Kerne und 
Coulombsche Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen. Zum ande- 
ren enthalt er die Energie der Gitterschwingungen. Die Auslenkungen der 
einzelnen Ionen werden wie iiblich als Uberlagerung ebener Wellen, die den | 
Kristall durchziehen, aufgefa8t und die Energie proportional zu den Ampli- | 
tudenquadraten der einzelnen Wellen angesetzt. Die Wechselwirkung soll || 
schlieBlich in den Auslenkungen linear sein. Insgesamt lautet die Schré- || 
dingergleichung: 


h2 
IS |- 5 A+ Vy) + DU (toy) +S how bdo + 
Fi m i<j 


) 


+ DS) Ww (t;) e™% by + konj. kompl, yp = Ey (12,1) || 
7,w 


*) Nach freundlicher persénlicher Mitteilung von Herrn Prof. Buscu ist jedoch fiir die || 


Erklarung des Diamagnetismus beim grauen Zinn durchaus das bisherige Bandermodell || 


ausreichend, tee 
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V, W in 1; gitterperiodisch,  Ausbreitungsvektor der Gitterwelle, w» deren 

Frequenz. 

Da die Energie des Gesamtsystems ungedndert bleibt, wenn alle Elektronen- 

Koordinaten 1; um einen Gittervektor verschoben werden und gleichzeitig 

auch der Deformationszustand des Gitters um eine Gitterzelle weitergescho- 
_ben wird, was durch eine Phasendrehung der Amplituden b, erreicht wird: 


Pitz >t ta, dy > dy e-t™4, bE —> dbs efwa, (1252) 


bleibt H gegeniiber T unverandert. Die Eigenfunktionen zu H k6énnen 
deshalb als simultane Eigenfunktionen zu 7 gewahlt werden: 


Ty = hay, 5 023) 


wobei wir die Higenwerte in Analogie zu (4,5) schon in der Forme‘®¢ geschrie- 
ben haben. 

Hine Aussage iiber die Form der Lésung la8t sich leicht gewinnen, wenn wir 
als Uberlagerung aus den ungestérten EKigenfunktionen der Gitterschwin- 
gungen darstellen. Diese Eigenfunktionen sind dadurch zu beschreiben, daB 
die Gitterwelle mit der Nummer 7 mit »,; Quanten besetzt ist 


@: = 4,2,.35..20 N), also ® D (10955 0.., vy): 


Die © kénnen durch fortgesetzte Anwendung der Erzeugungsoperatoren by, 
aus dem Grundzustand ®, gewonnen werden: 


; 
Pm, . «-, 99) = Fa——— (bi... (BEI Dy, (12,4) 


W!%!... vy! 
Die Lésung hat bei dieser Entwicklung die Form (HAKEN [75]): 
GAB U (ties ohityy 07) 


mit U Se Oe iti oe on yn) Uy (Ht, 1g = tj) DB (r4, ea) (12,5) 
(») 
Die Summation erstreckt sich iiber alle Besetzungszahlen mit Schallquanten, 
die Funktionen %,) sind in der Schwerpunktskoordinate ® gitterperiodisch, 
sonst aber in den Relativkoordinaten 1; — 1; noch beliebig. In (12,5) sind 
nur solche Elektronen- und Gitterfunktionen miteinander verkniipft, die 
den gleichen Gesamtquasi-Impuls § besitzen (bis auf Vektoren des rezi- 
_proken Gitters). 
Entwickelt man hingegen die Losung (12,5) nach lokalisierter Elektronen- 
funktionen, etwa nach Determinanten aus Wannierfunktionen, was durch 
FRENKELs Behandlung des Exzitons nahegelegt wird, so ergibt sich [22] 


Ps eke Ag (my (v1, sees ta) XM (oy etm 2 BPO. O'D by e-twy 2), (12,6) 


Die Indizes &, Xt sollen andeuten, daB die Funktionen Ag y den Schwerpunkt 
und noch weitere ,,innere Konfigurationen“‘, die durch (Xt) festgelegt sind, 
auszeichnen. Halten wir in (12,6) 3t fest und lassen nur die Schwerpunkts- 
koordinate 2 laufen, so andert sich die Form der Funktion y, die die Gitter- 
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deformation beschreibt, iberhaupt nicht, sondern erfahrt lediglich in ihre} 
Operatoren 6+ eine Phasendrehung. Dies besagt, daB Elektronenkonfigure 
tionen, die mit gleicher innerer Konfiguration das Gitter durchlaufen (in 
hier betrachteten stationaren Fall!) von einer der Form nach vollig unver| 
anderten Gitterdeformation begleitet sind. 

Als prinzipielle Aussage aus (12,5) bzw. (12,6) folgt wieder, daB es auch in 
deformierbaren Gitter keine selbstlokalisierten Elektronen oder Exzitone 
zustande gibt, vorausgesetzt, daB das Gitter storstellenfrei ist. | 
Die Losungsform (12,6) gibt uns eine Vorschrift, mit deren Hilfe man a 
lokalisierten Exzitonenfunktionen solche mit dem richtigen Translations 
verhalten aufbauen kann. Dazu hat man einfach die lokalisierten Funktione? 
mit e**® zu multiplizieren, die Gitterdeformation mit der angegebenet? 
Phasendrehung der 6; zu versehen und iiber alle Gitterpunkte fir di 
Schwerpunktskoordinate 2 aufzusummieren. 


§ 13. Niaherungslésungen 


Die neueren Arbeiten, die die Wechselwirkung des Exzitons mit den Gitter 
schwingungen untersuchen, sehen von der Mikrostruktur des Kristalls ali 
Dies bedeutet, daB der Exzitonenradius wesentlich gréBer als die Gitte 
konstante sein muB. Wie wir in § 8 gezeigt hatten, kann im starren Gitte 
bei gentigend groBen Radien das Mehrelektronenproblem durch ein effektive: 
Zweiteilchenproblem ersetzt werden, in dem nur die Koordinaten des Elek 
trons und des Defektelektrons erscheinen, beide Teilchen mit einer effektivet 
Masse behaftet und noch durch eine direkte Wechselwirkung der Forn| 
— /e.r verknipft sind. Bei dem Ansatz fiir die Wechselwirkung mit de} 
Gitterschwingungen wird beachtet, da8 bei polaren Kristallen die Ionen| 
verschiebungen des optischen Zweiges eine wesentlich starkere elektrischi 
Wechselwirkung mit dem Elektron (bzw. Defektelektron) haben als die 
jenigen des akustischen Zweiges. Dies folgt daraus, da8 im ersteren Falle dil 
Ionen gegenphasig schwingen, das Dipolmoment einer Einheitszelle sich als 
stark andert, im zweiten Falle jedoch gleichphasig ohne wesentliche Anderun| 
des Dipolmoments. Deshalb werden nur die Schwingungen des optische}| 
Zweiges bei diesen Rechnungen beriicksichtigt. Diese Schwingungen sinq| 
gerade auch diejenigen, die die Polarisation des Kristalls bewirken. Auc 
diese Polarisationsschwingungen werden vom makroskopischen Standpunkj 
aus behandelt (FROHLICH [69], PEKAR [51]). Da die Einzelheiten der Hert 
leitung des Wechselwirkungsgliedes wie auch der Schwingungsenergie scho 
in der einschlagigen Literatur iiber das Polaronenproblem beschrieben sind} 
gehen wir hier nicht naher darauf ein, sondern geben gleich die endgiiltigy 
Form der Schrédingergleichung an: 
e [Hexz + Dhow bo bw + S' bm Hy + OSHS] y = Ey 
mi 
2 2 2 

Hy =yYy(eP% — eh) und Hp, = ea! i- ber ee 

2m, 

hwy t 1 


é Mee*\"s-1 ~ 1 i 
» = zs i 7 4 wr} =— eg —*/s J 
y o @Magay. Amey" mit a= (57) “(- =) ). 


oo~ N 
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| Das eine negative Vorzeichen im Wechselwirkungsglied riihrt von den ver- 
' schiedenen Vorzeichen der Elektronen-Defektelektronenladung her. 
' Bevor wir an die Besprechung der verschiedenen Verfahren gehen, die zur 
' naherungsweisen Lésung von Gl. (13,1) entwickelt wurden, liberlegen wir 
uns kurz, was denn ganz anschaulich fiir die Exzitonenzustande in einem 
' polarisierbaren Medium zu erwarten ist: 
Die Polarisationswirkung eines Dielektrikums setzt sich, wie schon an anderer 
Stelle bemerkt, aus der Verschiebung der Elektronenhiillen, die praktisch 
' tragheitslos erfolgt, und der Verschiebung der tragen Ionen selbst zusammen. 
| Da bei kleinen Exzitonenradien die Teilchen eine groBe Geschwindigkeit be- 
' sitzen, kénnen hier die tragen Ionen nicht folgen, so daB wir hier das allein 
von der Hillenpolarisation verdinderte Coulombpotential (Elektron-Loch) 
e2 


ey (kleine Radien) (13,2) 


erwarten miissen. Dieses Potential ist schon modellmaBig in Gl. (13,1) auf- 
genommen; seine konsequente Herleitung findet sich in § 8. Bei groBen 
_ Radien, bei denen sich die Teilchen also langsam bewegen, kann sich auch die 
. Polarisation der Ionen voll ausbilden, so da hier als Coulombpotential 
_ (Elektron-Loch) 


' ; 
= —$ (groBe Radien) (13,3) 
stehen muB. Die Differenz zwischen (13,2) und (13,3) kommt dabei gerade 
_ durch die Wechselwirkung von Elektron und Loch mit den Gitterschwin- 
gungen zustande. Eine wesentliche Aufgabe fiir die Behandlung der Gl. (13,1) 
_ ist es, das genaue Gesetz fiir den Ubergang von (13,2) zu (13,3) aufzufinden. 


a) Der Ansatz von DYKMAN und PEKAR [76] 


In Analogie zur PEKARschen Behandlung [51] des_,,selbstlokalisierten 

- Polarons“ gehen die Autoren von der Vorstellung aus, daB sich die Ladungs- 
verteilung von Elektron und Defektelektron einerseits und die Ionenver- 
schiebung (bzw. Gitterpolarisation) andererseits gegenseitig stabilisieren, 
-wahlen also eine Art ,,selfconsistent-field‘‘-Ansatz der Form: 


Exzitonenfunktion x Gitterfunktion 


- und separieren die Exzitonenfunktion wiederum nach Relativ- und Schwer- 
punktskoordinate: y (¥)) p(R) = y. 

'y und ¢ werden als GauBfunktionen gewahlt, 

4() = (Zefa) e- 2, p (RM) =(2B/a)" eH P™, (13,4) 


wobei « und f# noch als Variationsparameter dienen. Bei Durchfihrung der 
Rechnung 14B8t sich die Gitterfunktion genauso wie beim Polaronenproblem 
eliminieren und es zeigt sich, daB das folgende Funktional zum Extremum 
zu machen ist: 


1 
<y* Hex: p> -- Pa baie |p* Hy p|?. (13,5) 


318 H. HAKEN 


Nach DYKMAN und PEKAR ergeben sich dabei zwei Losungstypen: 
1. Fir ein Verhaltnis der scheinbaren Massen m,/m, < 8 oder m,/m, < | 
ergibt sich B = 0, d.h. das Exziton bevorzugt keinen Raumpunkt, wobe 
uberhaupt keine effektive Wechselwirkung mit den Gitterschwingunge 
zustande kommt. Diese Exzitonen werden deshalb als ,,nichtpolarisierend 
bezeichnet. Das gleiche Resultat ergibt sich auch, wenn (1 — ¢,,/e) klein is 
2. Fir m,/m, > 8 und groBe Werte von |1 — «¢,,/é| ergibt sich B +0, alsi 
eine Lokalisation des Exzitons, die mit einer Polarisation des Kristalls vem 
bunden ist (,,Polarisierende Exzitonen‘‘). 
Zur quantitativen Behandlung von 2. wird ein plausibles Naiherungsver 
fahren eingeschlagen, nach dem das leichte Teilchen als F-Zentren — Elektro 
das schwere Teilchen hingegen als Polaron behandelt werden. Die Autore} 
erhalten damit als Energie des Exzitonengrundzustandes: 


Bao ME eae ie le Hl ie eee 
= 56 Bez, |! + 1) € (L/e—1/€c0 3 Ecol */Eco : 


T = Mechwer | Meicnt- (13,6 


Nach der gleichen Uberlegung berechnen DYKMAN und PEKAR auch di 
Energie des Exzitonen-2 p-Zustandes. 
Obwohl die Lésungsform (13,4) als solche ein selbstlokalisiertes Exziton be 
schreiben wiirde, heben DYKMAN und PEKAR hervor, daB sich auch di 
, polarisierenden‘‘ Exzitonen durch das Gitter bewegen kénnen, wobei d 
scheinbare Masse des als Polarons behandelten schweren Teilchens wirksat 
wird. | 


b) Der Ansatz von H. J. G. MEYER [77], TULUB [78], IPATOVA [79] 


Dieser Ansatz erfa8t von vornherein die Translationsinvarianz. Die Autor of 
separieren die _(wasserstoftahnliche) Relativbewegung des Exzitons ab u 


wirkung mit den Gitterschwingungen treten: | 
Wier ef (Fey 5*), (13, 


Geht man mit diesem Ansatz in die Schrédingergleichung (13,1) ein, mult 
pliziert mit e-*” und integriert tiber d*Y, so ergibt sich eine Gleichung, 
nur noch von ® und den bj abhangt und die eine ganz ahnliche Form w/ 
die Gleichung des Polarons hat. Da das Exziton als ganzes neutral ist, wi 
man vermuten, daf seine Wechselwirkung mit den Polarisationsschwingungée 
kleiner als die des Polarons ist, so daB man die verbleibende Gleichung na 4 
den Polaronenmethoden fir schwache bis mittlere Kopplung behandel]] 
kann (TJABLIKOV [80], LEE, Low, PINES [72], GURARI). Diese Autor 
setzen f in derForm 


= exp {dy by + dy} ®),®): Grundzustand ohne Schallquanten (13,1 


an, wobei die dy als Variationsparameter dienen. Diese lassen sich elimi 
nieren, so da8 schlieBlich durch Wahl von a das folgende Ftnktional zu1 
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Minimum zu machen ist: 


Ge Daan Pat, : w >| 


— 6 PEE 
wo + h?w?/2M’ Y Ne . (13,9) 


Auf die explizite Berechnung von (13,9) gehen wir in f) ein. 


c) Das Verfahren von MOSKALENKO [82] 


Im Gegensatz zu den beiden vorigen Verfahren, die die Relativbewegung zu- 
erst abseparieren, eliminiert MOSKALENKO in der von TJABLIKOV und 
BOGOLJUBOV [81] fiir das Polaron entwickelten Weise zuerst die Schwer- 


‘punktskoordinate, und zwar in voller Allgemeinheit, was durch den Ansatz 


(LEE, Low, PINEs [72]) 
: + 
ef (B= Ferre) ® (13,10) 


geschehen kann. 

Die verbleibende Gleichung fiir y wird durch eine Storungsrechnung zweiter 
Ordnung behandelt, wobei MOSKALENKO die. Energie auch fiir Temperaturen 
T > 0 berechnet. 


Er erhalt: 
i |<o7 Hy>|? 
a tN a a a 
H*, + : 
+ 2) ie a + (A2/2.M) S (00,10!) By Ww — bu, w’)- (13,10) 
w,7 w,w 


Darin sind: n,: Planckscher Mittelwert fiir die Gitterwelle; 8 Gesamtimpuls, 
E, Kigenwerte fiir die Exzitonenbewegung mit dem gegenseitigen Coulomb- 
potential —eé/eY; y; die zugehérigen wasserstoffahnlichen Kigenfunktionen. 


=hoy» + h?w?/2M — (h/M) 0 (B — Beiter, w)- 


Fir T = 0° K, mithin also fiir n, = 0, ergibt sich fiir die Energie des Grund- 
zustandes 


sas |<¢7 Hw P1> |? 
i fume — E, + how + h? w?/2M’ Cease 


wahrend sich fiir die scheinbare Masse des Exzitons 


Bhd lof Hop) | ie 
“emailer F On E; — F, + hom + h? w?/2m m)3 (13,12) 


ergibt. 
E und M* wurden von MOSKALENKO unter der Voraussetzung, da8 die 
scheinbaren Massen von Elektron und Defektelektron einander gleich sind, 


25 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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naherungsweise zu 


5 /1 ho 
wire Bila en a) eae 
Dey. off AL J ho Me 
ae Ee ees 13,13 
ne M (1+ 3 (— ) & Fale ui 2 hte ( ) 


berechnet. 


d) Diskussion der bisherigen Verfahren 


Im Hinblick auf unsere Diskussion tiber das qualitativ zu erwartende Wechsel- 


wirkungsgesetz ist zu bemerken, daB bei den Ansatzen (13,4) und (13,7) wie | 


auch dem letztgenannten bei kleinen Radien die Wechselwirkung Exziton- 
Polarisationsschwingungen praktisch verschwindet, so daB die effektive 
Wechselwirkung Elektron-Defektelektron wie verlangt = — e?/e,r ist. Fur 
groBe Radien kommt das erwartete Ergebnis bei (a) und (b) jedoch nicht zu- 
stande. Wahlt man namlich m, = mg, so liefert keines der beiden Verfahren 
irgend eine Anderung gegentiber dem Fall ohne Polarisationsschwingungen 


Auch das von MOSKALENKO angegebene Ergebnis (13,13) zeigt nicht das 
gewiinschte Verhalten, das auf ein Wechselwirkungsgesetz — e2/er schlieBen | 


lieBe. Wir werden spater zeigen, daB dies darauf beruht, daB die zu (13,13) | 


fihrende Auswertung von (13,11) nur fiir kleine Radien zutrifft. SchlieBlich 
mochten wir noch darauf hinweisen, daB bei groBen Radien die Kopplung der 
Teilchen mit dem Polarisationsfeld starker sein kann als die Kopplung der 
Teilchen untereinander, so daB das Stérungsverfahren unter Umstianden nur 
bei kleinen Radien gerechtfertigt ist. Wir wollen deshalb jetzt einen Ansatz 
besprechen, der gerade bei groBen Radien das gewiinschte Wechselwirkungs- 


gesetz —e?/er liefert und der bei kleinen Radien stetig auf das Wechsel- 


wirkungsgesetz — e?/e,,r fiihrt. 


e) Asymptotisch strenge Lésung fiir groBe Radien [22] 
Wahrend die Anséatze (a), (b) und (c) als ersten Schritt das Exziton aufbauen 


und dann die Polarisation der Umgebung beriicksichtigen, wird hier im | 


ersten Schritt die Polarisationswirkung jedes Teilchens fiir sich beriicksichtigt 
und dann aus diesen, von ihren Polarisationswolken begleiteten Teilchen 
das Exziton aufgebaut. 

Die geradlinige Bewegung eines Einzelteilchens (i) mit seiner begleitenden 
Polarisationswolke wird nach (12,5) durch et uf (r;, b+) Dy, (PB) Grund- 
zustand des Gitters) beschrieben. Bewegen sich Elektron und Defekt- 


| 


elektron im gleichen Kristall, so erzeugt jedes Teilchen fiir sich eine Polari-_ 


sation, die sich tiberlagern werden. Diese Uberlagerung laBt sich genau wie 


schon im $8 besprochen wurde, durch eine Produktbildung aus den beiden | 
Funktionen e''% wt (r;) erfassen. Da jedoch wegen der direkten Wechsel- | 


q 


wirkung —e?/e,,r wie auch infolge der iiber die Polarisation zustande | 
kommenden Wechselwirkung die Teilchen auf geschlossene’ Bahnen ge- | 
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zwungen werden, miissen wir noch iiber alle méglichen f-Richtungen auf- 
summieren, so daB der Ansatz lautet: 


/ / Cy, eth + itsts yt (1, bt) uf, (ta, b+) Dy dk, dk. (13,14) 


Die Herleitung der Bestimmungsgleichung fir c;,z, verlauft ganz langs der 
gleichen Linien wie in § 8. Transformieren wir wieder in den Ortsraum, so 
erhalten wir als effektive Schrédingergleichung 


h h? e? 
| — sae a) ee Hy (Y) + 71+ 24 U (tt) = BU (tq, %)- 
(13,15) 


Die m* bedeuten die scheinbaren Massen im deformierbaren Gitter, 7, und 7 
stellen die sogenannte Selbstenergie der Teilchen im deformierbaren Gitter 
dar, wahrend H,, die iiber die Wechselwirkung mit den Polarisationsschwin- 
gungen zustande kommende direkte Kopplung beschreibt. H,, hangt etwas 
von der Form der benutzten Funktionen uz ab. Benutzt man die von TJ ABLI- 
KOV bzw. von LEE, Low und PINES fir schwache bis mittlere Kopplung 
angegebenen Funktionen, so ergibt sich 


2 -u,¥ ae 4 
oe & Me =) + (1 22 a mit u,=V2mo/h. (18,16) 


Die gesamte, aus H, und —e*/eY bestehende Wechselwirkung geht also 
fir groBe Radien in —e?/eY tber, wahrend es fiir kleine Radien gegen 
—e/e,,Y + const geht, wobei die Konstante sich gegen die Selbstenergie 
weghebt. 

Verwendet man andererseits die fir starke Kopplung von HOHLER [83] 
und TJABLIKOV [80] entwickelten Funktionsformen, so erhalt man fiir 


groBe Radien: 
2 
Hy = (= — a} (13,17) 
E00 


wahrend fir kleine Radien eine verwickelte Form auftritt, die auch hier 
wieder fiir Y — 0 gegen eine Konstante strebt. 

Besonders im ersteren Falle liefert diese Behandlung nicht nur das anschau- 
lich zu erwartende Wechselwirkungsgesetz fiir groBe und kleine Radien, 
sondern gibt auch einen stetigen Ubergang. AuBerdem gilt Gl. (13,15) nicht 
nur fir den Exzitonengrundzustand, sondern auch fir die angeregten Zu- 
stande. 

Als Mangel dieses Verfahrens mu8 jedoch noch angesehen werden: 

1. daB das Wechselwirkungsgesetz bei kleinen Radien noch nicht als exakt 
angesehen werden kann, obwohl es schon qualitativ das richtige Verhalten 
zeigt. 

2. sa implizit die Einteilchenfunktionen u* zu benutzen sind, fiir die es noch 
keine einfache, einheitliche Form fir alle Kopplungsstarken: Teilchen- 
Gitterschwingungen gibt. 

25° 
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f) Berechnung der Exzitonenenergie nach FEYNMANS Variationsverfahren [85] 


Die beiden, eben genannten Mangel kénnen vermieden werden, wenn ma 
ein neuartiges Variationsverfahren, das FEYNMAN [84] zunachst fiir da 
Polaron entwickelte und das fir alle Kopplungsstarken eine sehr gut 
Naherung darstellt, auf das Exziton ausdehnt, was in Untersuchungen des: 
Referenten [85] durchgefiihrt wurde. Dabei hat es sich als zweckmaBig er- 
wiesen, dieses Verfahren nicht in der urspriinglichen Gestalt mit Hilfe. 
FEYNMANscher ,,Wegintegrale“‘ zu benutzen, sondern eine Ubersetzung in: 
die gewohnliche Quantenmechanik zu verwenden.!) Den grundlegenden; 
Unterschied gegeniiber dem bisherigen Variationsverfahren kénnen wir so} 
charakterisieren: Wahrend man sonst ,,Probefunktionen“‘, die noch mit} 
Variationsparametern ausgestattet sind, in das betreffende Funktional (z. B., 
hier /y*Hy dr) einsetzt und das Extremum durch Variation der Parameter: 
aufsucht, hat man jetzt eine ,,Probe-Schrédingergleichung‘‘ (bzw. deren) 
gesamte Kigenfunktionen und Eigenwerte) in ein ganz bestimmtes Funktio-. 
nal einzusetzen. Diese Probe-Schrédingergleichung ist wieder mit geeigneten| 
Variationsparametern auszustatten und wiederum das Minimum des Funk-. 
tionals aufzusuchen. 
Um einen passenden Ansatz fiir die Probe-Schrédingergleichung zu finden,, 
mussen wir natiirlich schon eine bestimmte Vorstellung haben, welche Be-. 
wegung die beiden Teilchen des Exzitons etwa ausfiihren werden. Dabei: 
lassen wir uns wieder von dem Gedanken leiten, daB jedes der Teilchen eine: 
Polarisationswolke zunachst fiir sich alleine aufbaut. FEYNMAN erfaBte dies} 
dadurch, daB er in der Probe-Schrédingergleichung das betrachtete Teilchen. 
an ein ,,Hilfsteilchen‘‘, das gewissermaBen das Feld der Gitterschwingungen | 
reprasentieren soll, mit Hilfe einer Oszillatorbindung ankoppelte. Indem wir! 
fir beide Teilchen diesen Ansatz tibernehmen und auBerdem noch beriick-| 
sichtigen, daB eine effektive direkte Wechselwirkung zwischen Elektron) 
und Defektelektron zustande kommt, wahlen wir als Ansatz fiir die Probe-| 
Schrédingergleichung: 


(H, + H, + Wea (Q)) 0; = Ej 2; 


mit 


-O: 3 
af nthe hy Fy Al. ip n He ue Fey 
Sm, A — a7, Au + a (te — a)® — Sh, (18,18) | 


und 


Darin werden m;, @; und d als Variationsparameter betrachtet. Nach einer 
ziemlich langen Rechnung ergibt sich, da8 die Energie des Grundzustandes 


1) Fiir den Spezialfall des Polarons wurden derartige Ubersetzungsvorschriften unab- 


hangig von Scuucrz [71], YAMAZAKI [86], HAKEN [87] und KrivoGLaz und PEKar | 
[88] entwickelt. ‘ | 
= ys 
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von oben her approximiert wird durch 


{et (tta =) aS — 3x pict enol 
E, Kt Wee ee > 225, Er RGOR™ ate 


1 Di,» 9 mi | <of x; 21> |? 
Ee Cot Poy) + AS Paes Sem (13,19) 


+z 
i=1,2 

Darin sind E; und v; die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Probe-Schro- 

dingergleichung (13,18). 

In diesem Ausdruck (13,19) sind insbesondere die Ergebnisse von MOSKA- 

LENKO, MEYER, TULUB, IPATOVA und DYKMAN und PEKAR beziiglich des 

Grundzustandes und T = 0° K enthalten: 

1. Wahlen wir m;@? = 0 und 

a) d = 1/e,,, so erhalten wir: 


| <of Hy »>|? 
E, — oe, $2 

g3 gees (03.20) 
also die Formel der tiblichen Stérungsrechnung, wobei E; und v; die Eigen- 
werte und Kigenfunktionen der Exzitonenbewegung im starren Gitter sind. 
(13,20) ist identisch mit (13,11), wenn die Exzitonenenergie in Energie der 
Schwerpunkts- und der Relativbewegung aufgespalten wird und die Aus- 
wahlregel (e-*8'R eiwts giXRY — Gg. a. w beachtet wird. 
B) Lassen wir statt a) d noch frei und behalten von der Summe iiber tp und j 
nur das Glied mit 7 = 1 bei, so ergibt sich das Resultat von MEYER (13,9). 
2. Lassen wir hingegen 


m;,—> CO, ma; > m,C (13,21) 


gehen und transformieren (13,1 8) auf die Schwerpunkts- und Relativkoordi- 
nate des Exzitons, so erhalten wir 


}2 i : 
|= sar 4 — sap tn + CHE + (OC + 2) 9") vy = By, (18.2) 
Die energetisch tiefste Losung dieser Probe-Schrédingergleichung hat gerade 
die von DYKMAN und PEKAR angenommene Form (13,4). Fihrt man die 
Grenziibergange (13,21) in (13,19) durch und behalt in der zweiten Summe 
in (13,19) nur das Glied mit 7 = 1 bei, wodurch wie schon unter 1) der Ener- 
giewert nur vergroBert, das Ergebnis als verschlechtert werden kann, so 
ergibt sich unter Beachtung, daB EZ, = (pf Huxz41) ist, gerade der DYKMAN- 
PeKARsche Ausdruck (13,5). 


Auswertung von (13,19) fiir groBe und kleine Radien: 


Fir groBe Radien ergibt sich nach langeren Umformungen, da (13,19) die 
Energie zweier Teilchen darstellt, die 

1. die durch die FEYNMANSche Theorie bestimmte Polaronenmasse besitzen, 
2. die durch die FEYNMANSche Theorie bestimmte Selbstenergie des Polarons 
besitzen, 
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3. durch die effektive Wechselwirkung —e?/eY miteinander gekoppelt 
sind. 

Fir kleine Radien wurde (13,19) unter folgenden Naherungen ausgewertet: 
1. In (13,18) wird die Kopplung mit den Hilfsteilchen vernachlassigt ; 

2. die erste in (13,19) auftretende Doppelsumme wird naherungsweise unter 
der Voraussetzung eines kleinen Bahnradius ausgewertet, wobei der Fehler 
< 8% ist. 

Da das Endergebnis immer noch sehr umfangreich ist, geben wir es nur fiir 
Spezialfalle an: 

a) Fir gleiche scheinbare Massen: 


hp re ape! 1\ ,/2Mo\ 1 5 
—— p-—|{— — — ——— 13,23 
ame ad x (= eal i \> a uote) 
Sind die Massen hingegen sehr verschieden (m, > mg), so ergibt sich 
nape be | 1\ ,2Mo 1 13 
= — — B- —|(— - — —— >=: 13,24 
2M’, 2 * =)? kh B 32 sah 


In beiden Formeln (13,23) und (13,24) ist 8 weiterhin als Variationsparameter 
anzusehen, der so zu bestimmen ist, daB diese Ausdriicke minimal werden. 
Wahlen wir in (13,23) 6 als reziproken Radius des Exzitons im starren Gitter, 
also B = ¢,,M’ /he?, so erhalten wir genau das gleiche Ergebnis wie MOSKA- 
LENKO (13,13). Da jedoch jetzt 6 noch frei wahlbar ist, kbnnen wir hier noch 
eine tiefere Energie, also, da wir es hier mit einem Variationsverfahren zu 
tun haben, ein verbessertes Resultat erhalten. 


§ 14. Ein Variationsprinzip fiir die Zustandssumme 


Fast alle der bisherigen Arbeiten, die das Polaron oder das Exziton im polaren 
Kristall untersuchen, beschranken sich auf die Temperatur des absoluten 
Nullpunktes') und berechnen meist tiberdies nur die Energie des Grund- 
zustandes. 

Um hingegen das Verhalten eines Systems im thermischen Gleichgewicht 
bei héheren Temperaturen zu erfassen, muB die Zustandssumme bekannt 
sein, zu deren Berechnung man bislang das gesamte Energiespektrum des 
Systems besitzen muBte. KRIWOGLAZ und PEKAR [88] und unabhangig 
davon HAKEN [85] haben jedoch kiirzlich in Erweiterung des FEYNMAN- 
schen Variationsverfahrens ein Variationsverfahren fiir die Zustandssumme 
selbst formuliert, bei dem eine explizite Kenntnis des Energiespektrums 
nicht erforderlich ist?) (sondern umgekehrt mit geliefert wird). Auch hier 
ist wieder das System durch eine ,,Probe-Schrédingergleichung“ zu approxi- 


1) Ausnahmen bilden die Arbeiten von FULTON [89] (Polaron) und MosKALENKO [82] 
(Exziton). 

*) Im folgenden besprechen wir die zweite Version (HAKEN), da PEKAR und Kriwo- 
GLAZ das Polaron behandelten und aufSerdem diese zweite Form es gestattet, die 
Energie angeregter Zustinde direkt aus dem allgemeinen Ausdruck fiir die Zustands- 
summe abzulesen (s. w. u.). t. Vek 
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mieren, fiir die wir die schon oben besprochene wahlen kénnten. Da die End- 
formel fiir die Zustandssumme jedoch auBerordentlich umfangreich ist, ver- 
weisen wir beziiglich dieses allgemeinen Falles auf die Literatur [85] und be- 
sprechen das Ergebnis fiir einen Spezialfall, bei dem in der Probe-Schrédinger- 
gleichung keine Hilfsteilchen verwendet werden: 


h? h? 
G 2m, A, = 2m, As <) Wee D)) v; = E; 0;. (14,1) 


Wie eine langere Rechnung zeigt, wird die Zustandssumme, und zwar von 
unten her durch den folgenden Ausdruck approximiert: 


Z= > e~ Enlk T J] (1 — e-ew/k T)-1 gx (14,2) 
mit i 
= 3) Im (kT) URL) oh (Wen — Wo) n> + 3) if (hw + 1)*B”,, + 7ip-B®,}] 
mit Png 
Gn (KT) = e- Balk tT (2 aed ia Np = e~how/kT (1 — e-how/kT)-1, 


+ Bem = |Cph HS Pm) |?{F (LET) pm + (eX em/eT — 1)/00% m} 
mit nm = Ey, — E, — ho. (14,3) 


Der Inhalt dieser Formeln wird einer Deutung leicht zuganglich, wenn wir 
We = ?/e.. Y wahlen, also die Probe-Schrédingergleichung mit der Bewegungs- 
gleichung des Exzitons im starren Gitter identifizieren. Die Summe 
Dp ghee (14,4) 
n 
erstreckt sich dann iiber die ungestoérten Exzitonenzustande im starren 
Gitter, stellt also die Zustandssumme fir dieses Teilsystem dar. Schreiben 
wir ferner 
[] (14 — e-®m/*T)-1 inder Form 5’ exp (= y ihe RewiET 
mw (n) w 
so erkennen wir hierin die Zustandssumme der Schallquanten. Ohne den 
Faktor e* stiinde in (14,2) also einfach die Zustandssumme des Gesamt- 
systems : Exziton + Gitterschwingungen, jedoch noch ohne Kopplung. 
Der Exponent des Korrekturfaktors e* hat, von einigen Feinheiten abge- 
sehen, die Form einer Summe itiber die thermischen Gewichte g,(k7) des 
Exzitonenzustandes mal der iiblichen Stoérungsenergie zweiter Ordnung 
AE,, dieses Zustandes infolge seiner Wechselwirkung mit den thermisch 
angeregten Gitterschwingungen : 


a * H* o> |2 de im tu, 2 


Der erste, zu m + 1 proportionale Anteil rihrt davon her, da8 das Exziton 
Polarisationsquanten emittiert (und dann wieder absorbiert), wahrend der 
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zweite, ZU Mp» proportionale Anteil durch den umgekehrten ProzeB zustande 
kommt. 

Damit 1aBt sich das in (14,2) angegebene Variationsprinzip fiir die Zustands- 
summe im Spezialfall Weg = e?/e,. Y folgendermafen formulieren: 

Die wahre Zustandssumme ist immer groBer als die Zustandssumme des 


ungestérten Systems, multipliziert mit e~44/*7, wobei AE die thermisch ge- 
mittelte Storungsenergie zweiter Ordnung darstellt.1) 

Mit dieser Deutung in der Hand kénnen wir nun umgekehrt, speziell fiir Weg 
+ — e/e,,Y auf die Naherungsausdriicke schlieBen, die das Verfahren fiir die 
angeregten Exzitonenzustinde liefert: Dazu haben wir jetzt die Eigenwerte 
der Schrédingergleichung (14,1) als ,,ungestérte“‘ Energie anzusehen und die 
Faktoren von g,(k7’) in (14,3) als Energie-Anderung dieses Zustandes. Wollen 
wir tiberdies die Energieanderung fiir den Spezialfall T = 0, so haben wir 
My = 0 zu setzen und erhalten also insgesamt als Naherungsausdruck fiir die 
Energie des n-ten Anregungszustandes: 


Sees B. |<¢n Ham) |? Me 
E, == E, <Qn (Wer Wo) n> == a2 [ey | em Wo => aE A (14,6) 


™m 


Diese Uberlegungen lassen sich natiirlich ohne weiteres auch auf den Fall der 
allgemeinen Probe-Schrédingergleichung ausdehen (HAKEN [85]). Damit 
ist es also méglich, das FEYNMANSche Verfahren, das zunachst nur fir den 
Grundzustand formuliert wurde, auch zur Berechnung angeregter Zustande 
zu verwenden: 


§ 15. Die freie Wegliinge des Exzitons 


LEURGANS und BARDEEN [33].berechneten die freie Weglange | mit Hilfe 
der BAARDEEN-SHOCKLEYschen Methode des Deformationspotentials, 
wobei sie fiir ] im Germanium bei 300° K /= 100 A und bei 10° K 7 = 3000 A 
fanden, wahrend sich im NaCl bei 300° K J = 12 A ergibt. | 

Rechnungen hierzu liegen ferner von ANSELM und Firsov [34] fiir polare 
und nichtpolare Kristalle sowie von HAKEN [35] fiir polare Kristalle vor. 
Wahrend letzterer von genau der angegebenen Zweiteilchen-Gleichung (13,1) 
ausgeht, nehmen ANSELM und FIRSOV an, da8 Elektron und Defektelektron 
verschieden stark an die Polarisationsschwingungen angekoppelt sind.?) 

Alle Autoren separieren die Relativkoordinate Y durch den Ansatz (713)-"/: 
e~ ¥/ro f (Rt, b*) ab, sehen also von der Méglichkeit einer inneren Exzitonen- 
1) Wegen einer Diskussion der noch auftretenden Glieder (e+ #@mn/kT — Wier vel. 
[85]. 

2) Deshalb sind bei ANSELM und Firsov die Kopplungskonstanten in (13,1) noch mit 
Zahlenfaktoren c, bzw. c, fiir das Elektron bzw. Defektelektron von der Gréfen- 
ordnung | multipliziert. Bei der iiblichen Herleitung (s.z. B. FROHLICH [69]) der Gl. | 
(13,1) in der Kontinuumsnaherung wiirde allerdings die betragsweise Gleichheit der 
Wechselwirkung fiir Elektron und Defektelektron folgen. Trotzdem kénnte, gerade bei 
kleinen Radien unter Umstinden eine verschieden starke Ankopplung eine bessere An- 
néherung darstellen. Allerdings sollte man im Auge behalten, da8 alle‘anderen Autoren, 
die stationare Zustande untersuchten, Gl. (13,1) akzeptierten. 
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anregung ab und verfolgen die Streuung des Schwerpunkts an den Gitter- 
wellen. ANSELM und Firsov benutzen hierfiir die gelaufige Stérungstheorie, 
wobei als ungestérte Systeme das Exziton im starren Gitter und die Polari- 
sationsschwingungen angesehen werden. Fir hohe Temperaturen ergibt sich 
(polare Kristaile) 


l= by F(z), (15,1) 


worin J, die freie Weglange bedeutet, die ein Elektron mit der gleichen 
Translationsenergie in diesem Kristall hatte: 


re ee Q ho ® Mion Err 
Pe Cele lagya Mm, kr 


(15,2) 


Darin sind: a,: Gitterkonstante, M’: reduzierte Masse der Ionen, m,: Elek- 
tronenmasse, Ey,,: Translationsenergie des Exzitons, C,: Faktor der GroBen- 
ordnung 1, Z: Ionenladung. 

Da im thermischen Gleichgewicht Fy, = 3/2 kT zu setzen ist, hangt 1, nicht 
von der Temperatur ab. Die Temperaturabhangigkeit ist vielmehr in dem 
Faktor F (x, a,, a, 8) enthalten, und zwar tiber den dimensionslosen Para- 
meter x = Qpx, k?, wobei 4?k?/2 M die Translationsenergie ist, fiir die man 
wieder 3/2 k T setzen wird. Die weiteren Parameter sind gegeben durch: 


Wegen der genauen Form von F (x) und einer graphischen Darstellung sei 
auf die Originalarbeit verwiesen. 

Fir tiefe Temperaturen werten ANSELM und Firsov die stérungstheoreti- 
schen Formeln unter der Voraussetzung aus, daB die Ankopplung von Elektron 
und Defektelektron verschieden gro8 ist und zwar soll |1 — c,/c,| > 10-? 
sein. 

Die freie Weglange lautet dann (polare Kristalle) : 


A Mion (hoa \’ , wre 1 1, 1 i 
— s @ a Se ae Te D 5,3 
: 27% Mrxz (-5 =) Ps hw (1 — s)? * Max, (1 — 8)? ( ) 


wobei J, die freie Weglange eines Elektrons mit der gleichen Translations- 
energie wie die des Exzitons ist: Wie man aus dem Nenner (1 — s)? im End- 
resultat ersieht, ist die Voraussetzung c, + ¢, fiir die Herleitung wesentlich. 
Bei geniigend tiefen Temperaturen wird allerdings, wie ANSELM und FIRSOV 
hervorheben, die freie Weglange des Exzitons nicht mehr durch die Wechsel- 
wirkung mit den Gitterschwingungen, sondern durch die Streuung an 
Stérstellen und Gitterbaufehlern bestimmt. 

Bei HAKEN wird die Berechnung der freien Weglange unter Benutzung der 
Polaronen-Streu-Theorie von Low und PINES [90] so durchgefiihrt, daB erst 
die Polarisationswolke aufgebaut wird, die das Exziton um sich herum 
erzeugt, und dann erst die Streuung des Exzitons und der begleitenden Polari- 
sationswolke an den thermisch angeregten Gitterschwingungen beriick- 
sichtigt wird. Dabei sollen nur die Schwingungen des optischen Zweiges 
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beriicksichtigt werden. Fiir tiefe Temperaturen ergibt sich die freie Flugzei : 
zu 


bay ates Ga 2a 
Tt g ( 


M @, [his To) {[1 + (row, M2/2)?}-? — [1 + (7% 9 H/F} 
(15,4) 


Darin ist M die effektive Gesamtmasse des Exzitons im ruhenden, M* die 
im schwingenden Gitter. g (a, u;,7)) ist = 1 fir @ = 0 und hangt nur seh 
schwach von a ab. w, ist naherungsweise durch (2Mqw/h)'» gegeben. uw, = 
m,/M, 7): Exzitonenradius. Wegen a siehe (13,1). Die freie Weglange ergibt 
sich sofort aus der Beziehung | = vt, wo v die Geschwindigkeit des Exziton 
ist. | 
Bei gleichen scheinbaren Massen wird die freie Weglange unendlich, da danni 
bei unserem Separations-Ansatz, der von inneren Anregungen des Exzitons: 
absieht, das Exziton fiir alle Wellenlangen der Polarisationsschwingungen. 
elektrisch neutral erscheint. Genau wie bei der Berechnung der stationaren: 
Zustande ist also speziell fiir m, = m, wesentlich, die inneren Anregungs-. 
zustande des Exzitons explizit zu beriicksichtigen, so daB die bisherigen Rech-. 
nungen fiir m, = m, sicherlich noch unbefriedigend sind. Sind hingegen die 
scheinbaren Massen sehr verschieden voneinander, so stellt die Abseparatio 
eine brauchbare Naherung dar. (Wenigstens bei kleinen Exzitonenradien.) 

' Auf jeden Fall erscheint es iiberdies auch wichtig, die Streuung des Exzitons: 
auch im polaren Kristall an den akustischen Gitterschwingungen zu unter-. 
suchen. | 


§ 16. Exzitonendiffusion 


TRLIFAJ [36] dehnte den Exzitonenwanderungsmechanismus von DEXTER!) 
[65] und HELLER und Marcus (vgl. § 7), nach dem dieEnergie- Ubertragung 
tber die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen erfolgt, auf ein deformier- 
bares Gitter aus. Er 148t zu, daB die Ionen in der Umgebung des jeweils be- 
trachteten Gitterpunktes um mittlere Gleichgewichtslagen schwingen, die: 
vom Elektronenzustand des herausgegriffenen Ions abhangen. 

Die zum betrachteten Gitterpunkt n gehdrige Wellenfunktion des Elektrons : 
+ Gitterschwingungen hat nach PEKAR [5/] im Rahmen der adiabatischen 
Naherung die Form 


Prin) =a (ts Ge) TT Pa, (Ie — 9°), (16,1)| 


wobei par, ds) die Bewegung des Elektrons r bei momentan festgehaltenen 
Tonenlagen q,, und zwar im elektronischen Anregungszustand 4 beschreibt, 
wahrend die ®,, die harmonischen Schwingungen der Ionen um die Gleich- 
gewichtslagen q} darstellen. 2) 


*) Die Gitterschwingungen werden auch schon bei DEXTER, allerdings semi-empirisch, 
beriicksichtigt. Sa Nee | 


*) Genaugenommen stellen die g, die Normalkoordinaten der Tonenschwingungen dar. | 
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Wir betrachten nun den Vorgang, da8 ein Elektron am Ion m aus dem an- 
geregten Zustand gj, in den Grundzustand g%, fallt und ein ,,Coulombquant< 
aussendet, das an einem anderen Ion n ein Elektron aus dem Grundzustand 
in den angeregten Zustand hebt. Da jeder Elektronensprung jetzt mit einer 
Anderung der Gleichgewichtslagen der Umgebungsionen verkniipft ist, 
miussen wir die Gesamtfunktionen (16,1) in das Matrixelement (7,5) des 
Coulombpotentials einsetzen : 


e2 
[ Cie Vite) (t,) a Pre Pan) (t.) dt dq,...dqy-dq;...dqy. 
12 
(16,2) 


Bei der Berechnung der gesamten Ubertragungswahrscheinlichkeit des 
,,Coulombquants“ ist wie tblich iiber die Anfangszustande der Ionen- 
schwingungen thermisch zu mitteln, wahrend iiber alle diejenigen Endzu- 
stande der Ionenschwingungen aufzusummieren ist, die die Erhaltung der 
Gesamtenergie bei dieser Ubertragung gewahrleisten. Entwickelt man den 
Abstand r,. nach dem Abstand der Ionen (m — n), so zerfallt das Integral 
(16,2) in ein Produkt aus den Matrixelementen des Dipoliiberganges eines 
Atoms 


Ute) aad 2% (1) de, (16,3) 


und entsprechend fiir n, wobei noch der Abstandsfaktor ~1/|m — n|® auf- 
tritt. 

Da die Elemente (16,3) genau die gleichen sind wie fiir die Lichtabsorption 
und Emission von Storstellenatomen, die in ein deformierbares Gitter ein- 
gebaut sind, kénnen wir den gesamten ProzeB ganz analog behandeln. 
Hierbei ist wesentlich, da8 die Absorptionskurve um die Stokesche Ver- 
schiebung kurzwelliger als die Emissionskurve liegt, was bekanntlich auf 
einer Energieabgabe des Elektrons an die Gitterschwingungen beruht. Da 
beim GesamtprozeB der Energiesatz gilt, ist eine Energietibertragung nur 
dann médglich, wenn die Absorptions- und Emissionskurven iiberlappen, 
so daB die Ubergangswahrscheinlichkeit gegeniiber der im starren Gitter ver- 
kleinert wird, und zwar, nach TRLIFAJ, um den Faktor 


exp [— 21n 2/62(A £)?]; AE,: Stokesche Verschiebung, 6: Halbwertsbreite der 
Absorptionsbande. 


Die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit lautet damit: 


Wun = 


2V82 In 2|M|4 e4 21n2 5 

ate wis exp| = (ay. (16,4) 
TRLIFAJ behandelt die Exzitonenwanderung als Diffusionsvorgang. Die 
Wabrscheinlichkeit py (t), daB das Elektron am Orte n angeregt ist, wird 
durch Energie-Ubertragung vom Atom m her um Wy,m@m vergroBert und 
durch den umgekehrten ProzeB um Wi,n On Verkleinert. AuBerdem nimmt 
On (t) durch optische Rekombination nach dem Gesetzg = — 1/r@ ab (r mittlere 
optische Lebensdauer). Diese Gleichung formt TRLIFAJ in eine Diffusions- 
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gleichung fiir 0,(¢) um, wobei die Diffusionskonstante fiir ein kubisch- | 


flachenzentriertes Gitter durch 


ot |M|4 


9 
exp |= - = (48,)| , a: Ionenabstand 


gegeben ist. Aus D ergibt sich die mittlere freie Weglinge nach der bekannten 
Beziehung zu D ~ lv (v mittlere Geschwindigkeit des Exzitons). 

TRLIFAJ behandelt als Beispiel das KJ bei Zimmertemperatur: wobei er 
folgende Daten benutzt: 

Halbwertsbreite der Absorptionsbande 0,18 eV (nach HILSCH und POHL) 


Lage & 5,63 eV y » 
Stokesche Verschiebung 0,23 eV (nach PEKAR) 
Optische Lebensdauer t = 10-* sec. 
2 R2 2 
(Berechnet aus settings a ie ie E,: Energie des Elektroneniiberganges). 
th 


Damit ergibt sich D = 1,4 - 10-1 cm? sec“! und bei einer mittleren thermischen 
Geschwindigkeit bei Zimmertemperatur v = 10? cm/sec-?: 


l= 10-8 cm. 


Bei diesen Uberlegungen wurde angenommen, daB die mittlere Lebensdauer 
des Exzitons optisch bestimmt ist. Tatsachlich muB sie jedoch viel kleiner 
sein, da keine nennenswerte Lumineszenz beobachtet wird. Nach dem Vor- 


schlag von SEITZ [91] sollte das Exzitonenleben durch Stérstellen wesentlich | 


verkurzt werden. Nach den Abschétzungen von TRLIFAJ muB die Stor- 


stellenkonzentration n > 10%cm-* sein, damit keine Lumineszenz auf- 


tritt. Dieser Wert ist in guter Ubereinstimmung mit dem von TOYOZAWA | 
(§$ 10), der x > 10!* cm-3 fand. Allerdings handelt es sich in den beiden Fallen H 


um vollig andere Mechanismen! 


§17. AbschlieSende Bemerkungen 


In dem voranstehenden Referat haben wir uns bemiiht, eine eingehende 
Schilderung des’ jetzigen Standes der Exzitonentheorie zu geben, wobei wir 
besonders Wert auf die quantenmechanische Fundierung des Exzitonen- 
begriffes gelegt haben. Dabei hat sich u. a. gezeigt, daB die geliufige Be- 
schreibung des Exzitons als System zweier Teilchen mit den scheinbaren 
Massen m, und mg, die durch das Mottsche Gesetz — e"/e,.7 gekoppelt sind, 


in mehreren Richtungen hin (scheinbare Massen als Tensoren, Dielektrizi- 


tatskonstante mit Bahnradius variabel, Tensor) zu erweitern ist, so daB wir 
uns gar nicht zu wundern brauchen, wenn die experimentell gefundenen 


Serien, die Exzitonen zugeschrieben werden k6nnen, nicht immer Wasserstoff- 
Charakter haben. 


Andererseits erhebt sich die Frage, welche Kriterien uns heute zur Verfiigung | 


stehen, ob Spektrallinien des festen K6rpers Exzitonen* zugehéren. Als 
wichtiges Argument fiir oder gegen Exzitonenlinien wird gewohnlich das 


; 
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aus §6 folgende Energieschema des Kristalls verwendet. Da wegen der 
&-Auswahlregel die optisch erzeugten Exzitonenzustande praktisch ruhen, 
brauchen wir nur die (innere) Bindungsenergie des Exzitons aufzutragen. Das 
Energieschema und die méglichen Uberginge sind in Bild 2 und 3 eingezeich- 
net. Demnach sollten Exzitonenlinien nur an der Bandkante auftreten. 
AuBerdem kénnen bei Exzitonen solche Linien, die durch Uberginge: 
Kristall-Grundzustand—Exzitonen-Zustinde zustande kommen, in einem 
ganz anderen Wellenlangenbereich liegen als Linien, die durch Ubergange aus 
dem untersten Exzitonenniveau in andere Niveaus zustande kommen (siehe 
Bild 3), was bei Atomen keineswegs der Fall ist. So liegen beim Cu,O die Linien 
bei Exzitonenerzeugung (an der Bandkante) im Sichtbaren, wahrend Linien 
zwischen Exzitonenniveaus im Ultraroten zu erwarten waren. Wir erblicken 
hier in Ubereinstimmung mit Gross [12] und NIKITINE einen starken Hin- 
weis auf die Existenz von Exzitonen in diesem Kristall.1)?) 


Grundzustana 
~ des Kristalls 


Grund - 
Zustand 


Bild 2. Bild 3. 


| Bei anderen Kristallen scheint diese Frage jedoch keineswegs endgiltig ent- 
_ schieden zu sein. So kommen z. B. beim CdS KROGER und MEYER [92] zu 


1) Allerdings sollte man auch noch theoretisch untersuchen, ob fiir Stérstellenelektronen 


_ ein Spektrum der oben diskutierten Form véllig ausgeschlossen ist. Nach einem Diskus- 
' sionsbeitrag von Herrn Dr. H. J. G. MEYER (erscheint in Halbleiterprobleme IV, Ver- 


lag Friedr. Vieweg und Sohn, Braunschweig 1958) scheint in gewissen Fallen ein dem 
oben diskutierten Exzitonenspektrum ahnliches Spektrum auch bei Stérstellen méglich 
zu sein. Dies beruht nach MEYER darauf, daB wegen der Veranderlichkeit der effektiven 
Dielektrizitatskonstanten (vgl. hierzu § 13) und der scheinbaren Masse mit dem Bahn- 
radius die tiefsten Zustande des Storstellenelektrons erheblich starker gebunden sein 
kénnen, als nach dem iiblichen Wasserstoffgesetz bei Stérstellenelektronen zu erwarten 
ist. 

2) Ein sehr wichtiges Hilfsmittel, um zwischen Exzitonen-Linien und solchen von 
Storstellen-Elektronen zu unterscheiden, diirfte, neben den Auswahlregeln (vgl. § 9c), 
besonders die Untersuchung der Starke der Absorptionslinien sein. NIKITINE fand kirz- 


lich (Vortrag auf der 8. Jahrestagung der Société de Chimie Physique, Paris, Mai 1958) 


fiir das CuJ eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment im 
Sinne von Exzitonen. 
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der Auffassung, daB gewisse Linien freien Exzitonen zugehéren, wahren¢ 
KLick, LAMB und DEXTER [93] auf Grund ihrer Experimente zu dem Schlu 
gelangen, da8 die Linien durch Rekombination eines gebundenen Elektron 
mit einem freien Loch zustande kommen. Wie uns scheint, ist die Entwicklun; 
hier noch zu sehr im Flu8, um in einem Bericht wie dem vorliegenden au 
genommen zu werden. Wir sehen aber, daB die Entscheidung: Exziton od 
Storstellenelektron bei gewissen Kristallen besonders in der Zukunft noch 
Gegenstand sorgfaltiger theoretischer und experimenteller Untersuchunget 
sein wird. 
Den Herren Prof. H. Frohlich, Prof. W. Schottky und Dr. G. Hohl 

danke ich fiir anregende Diskussionen. Besonderen Dank schulde ich Herri 
Prof. S. Nikitine fiir die Einladung zu einer Reihe von Gastvortragen al 
der Universitat StraBburg. Die Diskussionen mit Herrn Prof. Nikitin 
brachten dabei fiir mich wertvolle Anregungen. 


(Abgeschlossen im August 195 | 
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Die Struktur von Kerninduktionssignalen 
Von A. LOSCHE 


Physikalisches Institut der Karl Marx Universitit, Leipzig 


1. Einfiihrung 


Mit Kerninduktion oder paramagnetischer Kernresonanzabsorption be- 
zeichnet man die Methoden, bei denen Ubergange zwischen den Energie- 
niveaus eines Kerndipols in einem auBeren Magnetfeld H, mit rein hoch- 
frequenztechnischen Mitteln untersucht werden. Die Resonanzfrequenz 


WM =y:-Hy | (1) 


(vy = gyromagnetisches Verhaltnis) liegt z. B. bei einer Feldstarke von ee 
= 10kG fir die verschiedenen Isotope zwischen 45,41 MHz (H®) und 1,09 MHz 
(K*"); dem Frequenzbereich nach gehdrt dieses Gebiet demnach zur Hoch- 
frequenzspektroskopie, und die fiir diesen Bereich charakteristischen Merk. 
male (Temperatureinfliisse, Sattigung usw., vgl. [1]) sind zu erwarten. 
Wegen der Kleinheit der Quantenenergie iw, sind die einzelnen Energie- 
niveaus annahernd gleich stark besetzt; infolgedessen steht nur ein sehr klei- 
ner Bruchteil der Momente noch fiir Ubergange zur Verfiigung. Um meBbare 
Rickwirkungen der Kernspins auf den HF-Kreis zu erhalten, mu8 man 
daher gleichzeitig eine geniigend groBe Anzahl von Kernmomenten beobach- 
ten; Kerninduktionsuntersuchungen kénnen demnach nur an kompakter 
Materie, d. h. an Festkérpern, Flissigkeiten oder Gasen bei nicht zu niedrigem 
Druck durchgefiihrt werden. Atom- oder Molekularstrahlen erfordern eine 
ganz andere Nachweistechnik (vgl. [2]). Dabei drangt sich von vornherein 
das Problem der Linienform auf; es ist anzunehmen, da8 diese nicht nur von 
der Wahrscheinlichkeit der Elementarprozesse fiir angeregte Ubergange ab- 
hangt, sondern auch wesentlich durch die Art der verschiedenen Wechsel- 
wirkungen beeinfluBt wird und damit in starkem MaBe vom Zustand der 
Probe abhangt. 

Unter Linienform verstehen wir in den weiteren Diskussionen stets den Ver- 
lauf der Absorption (oder Dispersion) als Funktion der MeBfrequenz w oder 
der auBeren Feldstirke H, den man bei geniigend langsamer Abtastung der 
Resonanzstelle und stationdrer Einstrahlung eines HF-Feldes experimentell 
beobachtet. Da wir stets in Bereichen arbeiten wollen, fiir die w) > A 1), 
(A wm), = Linienbreite) gilt, ist es fiir den Kurvenverlauf gleichgiiltig, ob wir 
H oder w verandern (vgl. z. B. [3]!). 
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Man kann diese Frequenzabhangigkeit auch experimentell (z. B. bei Spin- | 
Echo-Verfahren oder bei der freien Prazession [4]) auf eine Zeitskala trans- 
formieren. Hierdurch werden die Beobachtungsméglichkeiten erweitert; da 
sich fiir die Wechselwirkungsmechanismen jedoch keine neuen Gesichtspunkte 
ergeben, wollen wir diese Form der Darstellung vermeiden. Wir nehmen 
weiterhin an, da8 durch die Art der Abtastung zusatzliche Linienverande- | 
rungen vermieden werden, schlieBen also Modulationseffekte, Einfliisse der | 
Bandbreite der Spektrometer u. 4. als vermeidbare technische Effekte aus | 
den weiteren Betrachtungen aus. 

Im folgenden bringen wir zuerst einen kurzen Uberblick iiber die Entwicklung! | 
der Kerninduktionsmethode; danach gehen wir auf die verschiedenen | 
Wechselwirkungsmechanismen und deren Auswirkung auf die Linienform | 
ein. 


| 
2. Entwicklung der Kerninduktionsmethode | 


Kin Kerndipol mu; besitzt im Feld © eine Energie 


m ; 
Wm = — Ur 9 = — pH > (2) 


(m = magnetische Quantenzahl, J = Kernspin). Infolgedessen erwarten | 
wir eine Besetzungsdichte der verschiedenen Energieniveaus, die sich nach | 
der Boltzmann-Statistik zu 

upHm 


| 
Nw ae (3) 


ergibt. Damit jedes einzelne Moment aber sich in die durch (3) gegebene | 
Gleichgewichtsverteilung einordnen kann, muB es ,,wissen“, wie alle anderen | 
orientiert sind, d. h. diese Verteilung kann sich nur bei vorhandener Wechsel- | 
wirkung zwischen den Kernen einstellen. 

Die Resonanzbedingung (1) folgt aus (2) sofort, wenn man die Auswahlregel | 
Am =+1 und die Einsteinsche Beziehung hw = A W,, bericksichtigt. 
Dieselbe Bedingung erhalt man klassisch, wenn man das Drehmoment und die 
dadurch gegebene Drehimpulsanderung berechnet, das § auf u; ausiibt. 
Mit bekannten Relationen folgt 


d 
b gp melanie) ee ara (4) 


Diese Gleichung beschreibt die Bewegung eines Einzeldipols etwa bei der 
Molekularstrahlmethode vollstandig; sie versagt aber, wenn man sie in glei-| 
cher Form auf die makroskopische Magnetisierung J anwendet. Da sich nach 
(4) die Komponenten der einzelnen Momente in Richtung des Magnetfeldes} 
nicht andern, kann sich durch diesen ,,Resonanzmechanismus“ allein gar 
keine makroskopische Magnetisierung M ausbilden. 

Andererseits ist bekanntlich in paramagnetischen Stoffen’ 


i, = 7, HE ‘egdeiag'e c nbo (ial 
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wobei 7, die statische Kernsuszeptibilitat 

a wie) 

a lai 6) 


ist (g, = Kern-g-Faktor, N = Anzahl] der Kerne pro cm*) mit dem Kern- 
magneton (M, = Protonenmasse) 


(7) 


Ez ist aleo auch hier wie bei der quantenmechaniechen Behandlung notwendig, 
| Wechselwirkungen mit cinzubezichen, wenn man alle Erscheinungsformen 
| des Kernparamagnetismus erfassen will. 
Den ersten Ansatz zor Behebung dieses Dilemmas unternahm BLocu [5] 
bei der Erklarung der ersten erfolgreichen Experimente [6]: In Parallele 
za anderen physikalischen Prozessen nahm er an, daB die makroskopische 
Magnetisierung exponentiell mit der Zeit bis zu ihrem durch (5) gegebenen 
Gleichgewichtewert anwachst; als Zeitkonstante fiihrte er T,, die longitudi- 
nale, thermische oder Spin-Gitter-Relaxationszeit ein. 
aM, MU,—M, 


di 7 (8) 
In analoger Weise werden sich auch die zu 9 senkrechten Komponenten 
andern. Wir legen von jetzt an das konstante Magnetfeld stets in z-Richtung 
eines raumfesten, rechtwinkligen Koordinatensystems. Dann gilt far die 
transversale Relaxationszcit T, 
aM, uM, aH, MN, (9) 
dt ‘5: ly al Sag lidasis i 
Dieser Unterecheidung von zwei verschiedenen Relaxationsmechanismen 
liegt die quantenmechanische Vorstellung zugrunde, daB die (energetische) 
z-Komponente von %& sich nur dann andert, wenn von ,auBben“ Energie an 
das Spin- System abgegeben oder aufgenommen wird; mit ,,auBben* sind dabei 
alle anderen Freiheitegrade der Probe gemeint, die man unter der Bezeich- 
nung Gitter’) zusammenfabt. Die z- oder y-Komponente andert sich aber 
auberdem auch dann, wenn durch Spin-Spin-Wechselwirkung ein Kern in 
ein hdheres, dafar ein anderer in ein tieferes Energieniveau umklappt; die 
Gesamtenergie des Spin-Systems bleibt im letzten Falle unverandert. 


| Die Erweiterung der Resonanzgleichung (4) durch die Relaxationsterme (8) 
und (9) fart dann zu den BLocuschen Gleichungen 
: ay, i ru 
at = CE, H, — MH) + a - Ma = 
du 1 
o" —7(M,H,— M,H,) + 7, U, =0 (10) 
dM. , 1 1 
Th — (WH, — U,H,) + 7, My= Tr M,. 


1) Man epricht aleo in diesem Sinne auch bei Flissigkeiten und Gasen von einem Gitter. 
26° 
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Mit dem hochfrequenten Stérfeld (zirkular polarisiert) 
H, = H; cost, H, = + Hysinwt (11) 


und H, = 4H folgt daraus als stationare Lésung fiir die Absorptionskom- | 


ponente (Komponente der rotierenden Magnetisierung, die gegeniiber dem 
§,-Feld um 7/2 phasenverschoben ist) 


1 
=H, <7. 1 1) 12 
aaa Re ON es Be PENN AILS ae) 
und fiir die Dispersionskomponente (in Phase mit dem §,-Feld) 
To — 
ey tetas Ty daa (12b) 


1+ (o — oT? + HT, 7, 


Wenn wir von dem Sattigungsglied y? H? T, T, absehen, erhalt man demnach | 
eine Lorentz-Kurve fiir das Signal, deren Breite durch 7, bestimmt ist. — 
Diese Formfunktion ist natirlich implizit in dem Relaxationsansatz ent- — 


halten. 


Obwohl bei dieser phanomenologischen Einfiihrung der beiden Parameter | 
T, und Tf, noch keine Voraussetzungen tiber die Art der Wechselwirkungen | 
gemacht wurden, gilt dieser Ansatz nur fiir verhaltnismaBig einfache Falle. 


Im allgemeinen werden in einer Substanz verschiedenartige Kopplungen 
zwischen den Kernmomenten und zwischen den Spins und dem Gitter vor- 
liegen, die durch eine Folge von Relaxationszeiten wiedergegeben werden 


muiBten. Obige Darstellung hat sich im Bereich der Gase und Flissigkeiten | 


in erster Naherung bewahrt; sie vermag aber i.a. nicht die Linien und 
Linienaufspaltungen richtig wiederzugeben, die man z. B. bei Festkérpern 
beobachtet. Mit gewissen Kinschrankungen lassen sich jedoch auch in diesem 
Bereich die Beobachtungsverhdltnisse durch (12) charakterisieren; das ist 


vor allem dann wichtig, wenn man sich schnell tiber experimentelle Versuchs- | 


bedingungen orientieren will. 

Als die Arbeitsgruppen um BLOCH und PURCELL mit den ersten Experi- 
menten begannen, hatte man noch keine Vorstellungen von der GréBen- 
ordnung von 7, und 7,. Man wuBte aber, z. B. aus der Beschleunigung der 
Umwandlung von Ortho- in Para-Wasserstoff, daB die Einstellzeiten fiir die 
neuen Gleichgewichte durch Zugabe von geringen Mengen paramagnetischer 
Ionen bereits stark verkiirzt werden kénnen. Diese Kenntnis half wesentlich 
bei der Auffindung der ersten Kerninduktionssignale. Wahrend z. B. fiir 


Protonen in destilliertem Wasser 7, und T, bei rd. 3 sec liegen, kann durch ° 
Fe***-Ionen oder andere eine Herabsetzung bis zu 10-4sec und weniger | 


erreicht werden (vgl. Bild 1!). 

Ks ist das Verdienst der nachfolgenden Entwicklung, die verschiedenen 
Wechselwirkungen so weit analysiert zu haben, da8 man heute aus den 
Linienformen Riickschliisse auf die Probenstruktur ziehen kann. Dabei 


stief§ man auf eine derartige Vielfalt von Kopplungen, daB alle Erscheinungen | 


kaum noch unter einem einheitlichen Formalismus vereinigt werden kénnen. 
Parallel dazu gingen wesentliche Verbesserungen der experimentellen Technik, 
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durch die es méglich wurde, diese Methode auf die verschiedensten physika- 
lischen, chemischen und technischen Probleme anzuwenden. Es sei nur er- 
wahnt, daB heute Kerninduktionsspektrometer zur Verfiigung stehen, die 


ein Auflésungsvermégen von 
108 besitzen; das bedeutet, daB 
z. B. bei einer Resonanzfre- 
quenz von 40 MHz noch Linien 
getrennt werden kénnen, die 
nur 0,4 Hz Abstand haben. 
Wir werden daher noch allen 
praktischen Gegebenheiten ge- 
recht, wenn wir im folgenden 
stets homogene Magnetfelder 
voraussetzen und Inhomogeni- 
tatseinfliisse vernachlassigen. 

Eine exakte Analyse’ der 
Linienstruktur mu8 von den 
méglichen Kinfliissen auf das 
Resonanzverhalten der Kern- 
dipolmonente ausgehen. Der 
erste Schritt wurde von 
BLOEMBERGEN, PURCELL, 
POUND[7] und VAN VLECK [8] 
getan, die die Dipol-Dipol- 
Wechselwirkung herauszogen. 
Damit 1iBt sich das Verhalten 
der Spin-Systeme in Fest- 
kérpern und — mit gewissen 
Einschrankungen — in Gasen 
und Flissigkeiten erklaren. 

1950 schlossen HAHN und 
MAXWELL [9] aus dem Ver- 
halten vonSpin- Echo-Signalen, 
daB auch in Flissigkeiten 
Linienaufspaltungen auftreten 
miussen; kurz darauf gelang 
es ARNOLD [10], das Proto- 
nenspektrum von Athyl-Al- 
kohol in 3 Linien aufzulésen. 
Es zeigte sich, daB hier der 
EinfluB der Elektronenhiille 
[11] eine Rolle spielt. Der 
weitere Fortgang dieser Unter- 
suchungen zeigte, daB auch 


Relaxationszeit 7, in Sekunden 
Ss 


107” 10% 108 102? 107" 
Anzahl der lonen pro cm? 


Relaxationszeit T; in Sekunden 
8 
4 


197° 107 1922 
Anzahl der lonen pro cm? 

Bild 1. Relaxationszeiten von Protonen in Wasser, in Ab- 

hangigkeit von der Konzentration paramagnetischer 


Ionen (nach [7]). 
a) 7; b) 7, 


uber die (diamagnetische) Elektronenhille eine indirekte Kopplung zwischen 
Kernspins mdglich ist und zu Multiplett-Aufspaltungen fiihren kann. 

Wir wollen nun diese drei Haupteffekte auf die Linienstruktur — Dipol- 
Dipol-Kopplung, chemische Verschiebung und Multiplett-Aufspaltung — im 
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einzelnen behandeln. Daneben spielen natiirlich noch Einfliisse héherer 
Kernmomente (Quadrupoleffekte), Elektronenparamagnetismus (Knight- 
shift in Metallen) u. a. eine Rolle. 


3. Dipol-Dipol-Wedhselwirkung 


3.1 Allgemeiner Ansatz 


Die beobachteten Linienbreiten bzw. Relaxationszeiten (in Kristallen liegen 
diese bei 10-¢sec, in einigen Fallen fand man aber auch T7', > 100 sec) 
lassen sich nicht als ,,natiirliche‘‘ Linienbreite deuten; diese ware so klein, 
daB sie in jedem Falle vernachlassigt werden kann. Da die Untersuchungen 
in der iiberwiegenden Mehrzahl 
H . | der Faille an diamagnetischer 
Materie durchgefiihrt werden’), 
miissen die Wechselwirkungen 
zwischen den Kernen selbst die 
Linienverbreiterungen —_ bestim- 
men?). 
Wir lassen Quadrupoleffekte auBer 
Betracht, beschranken uns also 
auf Kerne mit dem Kernspin 
IT =1/, (dann kann kein Quadru- 
polmoment vorhanden sein) oder 
auf Systeme, in denen kein elek- 
Bild 2. Stérfeld (Dipolfeld) eines Kernmomentes am Ort trischer Feldgradient auftritt 
Sines sudereu owen: (dann verschwindet ebenfalls die 
Quadrupolwechselwirkung). Be- 
reits nach den klassischen Vorstellungen kénnen wir zwei Wechsel- 
wirkungsmechanismen zwischen benachbarten Dipolmomenten feststellen: 
a) Das Feld des einen Dipols andert die értliche Feldstarke ; das Resonanzfeld 


Hy = H+ Hoe, z (13) 


setzt sich aus dem auBeren und dem statischen Dipolfeld (¢ = Komponente) 
Ajoc,, ZUSammen (Bild 2). 

b) Infolge der Larmor-Prazession aindern sich periodisch auch die a2- und 
y-Komponenten des Zusatzfeldes mit einer Frequenz, die im Resonanz- 
bereich liegt, und fiihren zu lokalen Resonanzen. 

Der erstgenannte Effekt fiihrt zu einer Linienverschiebung, die nach diesem 
klassischen Bild berechnet werden kann; der zweite ergibt eine Linien- 
verbreiterung, die nur quantenmechanisch erfa8bar ist. 


1) Den Einflu8 paramagnetischer Verunreinigungen behandeln wir gesondert; den OvER- 
HAUSER-Effekt schlieBen wir aus. : : 

2) CHuCcISWILI [12] berechnete den Einflu8 von Gitterschwingungen auf die Reso- 
nanziiberginge; dieser Effekt ist jedoch zu klein, um die Linienformr wegentlich beein- 
flussen zu kénnen. 
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Die magnetische Energie des gesamten Spin-Systems betragt 


Wn = a {ey Ue 3 (ty tj) (Ue Ty) ? 
2 (u;D) + 2. | tHe the , (14) 


Tj, ist dabei der Abstandsvektor des k-ten Kernes vom Kern Nr. j. Das erste 
Glied stellt die Energie im auBeren Feld 9 dar, der zweite Term umfaBt die 
Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Indem wir die Momente durch die Spin- 
Operatoren ersetzen und die skalaren Produkte durch die entsprechenden 
Komponenten ausdriicken, erhalten wir aus (14) den Hamilton-Operator 


H=—vyhH.- as + ht 2th {(E, 1,) — 3 (4; x) (1, e;«)} = WV 5) 
> 


Hierbei ist e;, der Einheitsvektor in Richtung t,,. Die Summation ist — wie 
in Gl. (14) — iiber alle N Teilchen zu erstrecken. 

Streng genommen miiBte man mit dem Operator H die Ubergangswahr- 
scheinlichkeit des Systems unter dem EinfluB eines hochfrequenten Stor- 
feldes nach der Diracschen Storungstheorie berechnen, d. h. mit dem Stor- 
operator 


U = — teat Uj - H,(¢%! +. e~ tot), (16) 
j 


Da durch die Dipol-Dipol-Wechselwirkung die einzelnen Momente mit- 
einander gekoppelt, sind, fihrt dieser Weg auf ein N -Teilchen-Problem und 
damit zu erheblichen Schwierigkeiten. 

An Hand von Gl. (14) 148t sich aber leicht abschatzen, daB die Dipol-Dipol- 
Wechselwirkung nur einen vernachlassigbaren Anteil zur Gesamtenergie 
beitragt; wir behandeln daher das Problem als Uberlagerung von WN Ein- 
Teilchen-Systemen, bei denen jeder Einzelspin fiir sich der Gesamtheit aller 
anderen Momente ausgesetzt ist. V fihrt damit unmittelbar auf die Form 
der Linie; die weitere Behandlung dieses Problems kann somit von der 
Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit abgetrennt werden (vgl. [13], 
Kap. 4). 

oe wokers Behandlung wird iibersichtlicher, wenn wir zu einem Koordi- 
natensystem iibergehen, das sich mit der Resonanzfrequenz o, [Gl. (1)] um 
die z-Achse dreht [14]; gleichzeitig fihren wir Kugelkoordinaten ein, so 
daB z. B. die Komponenten des Einheitsvektors 


sin O,,- cos(Yjz — Mot), sin Oj, sin (Px — Mgt), cos O,x 


werden. 
Weiterhin ist es zweckmaBig, die z- und y-Komponente der Spin-Operatoren 
durch zirkulare Komponenten nach 
I, =1,+ i], (17a) 
1_=[,-it, 
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bzw. 


= 


DL =D) 
(17b) 
Tee 


y 


2 
1 
27 (7. ws I) 


zu ersetzen. Die bekannten Vertauschungsrelationen fiir die rechtwinkligen 
Komponenten von Drehimpulsvektoren gehen dann mit (17) in die Form 
Lisi =T, 
£LI— Li,=—-1 (18) 
Lf. — 1A, = 2k 
uber. Man sieht hieraus sofort, daB fir I, die Auswahlregel dm = +1 und 
fir I_ die Regel Am = —1 gelten muB (vgl. auch [15]). 


Fihrt man diese Schritte im einzelnen durch, dann erhalt man den Operator 
fir die Wechselwirkung zwischen zwei Kernspins in der Form 


Vin = PR rR{A + B+C+D+E+F} (19) 
mit 
A = IyjIzx (1 — 3 cos? 6,,) (202) 
1 
B= — 7 (Uj L1 + 141,2) (1 — 3 cos? 6;,) (20b) 
C ve: 3 I I I L —tQjk 4 Wot | 6 6. 9 
=— Or ( sj4ce + Ue 24) @ “e SIN Uj~ COS Uj x ( Oc) 
pre 3 i ee L,1 tik e-tMot gin A 6 20d 
a soll ck + I_,I,;) eve sin 6;, cos 0% (20d) 
E —_ 3 I heel f —26Djk p2iwot of 26 2 
oe +f RUEere ike sin jk (20e) 
3 21g p-Ziwot gin?d A 
F= — ag L,L,e *PIK @-2UM)l gin Dyn. (20f) 


Nun ist nach der Diracschen Stérungstheorie die Ubergangswahrscheinlich- 
keit, d. h. die Wahrscheinlichkeit, das System nach der Zeit t im Zustand n 
zu finden, gegeben durch 


Be = |a, (t)|?, (21) 


wobei a, (t) die Entwicklungskoeffizienten der gestorten Eigenfunktion nach 


dem vollstandigen Satz der Eigenfunktionen des ungestérten Systems be- 
deuten. Weiterhin ist 


ve’ 


1 : — 5 (Hy — Ent Sees : 
as = 5 | |8|0) ¢ i were (22) 
: | 
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S ist der Stéroperator, unter dessen Einwirkung das Spin-System vom 
Anfangszustand (0, Energie Z,) in den Endzustand (n, Energie F,) tibergeht. 
Da e-*(2.—n)t/h eine periodisch mit der Zeit sich andernde Funktion dar- 
stellt, ist nach (22) nur dann eine mit der Zeit zunehmende Wahrscheinlich- 
keit zu erwarten, wenn die Zeitabhangigkeit des Storoperators S den oszillie- 
renden Charakter des Integranden beseitigt, d. h. wenn der Integrand zeit- 
unabhangig ist. 

Da wir uns nur fir den EinfluB der Dipol-Dipol-Wechselwirkung auf die 
Signalform interessieren, setzen wir V;, in (22) ein; fiir (Ey — E,)/h kénnen wir 
AM;,-@ schreiben, wobei 


Mjy = My + ™M (23) 


die magnetische Gesamtquantenzahl der beiden wechselwirkenden Kern- 
momente ist. 
Dabei sehen wir folgendes: 


A und B gehoren zu Ubergingen 4M;, = 0 
C und D gehéren zu Ubergingen 4M;, = +1 
E und F gehoren zu Ubergingen 4M;, = +2. 


AM;, =0 bedeutet, die Gesamtenergie der beiden Spins bleibt erhalten; 
A und B umfassen die Spin-Spin-Wechselwirkung. A enthalt den Einflu8 
des statischen Zusatzfeldes (Fall a), B die dynamische Wechselwirkung 
(Fall b; flip-flop-Ubergange). Alle anderen Terme fiihren zu einer Anderung 
der Gesamtenergie des Spin-Systems. 

Weiterhin folgt aus diesen Uberlegungen, daf die Stérterme A, B,C, D, E 
und F nur dann zur Linienbreite beitragen, wenn sie zeitunabhangige 
(sikulare) Bestandteile enthalten. Bei einer ideal starren Anordnung ist 
das nur bei A und B der Fall, alle tibrigen Glieder bleiben ohne Einflu8. In 
einem starren Gitter ist demnach nur Spin-Spin-Wechselwirkung vor- 
handen. In einem ,,bewegten Gitter (Schwingungen, Rotation oder Trans- 
lation der Molekiile bzw. Molekiilgruppen) nimmt der Einflu8 von A und B 
ab, da r;,, 0;, und y;, Zeitfunktionen werden; gleichzeitig entstehen — wenn 
die Bewegungen der Gitterelemente Oszillationen mit @, oder 2a, ent- 
halten — sakulare Anteile in C, D, E und F; Uberginge mit 4M;, = +1,+2 
sind méglich. Der dazu notwendige Energieaustausch erfolgt mit dem 
,Warmebad“ der Gitterbewegungen; wir haben Spin- Gitter- Wechsel- 
wirkung. 

Damit kénnen wir zwischen den beiden Mechanismen klar unterscheiden und 
behandeln die beiden Grenzfille einzeln. 


3.2 Linienform des starren Gitters 
Zwei Einwinde kénnen gegen die Annahme eines starren Gitters erhoben 
werden: 


1. Man kann praktisch diese Starrheit nur durch Abkiihlung bis zum abso- 
luten Nullpunkt erreichen. 
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2. Ohne Bewegung ist bei unserem Modell keine Spin-Gitter-Wechsel- 
wirkung moéglich, d. h. es wird 7, +00. 


CHUCISWILI [12] konnte zeigen, daB Gitterschwingungen zwar eine Ver- 
kiirzung von 7, hervorrufen; diese Verringerung ist aber so klein, daB deren 


Einflu8 auf die Linienform in erster Naherung vernachlassigbar ist. 
Mit Hilfe der phiénomenologisch eingefiihrten Parameter kann man ganz 
allgemein feststellen: solange 


1,<T, (24) 


ist, bleibt der EinfluB der Spin-Gitter-Wechselwirkung auf die Linienform 
vernachlassigbar (vorausgesetzt, daB8 durch entsprechend kleines H,-Feld 
keine Sattigungsverbreiterung eintritt). 

Man wird demnach Festkérper bei normalen Temperaturen, bei denen also 
Schwingungsfreiheitsgrade angeregt sind, in diesem Sinne noch als starre 
Gitter behandeln kénnen; die dadurch oder durch geringfiigige paramagne- 
tische Verunreinigungen hervorgerufenen endlichen longitudinalen Relaxa- 
tionszeiten erméglichen tiberhaupt erst die Beobachtung der Resonanzen, 
verandern aber praktisch die Linienform nicht, solange (24) erfillt ist. 


Abweichungen von diesen Voraussetzungen, z. B. innere Rotationsfreiheits- | 


grade, fiihren in den meisten Fallen zu ganz anderen GroBenordnungen von 
Linienbreiten und sind experimentell leicht feststellbar. 

Das starre Gitter ist also in jeder Beziehung eine Idealisierung, die zur Er- 
leichterung der theoretischen Behandlung gewahlt wird, aber nach obigen 
Uberlegungen auch experimentell gerechtfertigt ist. 

Wir muBten — um die Linienform zu erhalten — das Eigenwertspektrum 
der erweiterten Hamiltonfunktion (15) und die zu jedem Eigenwert gehérige 
Ubergangswahrscheinlichkeit berechnen; das ist aber bei der Vielzahl der in 
einer Probe enthaltenen Kerne (N) nicht durchfiihrbar, auch wenn man nur 
die Stérglieder A und B beriicksichtigt. Mit relativ einfachen Mitteln laBt sich 
das Resonanzspektrum von Zwei-, Drei- und Vier- Spin-Systemen berechnen. 
Derartige Rechnungen fiihren, wenn die Kerne in der Probe nicht gleichmaBig 
verteilt, sondern jeweils in regelmaBigen Gruppen angeordnet sind, deren 
Abstande groB gegeniiber den Entfernungen innerhalb der Gruppen sind, 
auch zu praktischen Ergebnissen. Da die Dipol- Dipol- Wechselwirkung 
namlich mit 1/r3 abnimmt, kann ein Verhaltnis von 2 : 1 der Abstande bereits 
als groB im obigen Sinne angesehen werden: Das bedeutet, da8 zur Linien- 
form hauptsdchlich nur die allernachsten Nachbarn beitragen. Die Linien- 
form eines aus solchen Gruppen bestehenden Spin-Systems kann demnach 
durch Mittelung iiber den einzelnen Gruppenbeitrigen gewonnen werden. 
Dieses Verfahren wird ausgiebig bei der Strukturanalyse von Molekiil- 
kristallen, von organischen Festkérpern ua. a. verwendet, wo die Spin- 
Gruppen durch die einzelnen Molekiilgruppen bereits fest vorgegeben sind. 
Wahrend man iiber solche Voraussetzungen noch unmittelbar die Linien- 
form explizit berechnen kann, ist man bei allgemeineren Gitterstrukturen 
auf andere Methoden angewiesen. VAN VLECK [8] konnte zeigen, daB man 
bei bekanntem Gittertyp in jedem Falle die Momente der. Résananzlinien 
aus Diagonalsummen der Stérmatrizen berechnen kann. Ist g(v) die nor- 
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mierte Linienformfunktion, dann bezeichnet man 
pete Y + 00 
Ayaw ee i g(v) (v — v9)?" dy (25) 


als 2n-tes Moment (dy = vy — 9); nach (1) kann man die Momente auch in 


Feldstarkeeinheiten umrechnen und A H2* angeben. 

Weiterhin kann man einsehen, daB das Verhaltnis zweier Momente ver- 
schiedener Ordnung von g(v) abhangt; auf diese Weise kann man indirekt 
Anhaltspunkte iiber die Linienform gewinnen. 

Durch diese theoretischen Schwierigkeiten sind die Aussagemdéglichkeiten 
der Kerninduktion natiirlich beschrankt; man bestimmt experimentell das. 
zweite oder vierte Moment, kann diesen Gréfen aber noch nicht eindeutig 
eine bestimmte Gitterstruktur zuordnen. Das geht schon deshalb nicht, weil 
ein Gittertyp i. a. erst durch mehr als zwei Strukturparameter festgelegt 
ist. Man kann Kerninduktionssignale nur dann zur Strukturanalyse heran- 
ziehen, wenn man mit Hilfe anderer Verfahren (Réntgenbeugung, aus dem 
chemischen Aufbau 0.4.) bereits gewisse Grundvorstellungen gewonnen 
hat und nur noch zwischen einigen Strukturtypen entscheiden muB8. Trotz- 
dem hat die Kerninduktionsmethode noch grofe Bedeutung, da sie Aussagen 
uber den Bewegungszustand des einzelnen Kernspins und dessen Wechsel- 
wirkung mit der Umgebung macht; vor allem aber ist es wichtig, daB 
Protonen, die mit Réntgenstrahlinterferenzen wegen des geringen Beugungs- 
vermogens kaum fixiert werden kénnen, durch paramagnetische Kern- 
resonanzmethoden besonders leicht nachgewiesen werden kénnen. 

Die experimentelle Bestimmung der Momente bringt einige mehr rechen- 
technische Schwierigkeiten mit sich; darauf wollen wir aber nicht eingehen, 
sondern nur die theoretische Seite in den Grundziigen behandeln. 


3.2.1 Berechnung der Momente 


a) Berechnung des zweiten Momentes 


_ Zur Definition der mittleren Resonanzfrequenz oder des zweiten Momentes 
_ nehmen wir an, wir hatten das durch den Wechselwirkungsterm entstehende 
| Frequenzspektrum berechnet; die Intensitat jeder Linie ist — das gilt ganz 
allgemein fiir Strahlungsiibergiange — dem Quadrat des entsprechenden 
 Ubergangselementes der zugehérigen Spinmatrix |(J,)nn’|?_ proportional. 
. Dann folgt daraus in Erweiterung von (25) 

4 


> {v= nw’ |Te)nn’ 


nn’ 


2 | Can? 
nn 


yp2 — 


und daraus 


ne 2 {(mn ~ %0)* | ada |?) . 
Ui peeks Yew 5 ‘ (27) 


nn’ 
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Weiterhin gilt 
yp = H, — Hy : (28) 
h 
Wir verwenden nun einen von der Matrizenrechnung her bekannten Satz: | 
Sind H und I, hermitisch, dann ist 
> | (Te)nn’ |? = Sp [; oe} 
nn’ 
und | 
i (H, — H,,)? | (Te) nn’ 2 = — Sp (H, T,}°. (30) ) 


, 


mn 


Damit erhalt man die Moglichkeit, Zihler und Nenner in Gl. (26) durch} 
Diagonalsummen des aus H und I, gebildeten Kommutators auszudriicken. 


ames Sp[H, I,|? 
h2 Sp | I, |?” 


Weiterhin 1a8t sich allgemein zeigen, daB eine durch Dipol- oder Austausch-: 
wechselwirkung verbreiterte Linie stets symmetrisch zur (unverschobenen)) 


Mittelfrequenz bleibt?). Dann ergibt sich aus Av? = »? + ) — 29% sofort} 
Ay? = 1? — 2. (32) 


Damit ist also auch die Berechnung des zweiten Momentes auf die Behand- 
lung von Diagonalsummen zurickgefihrt. 

Der Vorteil dieses Verfahrens beruht auf der Méglichkeit, die Berechnung de 
Frequenzspektren (26) und (27) umgehen zu kénnen. Wegen der Invarianz- 
eigenschaften von Spuren kann man weiterhin die giinstigste Matrizen 
darstellung wahlen, die das Rechnen erleichtert. Da auferdem die Spur 
einer Summe von Matrizen gleich der Summe der Spuren ist, kann ma 
letzten Endes das Spinsystem als Summe von Einzelspins auffassen und 
dabei jede zugehorige Teilmatrix in der geeignetsten Darstellungsform 
wahlen. Praktisch wird in dieser Hinsicht das N-Teilchen-Problem in 
Ein-Teilchen-Probleme zerlegt und dadurch eine exakte Berechnung tiber 
haupt erst erméglicht. 
Ehe wir H nach Gl. (15) in (31) einsetzen, miissen wir nochmals einigé 
Worte zum Wirkungsbereich der Terme A bis F sagen. In Abschnitt a 
hatten wir festgestellt, daB im starren Gitter die Glieder C, D, E und f 
nichts zur Linienform beitragen. Das ist aber nur so lange richtig, wie mar 
den Frequenzbereich um die Hauptresonanz 7») betrachtet. Andert man da) 
gegen die MeBfrequenz (w in Gl. [16]) kontinuierlich von 0 bis oo, dant 
erhalt man auch Resonanzen um 0, 279, 37) usw.; in diesen Fallen werden di 
zeitabhangigen Glieder in (20c) bis (20f) nicht durch die Molekularbewegung 
(Schwankungen der Ortskoordinaten, Spin-Gitter-Wechselwirkung de} 


(31)) 


i 


q 


1) Bei der Ableitung dieses Ergebnisses wird vorausgesetzt, dafS die Kernspins auf ver 
schiedene Energieniveaus gleichmaBig verteilt sind. Diese Annahme ist im Bereich de} 
Hochfrequenzspektroskopie in diesem Zusammenhang aber durchaus ztlassig, da nach 
(3) die Differenz der Besetzungszahlen proportional h)/k7, also sehr klein ist. 
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bewegten Gitters), sondern durch die Zeitabhangigkeit des Stéroperators U 
[Gl. (16)] ,,sikularisiert‘‘. 
Die Intensitaten dieser Nebenresonanzen sind zwar wesentlich schwacher als 
die der Hauptlinie; da sie aber mit einer héheren Potenz des Frequenz- 
abstandes in die Momente eingehen, ist deren Beitrag von derselben GréBen- 
ordnung wie der der Hauptresonanz. In der allgemeinen Definition der 
Momente [(25) oder (31)] sind auch diese Nebenlinien mit enthalten. 
Fir die praktische Anwendung ist das sehr ungiinstig: Um mit der Theorie 
vergleichbare Ergebnisse zu erhalten, mu8 man alle Linien abtasten, d. h. 
in einem sehr weiten Frequenzbereich mit gleicher Empfindlichkeit usw. 
messen. Man beschrankt daher zweckmaBigerweise die Momente auf die 
Hauptresonanz. Das kénnte dadurch geschehen, daB man etwa in (25) die 
Integrationsgrenzen —oo und + oo durch Yq —¥/2 und v9) + »/2 ersetzt. 
Zum gleichen Ziel fiihrt die Verwendung eines verkiirzten Hamilton- 
Operators in (31), der also nur die Terme A und B enthalt und die ubrigen 
(C, D, E und F), die nur zu Nebenresonanzen fiihren, von vornherein weg- 
laBt. Da man dann die Integrationsgrenze beliebig weit machen kann, ist 
dieser zweite Weg einfacher; man kann dieses Verfahren allerdings nicht auf 
bewegte Gitter iibertragen. 
So haben die Momente zwei verschiedene Bedeutungen. Die urspriingliche 
Definition [(25), (31) und (32)] umfaBt alle Resonanzstellen ; praktisch verwert- 
bar ist jedoch nur das Moment der Hauptlinie. Nach der urspriinglichen 
Bernition haben Gitterbewegungen in erster Naherung auf das zweite 
oment keinen KinfluB, da von vornherein alle Stérterme mit erfaBt sind; 
nit den soeben abgeleiteten Einschrankungen wird man auch nach den Aus- 
hrungen in Abschnitt 3.1 eine starke Beeinflussung durch den Bewegungs- 
xustand der Probe erwarten. 
Nach dem allgemeinen Sprachgebrauch versteht man unter dem Moment 
mmer mehr das der Hauptlinie um 7, so da8 man von einer Temperatur- 
ubhangigkeit des zweiten Momentes sprechen kann, obwohl das nach der 
irspriinglichen Definition nicht zu erwarten ware. ai 
Wir verwenden von nun an den verkiirzten Hamilton-Operator, der auBer H 
1och die Glieder mit A und B enthalt. Durch Einfiihrung der Richtungs- 
cosinusse «;,, Byx, yjx und unter Verwendung der Identitat 


1 


TE, = > Uj + 15h) + Eyl (33) 


wringen wir diesen auf die Form 


H=H-gpuy,- D0; + DS) AyeGjle) + Dd) Bye (ey Lex) (34) 
j k>j k>j 
nit 
1 9 9 =—2 4 9 
oo 3 2 35b 
Bye = — > Gt MEG E(B YiK — 1) (35 b) 


2 
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Die weiteren Rechenoperationen sind rein mathematischer Art. 
Man bildet zuerst den Kommutator 


[H, T,] rar Ag; Mk > [T.;, T,] +X Aju l(tj tr); I,] + 2) Byel (deg tee), De. ( 
7 zy) > 


Durch Anwendung der Vertauschungsrelationen erhalt man | 
(7; I,), T,| = 0, ( 


d.h. das Glied mit A;, verschwindet, skalare Wechselwirkung gibt kei 
Beitrag zum 2. Moment!). Die weitere Behandlung fuhrt schlieBlich auf 


= Hg} wi 1 77+1 
yz = a + 5 ( = > B3,. (3 


Mit (32) wird daraus das zweite Moment fiir einen Einkristall 


srg Side DSA) gets 


2 2 é 
y ; * ct PHE- (E 
3 h? r 


Durch bekannte Relationen kommt man schlieBlich zu 


+; 3 gi i 26 4 2 
Av ee he SDSS EY 9 30 Vie Oe (4 


Fir ein Kristallpulver kann man annehmen, da die Orientierungen 
Kristallite iiber alle Raumwinkelelemente gleichmaBig verteilt sind; d 
wird das zweite Moment durch Mittelwertbildung von yj, und yj; 


EE 


Re PGS | 
a = = GE + Da. ( 
Die Summation ist tiber alle durch die jeweilige Gitterstruktur gegebe 
Abstande und Richtungen durchzufiihren. Da die Beitrage der einze 
Kerne mit 1/r® abnehmen, kann man selbst bei den Kristalliten die Ra 
atome vernachlassigen, also alle Kernmomente als gleichberechtigt anseh 
In dem so gewonnenen zweiten Moment ist sowohl die statische, als auch 
dynamische Wechselwirkung zwischen je zwei Dipolen enthalten. Wi 
man nur die klassisch erfaBbare statische Kopplung (A) zugrunde le 
dann ware das Resultat um den Faktor (2/3)? kleiner; die ,,flip-flop‘‘-U 
gange liefern demnach einen nicht zu vernachlassigenden Anteil an 
Linienbreite. Es sei darauf hingewiesen, daB man dieses Ergebnis nicht 
allgemeinern darf; man kann bei héheren Momenten nicht rein stati 
rechnen und die Vernachlassigung nachtraglich durch einen Faktor (3/ 
wieder korrigieren. 

Wir geben noch einige Ergebnisse fiir spezielle Gittertypen an; sie wur¢ 
jeweils so gewonnen, da8 die Summation nur tiber eine endliche Anzahl 
naichsten Nachbarn eines herausgegriffenen Kernes erstreckt wurde; | 
+e % “NW 
1) Auch Austauschwechselwirkung wiirde demnach wegfallen. 
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Einfliisse der auBerhalb dieser ,,Nahzone“ befindlichen Kerne werden durch 
ein leichter berechenbares Integral ersetzt. 

Fiir ein einfach-kubisches Gitter (A,, A,, A; sind die Richtungskosinusse der 
Feldrichtung im kristallfesten Koordinatensystem, d der Gitterabstand) ist 


ae Fer en 
Av? = 37,32 . Et. — ( = ) tat + ak + M4) — 0,195] (42) 
nd fiir Pulver 
=e gti. wa LA) 
Arp = 15,122. (43) 


\Fir ein rhombisches Gitter (d,, d,, d, sind die drei Gitterkonstanten und 
Ez, nix, Cjx die Richtungskosinusse des Abstandsvektors im Kristallsystem) 
wir 


=; _ 3 giui 2 2 2 
Av? = — Sy T(E + 1) (a + (br Aj + beg + B93) + 


+ (c,At + CoA$ + €3A$) + (dy. Aj AZ + dg A? 5 + dog A} A3)] 


mit a = 2 > r3;; 
k 


b= 12S, b= Lehn, b= — BEGG 
C, = 18 5 eh C= 18 Sj mfp C3 = 18 Srp Che 

dy, = LDS TEE Sie Nie his = 108 2.748 EFn Sits dog = 108 D) 77k njx Cje- 
Die Summierung wurde hier nicht durchgefihrt, da sie noch vom VerhAltnis 


d,: d,:d, abhangt. 
‘Fir ein hexagonales Gitter ist 


Se 3 gi Mi 2 4 
At = = Se I(T + 1) (a + bas + df] (45) 
mit 
1 : 
a=> D> pi (11 — 8007, + 270 f2) 
k 
1 F 
b= D> 7h (—15 + 12627, — 13527) 
k 
ous = SY r7§ (27 — 2700}, + 315ef:). 
k 


In diesem Falle hangt das zweite Moment nur von /; und C4 ab; eine Drehung 
des Kristalles um die Achse des hexagonalen Gitters andert nichts. Diese 
Rigenschaft gilt fiir alle Systeme mit einer drei- oder mehrzéhligen Achse. 
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b) Berechnung des vierten Momentes 


In Analogie zu (26) und (27) ist das vierte Moment in quantenmechanisch: 
Schreibweise definiert durch 

> {(Ynn’ oli Y9)* | (Le) nn’ |?} | 

Api ee NS 4 

Po, | (i), A i 


und wird iiber 
“ Pah {Vnn’ eet 
pa ee ee ee (4) 


OS | (Iz)nn’| $ 


nn’ 


nach | 
Av! = v4 — yt — 692 - Av? (4 


bei bekanntem zweiten Moment berechnet. Auch hier rechnet man praktis¢ 
mit dem ,,verkiirzten“ Moment, das nur die Hauptresonanz umfaBt. 1] 
Gegensatz zum zweiten Moment fallt hier das skalare Glied mit Aj, nick 
weg; wirde man demnach Austauschwechselwirkung noch zulassen, | 
kénnte man aus dem verschiedenen Verhalten von zweitem und vierté 
Moment auf eine ,,Austauschverschmialerung“ [8] schlieBen. Physikalis¢ 
treten sonst keine neuen Gesichtspunkte hinzu; lediglich der Weg wi 
| 

| 


wesentlich langer. In allgemeiner Form ergibt sich 


car 2s PI 1)2 GS > 
a) = “Si » ied? BinBiack 2 Aig Bigretalet 
: j+k 


+ 2 Aj, Ax, (Bj, — Bjx) (Byp — Buy) + 2 Aj, Bye (By, — Bey)?) + 


i 1 
+ pow 2, Bee (BU ta = Be + 0) + 


1/2 1 
+ 2 Bh Ain = (= LEU TW ar At 1) Ze 


ft ead 3 
a Bea (F LUE eter AEE »)| ( 


oe 


Weitere Vereinfachungen bzw. Zusammenfassungen sind nicht ohne Annah 
spezieller Gittertypen oder Beschrankung in der Zahl der Nachbarn moglic 
Ks sei besonders darauf hingewiesen, daB das vierte Moment und damit 
Linienform vom Kernspin abhangt, ein Ergebnis, das durch keine klassisc 
Modellvorstellung gedeutet werden kann. 
Man sieht bereits hieraus, da der praktischen Anwendung gewisse Grenzé 
gesetzt sind. Bei der Berechnung der zweiten und vierten Momente miss¢ 
so viele Strukturparameter verwendet werden, da8 es im allgemeinen n 
bei geniigenden Vorkenntnissen tiber den Kristallbau, méglich ist, dur 
Ausmessung von Signalformen weitere Aufschliisse zu gewinnen. In manch 
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Fallen ist die sich ergebende Winkelabhangigkeit der Momente ein wichtiges 
Kriterium fiir die Gitterstruktur. In Bild 3 sind einige Beispiele angegeben, 
| die auch experimentell belegt werden konnten. 
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0 ; £ 
30° 60° 90° [Grad] 
Bild 3. Einfach-kubisches Gitter: Richtungsabhangigkeit des zweiten Momentes (in willkiirlichen Einheiten, 


nach [8]). 

Kurve I: Hinder 001-Ebene; 
Kurve II: H in der —110-Ebene; 
gestrichelte Kurve: Wert fiir Pulver. 


c) Zweites und viertes Moment und Linienform 


Vor allem von theoretischem Interesse sind die Riickschliisse, welche man 
aus dem Verhaltnis von zweitem und viertem Moment auf die Linienform 
ziehen kann. Wir wollen das nur an einem Beispiel demonstrieren. 

Aus (49) ergibt sich fiir einen einfach-kubischen Kristall bei 4, = 1,4, =A, = 0 
unter Verwendung von (42) 


eer aa 0,021 
4 _ 2)2 ae 
Av* = 3 (Av?)? | 0,840 Pat’ (50) 
Damit wird das Verhaltnis fir J = 1/, 
et 
4 
Vay" = 1,249. (51) 


V Av? 


Andererseits kann man die Momente nach (25) fiir bestimmte vorgegebene 
Formfunktionen ausrechnen. Setzt man z. B. fiir g(v) eine Gau8-Kurve an, 


dann wird Var : VAy? = 1,316, dagegen bei einer Kasten-Kurve 1,158. Die 
durch Spin-Spin-Wechselwirkung im kubischen Gitter bei der angegebenen 
Orientierung im Magnetfeld entstehenden Kerninduktionslinie liegt also 
zwischen der GauB- und der Kasten-Form. Ware der Kristall so orientiert, 
27 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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daB das Feld in (1,1, 1) Richtung lauft, dann ware das Verhaltnis 1,3 
usw. 

Wir sehen hier quantitativ bestatigt, daB die Lorentz-Form, wie sie sich auch) 
nach dem klassischen Blochschen Ansatz ergibt, nur an einen ganz bestimm- 
ten Relaxationsmechanismus gebunden ist und _ nicht werallgenioniay 
werden darf. 
Auf die Berechnung von Momenten mit zwei verschiedenen magnetischehl 
Bestandteilen wollen wir hier nur hinweisen; es ist interessant und nahe-. 
liegend, daB bei der Wechselwirkung zwischen den beiden verschiedenen| 
Kernspin-Systemen nur der statische “‘Anteil wirksam bleibt; der ,,flip- fop’y| 
Anteil fallt weg, da die Resonanzfrequenzen i. a. sehr verschieden sind. 


3.2.2 Lintenformen von starren Spin-Gruppen 
a) Zwei-Spin-Systeme | 
Wir nehmen an, daB der Abstand der einzelnen Gruppen in der Probe so) 
groB ist, daB& die Wechselwirkung zwischen den Gruppen vernachlassigt: 
werden kann. Weiterhin wollen wir uns in diesem Abschnitt auf den wichtig- 
sten Fall, auf Protonen (J = 1/,), beschranken. Als Zwei-Spin-Systeme in 
diesem Sinne kénnen z. B. alle Proben mit Kristallwassermolekilen, mit: 
NH,-Gruppen oder parasubstituierten Benzolringen aufgefaBt werden. 
Zunachst sollen alle Gruppen in der Probe parallel orientiert sein (Einkristall).. 
Da jedes Moment mit J = 1/, sich nur parallel oder antiparallel zum auBeren) 
Feld einstellen kann, gibt es nur zwei verschiedene lokale Zusatzfelder, die: 


sich dem auBeren Feld H ee kénnen. Klassisch (Bild 2) folgt | 
Ds (Re see = (3 cos? 9 — 1) (52) 


(r = Spin-Spin-Abstand). Die quantenmechanische Berechnung ergibt 
[Term A und B (!)] 


3 \ 
Hee = + “> ee (3 cos? 6 — 1). (53) 
Man beobachtet dann Resonanzen fiir | 
HS A sole PT (3 cos? 6 — 1), (54) 


d.h. die Linie ist in ein Dublett aufgespalten. Die Amplituden der beiden 
Komponenten sind gleich groB. Aus dem maximal erreichbaren Dublett-} 
Abstand kann man dann unmittelbar den Proton-Proton-Abstand und die} 
Lage des Zwei-Protonen-Systems im LEinkristall bestimmen. Fir H 20-} 
Molekiile ist bei dem tblichen H-H-Abstand die maximale Aufspaltung) 
rd. 20 G; man erhilt also bequem meBbare Linienabstande. 

Dieses Verfahren wurde zuerst von PAKE [/6] auf Gipseinkristalle angewandt, 
die zwei Kristallwassermolekiile in der Elementarzelle enthalten. Man kann 
aber auch kompliziertere Systeme damit untersuchen; so gelang es LOSCHE 
[17], die Orientierungen aller 16 Kristallwassermolekiile in einer Elementar-| 
zelle des Seignette-Salzes zu bestimmen. Bild 4 zeigt eine typische Serie von 
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* 180° 


12, Ho" Hox (G] 
~~ % 160° 


12, Ho-Hiok(G) 
ix 140° 


Ho-Hiok(G) 
+t 120° 


ee =10 8 


st 100° 


12 Ho"Hiow (G] 


12 Ho HioxlG] 


12 Ho-Hiok [G) 


12 Ho-Hiok[G] 


12 Ho-Hiok (GJ 


-12 -10 -@ -6 -4 -2 > 6 «6 68 «10 12 Ho-Hiok [G] 


 A-Kristall 
die Winkel sind zwischen der B-Achse und der 
Richtung des Magnetfeides gemessen 


Bild 4. Formen des Protonenabsorptionssignales in einem Seignette-Einkristall: 
rechts: die registrierten differentiellen Kurven; ‘ 
links: die daraus durch graphische Integration konstruierten Absorptionssignale, 


27* 
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Aufnahmen ; die Drehung erfolgte um die A-Achse des Seignette-Einkristalle 
die senkrecht zu H verlauft; die breite Mittellinie rihrt von den bei diesc 
Lage nicht aufgelésten Linien der anderen H,O-Systeme und der Tartrat 
Protonen her. 
Sind die Orientierungen der Zwei-Spin-Systeme itiber alle Richtungen gleich 
maBig verteilt, dann zeigt das Absorptionssignal zwar noch eine Dublet 
Struktur; infolge der hier vernachlassigten, im allgemeinen Falle auch n 
schwer exakt erfaBbaren Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Spin] 
Gruppen sind die Signale in Praxi aber verwaschen. Es ist dann zweckmaBiget 
das zweite Moment aus der Linienform zu bestimmen und durch Vergleic. 
mit dem theoretischen Wert 


i 
TH =o ytae. (54 


rs 


den Spin-Spin-Abstand zu berechnen. Derartige Verhiltnisse treten nich 
nur in Kristallpulvern, sondern vielfach auch in organischen (amorphen 
Festk6érpern auf. 


b) Drei-Spin-Systeme 


Drei-Spin-Systeme spielen in Substanzen mit N H3-, CHs-Gruppen oder mi 
Oxonium-Ionen (OH%) eine Rolle. Wir beschranken uns nur auf den Fal 
bei dem die Protonen in den Ecken eines gleichseitigen Dreieckes (Seite 
lange r) sitzen; dieser Typ wurde bereits 1950 von ANDREW und BERSOH! 
[18] theoretisch behandelt. In einem Einkristall (alle Dreiecke gleich a 


tiert) treten danach drei Linienpaare symmetrisch zur Mittellinie auf. Ist 
der Winkel zwischen der Flichennormale der Dreiecke und der auBere H 
Feldstarke, dann liegen die Resonanzstellen bei den Zusatzfeldstarken 


0, +2y, +(3x% + y), (Se cag) (56) 
mit 4 
o up ft 3 4 
Sarge ag (5 > cos? v) 
und 


3 Mi (2 Ya 
y= 3 faq sinty — 3sinty +1) 


Magnetische Kernresonanzen von Drei-Spin-Systemen wurden bisher nur ar 
polykristallinen Proben beobachtet. Mittelt man iiber alle méglichen Rich} 
tungen von py in (56), dann erhalt man das in Bild 5a wiedergegebeng| 
Spektrum. Durch bisher vernachlassigte Wechselwirkungen tritt eine Ver 
breiterung jeder einzelnen Komponente ein, so daB schlielich ein Absorp; 
tionssignal der Form 5b resultiert. Dieses Ergebnis konnte in zahlreichen 
Versuchen experimentell bestatigt werden (z. B. an OHt-Ionen [19}). 


Fir das zweite Moment einer polykristallinen Probe isolierter Spin- Grupper 
ergeben die Rechnungen 
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nase 


Dad 


Die zwischenmolekularen Wechselwirkungen werden um so starkere Ein- 
fliisse haben, je groBer die Spin-Gruppen sind; eine exakte quantitative 
Erfassung ist jedoch nicht mdglich. Nimmt man aber an, jede Komponente 
sei denselben Stdérungen 
ausgesetzt und dadurch 4% 
zu einer GauB-Kurve der 
Form ¢44*/2@ verbrei-. 03 
tert, dann tritt an Stelle 


von (57) a2 ey 
a 8 

AH? = —— a? + B?. (58) BG 

Unter diesen einschran- 5 


kenden Annahmen kann 
man demnach Anhalts- 9; 
punkte fiir die Wechsel- 
wirkungen zwischen den 
Spin- Gruppen gewinnen. 


Fiir die Anwendungen 
wichtig ist noch der Fall, 
da8 die Dreier-Gruppe 


um die C3-Achse frei ro- %, 3 2 7 0 7 2 3 + 
tiert; das kann z. B. bei ‘ ny : cae . 

_ Bild 5. Linienspektren eines starren Drei-Spin-Systems in polykristal- 
Methyl-Gruppen u. 4. liner Probe (nach [18]): 
moglich sein. Ist diese a) theoretische Kurve fiir isolierte Systeme; 


P i b) resultierende Linienform bei Annahme GauBscher Verbrei- 
Rotationsfrequenz groBer terung der einzelnen Komponenten (die gestrichelte Kurve 
als die Resonanzfrequenz wurde experimentell fiir 1,1,1-Trichlorathan aufgenommen). 


der Kernmomente, dann 
sind in die Beziehungen fiir die Momente nur noch die Mittelwerte der 
relativen Spin-Koordinate einzusetzen. Die entsprechenden Ergebnisse zu 
(57) und (58) lauten dann 


wer eens 9 c 
Ata == 3 (59) 
und 
HUET PLD gah EAE, G8 (60) 
rot 5 4 


Ausfiihrliche Untersuchungen an Drei-Spin-Systemen wurden z. B. von 
PowLes und GutTowsky durchgefiihrt [20] und bestitigten obige Be- 
ziehungen. Die experimentell bestimmten zwischenmolekularen Wechsel- 
wirkungsterme lagen bei verschiedenen Proben zwischen 0,5 G? und 6 G?. 
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c) Vier-Spin-Systeme 


Das Spektrum von Vier-Spin-Gruppen zeigt noch mehr LEinzellinien; | 
infolgedessen lassen sich die Einfliisse zusatzlicher Wechselwirkungen noch 
weniger tibersehen. BERSOHN und GuUTOWSKY [2/1] berechneten zwar das 
Spektrum, fanden aber z. B. beim NH,Cl-Einkristall nur eine stark ver-_ 
breiterte Absorptionslinie mit einer schwachen mittleren Einsattelung 
(Wendepunktabstand 20 G). 

Ks ist daher zweckmafiger, von vornherein das zweite Moment zu betrachten. 
Aus den allgemeinen Beziehungen folgt z. B. fiir NH,-Ionen [21] 

3,645 gt Mi 


2 — 


3 
ji at a+ ag! 4 


32,768 78 

4 OF ME eye ys 

3: 78 { = ( 1 = 2 A li “f 

QT Mi 4 4 4 61 | 
“LE qs {8,4 + 28,0 (Ai + A$ + As i (61) | 


Die beiden ersten Glieder geben die Wechelwirkung zwischen den Protonen 
und zwischen dem Stickstoffkern und den Protonen (g; = Kern-g-Faktor | 
des Stickstoffes, r = Abstand N —H) einer Elementarzelle wieder; das 
letzte beriicksichtigt die Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Elemen- 
tarzellen (d = Seitenlange der kubischen Elementarzelle, 2,, A, As sind 
Richtungskosinusse der auBeren Feldrichtung beziiglich der Achse dieser 
Grundzelle). Der Vergleich mit experimentellen Daten zeigte gute Uberein- | 
stimmung, wenn man r = 1,03 A annahm; dieser Wert stimmt aber genau | 
mit dem von LEwy und PETERSON [22] aus Neutronenbeugung bestimmten 

NH-Abstand iberein. | 
Weitere Untersuchungen dieser Art wurden von PRATT und RICHARDS an 
Phosphonium-Iodid durchgefihrt [23]. 


3.2.3 Temperatureffekte bei ,,starren Gittern“ 


Im Hinblick auf die eingangs dargestellte Idealisierung, die das starre Gitter 
darstellt, ware es wiinschenswert, auch Abweichungen hiervon quantitativ 
zu erfassen. Das ist jedoch in allgemeiner Form nicht moglich. Solange bei 
zunehmenden Temperaturen die Warmeenergie nur in Gitterschwingungen 
besteht, sind die Einfliisse auf das Relaxationsverhalten noch gering. Sobald 
aber Rotationsfreiheitsgrade enthalten sind, treten sehr starke Anderungen | 
ein; im speziellen Fall von Drei-Spin-Systemen konnten wir die Endform 
der Absorptionslinie nach dem Auftauen eines Rotationsfreiheitsgrades 
angeben; aber selbst in diesem Falle lassen sich keine Aussagen tiber Zwischen- 
stufen machen. 

Kin angenéhertes Bild von der Temperaturabhangigkeit kann man sich | 
machen, wenn man sich jeden Kern durch ein Behinderungspotential EF an | 
die Gleichgewichtslage des starren Gitters gebunden denkt. Dann fiihrt jede | 
Gruppe in dieser Potentialmulde Torsionsschwingungen der Freqttenz yp aus. 
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Je groBer die thermische Energie kT wird, um so leichter werden die Molekiil- 
gruppen diese Potentialmulde verlassen und frei rotieren kinnen; man kann 
yp-e-Z/kT? als ,,wirksame‘ Korrelationsfrequenz vg bezeichnen. Der Tem- 
peratureinflu8 wird dann am gr6Bten sein, wenn 7,’ in derselben GréBen- 
ordnung wie die Linienbreite 1/22 - y (AH?)'s ist. Aus diesen Uberlegungen 
leiteten GuTOWSKY und PAKE [24] fiir den Ubergang zwischen tiefer (4H?) 
und hoher (4H?) Temperatur folgende Beziehung fir das zweite Moment ab, 
deren Form auch durch Analogieschliisse zu anderen temperaturbedingten 
Kigenschaften nahegelegt wird: 


= E 

— wz: <5 2 AH?)!: aR 

AH? = AH; + (AH, — 4H}) - — are tg (eae | (62) 
Da man diese Gleichung nicht explizit nach 1H? auflésen kann, ergibt die 
Anwendung einige Schwierigkeit. Trotzdem ist es méglich, in einigen be- 
sonders iibersichtlichen Fallen und bei bestimmten, durch andere spektro- 
skopische Methoden berechtigte Annahmen tiber v7 aus (62) das Rotations- 
behinderungspotential FE zu bestimmen [25]. Der vollstandige Ubergang vom 
starren Gitter bis zum ,,statistisch verwackelten“, d.h. zur Flissigkeit, 
kann jedoch vorlaufig noch nicht quantitativ beschrieben werden. 
Die hier behandelten Probleme der Linienform im starren Gitter bei reiner 
Dipol-Dipol-Wechselwirkung in einer Probe mit einer einzigen Kernspin- 
Sorte bilden das Grundgeriist fiir alle Anwendungen auf Untersuchungen von 
nichtmetallischen Festkérpern. Stérstelleneinfliisse (statische und dyna- 
mische); zusatzliche Quadrupolaufspaltungen, Wechselwirkungen mit para- 
magnetischen Verunreinigungen u. 4. lassen sich z. T. quantitativ, z. T. auch 
nur qualitativ in diese Ergebnisse einbauen. Aus Platzgriinden kénnen wir nicht 
naher hierauf und auf die bereits sehr zahlreich verd6ffentlichten Beispiele 
eingehen; wir verweisen auf die zusammenfassenden Darstellungen ([ 13], [26]) 
und beschranken uns mit der Angabe von einigen Literaturstellen aus den 
verschiedenen Anwendungsbereichen am Schlusse dieses Berichtes. 


3.3 Linienform in Flissigkeiten 


Qualitativ hatten wir uns bereits im Anschlu8 an Gleichung (20) ein Bild 
gemacht, in welcher Form ein Einflu8 molekularer Bewegungen auf den Stor- 
operator und damit auf die Linienform zu erwarten ist. Wir geben hier die 
Grundziige der Theorie wieder, wie sie von BLOEMBERGEN, PURCELL, 
PouND [7] entwickelt wurden. 

Man spaltet zunachst die ortsabhangigen Faktoren der Terme A bis F ab: 


Gox(t) = 77% (1 — 3 cos? O;x) 


Gtr (t) = Tike sin 8; x cos D5 et UMik (63) 


Git) = 172 sin? 6,, eF 2tm 


und setzt dafir (statistische) Zeitfunktionen an. Da wir uns fiir die Linien- 
form im FrequenzmaBstab interessieren, transformieren wir diese Zeit- 
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funktionen durch eine Fourier-Entwicklung in den Frequenzraum und 
fihren an Stelle des Mittelwertes von G(t) die Spektraldichte J (y) ein: 


5 +o 
G(t)-G*(t) = [ T(r) dy. (64) 


Um schlieBlich auf Beziehungen zu kommen, die auch durch andere physi- 
kalische Erscheinungen nachpriifbar sind bzw. mit diesen in Zusammenhang 
stehen, fihren wir mit Hilfe der Korrelationstheorie [27] die sog. Korre- 
lationszeit t, ein, die als StoBzeit, als Reorientierungszeit o. 4. physikalisch 
interpretiert und etwa aus gaskinetischen Uberlegungen oder durch dielek- 
trische Messungen bestimmt werden kann. Auf diese Weise erhalt man 
schlieBlich 


2%, 


(65) 


Die Form dieser Gleichung ist naheliegend, aber nicht die einzig mégliche, 
welche alle allgemeinen Annahmen iiber die Molekularbewegungen in der 
Flissigkeit erfillt; sie enthalt bereits gewisse Hypothesen, die z. B. durch 
die StoBtheorie der Linienbreite in Gasen gerechtfertigt werden. 

Unter diesen Voraussetzungen 1aBt sich zunachst relativ einfach die Spin- 
Gitter-Relaxationszeit 7, berechnen. Man erhalt die Wahrscheinlichkeit, da8 
durch die zeitlichen Verdnderungen von C, D, E und F die magnetische 
Quantenzahl sich um +1 andert, indem man diese Stéroperatoren in die 
Diracsche Stérungstheorie einsetzt. Es ergibt sich zunachst die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit fiir den einzelnen Spin; unter Beriicksichtigung der Ver- 
teilungsfunktion (3) folgt daraus die Gesamtwahrscheinlichkeit, welche der 
zugehorigen Relaxationszeit umgekehrt proportional ist. 


1 3 1 
7, = 3g Ve I(T “te ah) 220) +e in J, (2 | (66) 


Es ist auf Grund der einleitenden Uberlegungen einleuchtend, daB 1/T, der 
Spektraldichte des einfachen Frequenztermes in der Nahe der Resonanz- 
frequenz ) und der des Doppel-Frequenztermes bei 27, proportional ist. 

Die Linienbreite in Flissigkeiten wird nicht allein durch Spin- Gitter- Uber- 
gange bestimmt, sie hangt auch von der Spin-Spin-Wechselwirkung ab. 
Dabei sind die Terme A und B nur so weit wirksam, wie die zugehérige 
Spektraldichte J,(v) im Bereich der Frequenz » =0 noch endliche Werte 
hat; m. a. W. die Spin-Spin-Wechselwirkung muB sich geniigend langsam 
andern. Die durch diesen Effekt bedingte Spin-Spin-Relaxationszeit T, wird 


1 1, 


cg I(I + 1)\'h 
272 
ll ag 


[ Ao)avt . (67) 


17 
aT 


Da die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Kernes durch Stérungsn sich aus 
der Spin-Gitter- und der Spin-Spin- Ubergangswahrscheinlichkeit additiv 
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zusammensetzt, wird schlieBlich die transversale Relaxationszeit TJ, als 
Linienbreitenparameter . 


ees sat St 68 
7, T' 9T.' (65) 


Der Faktor 1/, bei 1/7, hangt von der endgiiltigen Linienform ab; er gilt fiir 
eine Lorentz-Kurve; bei Gau8-Kurven mii&te z. B. //2/z stehen. 

Die Anwendung der Beziehungen (66), (67) und (68) auf spezielle Falle kann 
nicht ohne konkrete Vorstellungen tiber die Bewegungsmoglichkeiten der 
Molekiile im einzelnen erfolgen. Relativ einfach liegen die Verhaltnisse noch 
bei Wasser, das auch in dieser Hinsicht als System aus Zwei-Protonen- 
Gruppen aufgefaBt werden kann. Die Molekularbewegung setzt sich aus der 
Rotation der Molekiile mit starrem H-H-Abstand und der Translation zu- 
sammen; Rotations- und Translationsanteil kénnen getrennt berechnet 
werden. Bei der Rotation hangt t, mit der Debyeschen Korrelationszeit 
zusammen und wird von BLOEMBERGEN mit 


4nnas 
Te, rot = aE (69) 
angenommen (a = Molekiilradius, 7 = Viskositaét); die translatorische 
Beweglichkeit (zx?) ist durch die Diffusionskonstante D bestimmt und 
a 
Te, trans = 12 D D’ (70) 


Den zeitlichen Mittelwert von G -G* kann man bei schneller Bewegung durch 
raumliche Mittelung ersetzen; ist r wieder der Proton-Proton-Abstand, 
dann wird 


Es (71) 
G,-Ge = ae 
und schlieBlich 
4 a vals 3 %,20¢ + kee ce ee eo) 


Bei normaler Zimmertemperatur wird damit JT, = 3,4 sec, ein Wert, der 
von GIULOTTO und Mitarbeitern [28] auch experimentell gefunden wurde. 
Doch bereits der normalerweise im Wasser geléste Sauerstoff (O, ist para- 
magnetisch) setzt T, auf 2,3 sec herab. Durch Zugabe weiterer paramagne- 
tischer Terme lat sich 7’, auf 10-4 sec und weniger verkiirzen (vgl. Bild 1). 

Die Berechnung von T,/ und damit des Linienbreitenparameters T, 1aBt sich 
nach (67) explizit nur unvollkommen durchfihren ; allgemein kann man aber 
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sagen, da 7,’ etwa in derselben GrdSenordnung, in manchen Fallen auc 
kleiner ist. Nach (68) gilt stets 


4 


T, und T, annahernd gleich sind. Aus den letzten speziellen Uberlegunge? 
sieht man weiterhin, welche Schwierigkeiten bei der Berechnung auch von 
von Flissigkeiten mit komplizierteren Molekiilen auftreten, wenn jede 
Molekiil etwa mehrere Protonengruppen besitzt, die einzeln noch frei drehba; 
sein kénnen. 
Das wesentliche Ergebnis dieser Uberlegungen ist, da8 in normalen Fliissigi 
keiten die Dipol-Dipol- Wechselwirkung durch die thermische Bewegung zum 
groBten Teil ,,ausgemittelt‘‘ wird; wir erhalten Linien 


4. Einfliisse der Elektronenhiille 


Wir setzen weiterhin Molekiile ohne resultierendes Elektronenmomen 
voraus, wollen aber nunmehr untersuchen, welche Einfliisse auch » nicht 
paramagnetische“ Elektronenhiillen auf Kerninduktionssignale ausiibe 
kénnen. Dazu iiberlegen wir uns, welche zusatzlichen Feldkomponente 
dabei auftreten. 

Zunachst betrachten wir die Probe als Ganzes; infolge der diamagnetischen 
Suszeptibilitaét (GréBenordnung 10-°) ist das Feld im Innern nicht mit dem 
auBen angelegten identisch; die Abweichung hangt nicht nur von Xp, sonder i 
auch von der Probenform ab. Die tiblichen klassischen Rechnungen ergeben 
fiir das auf das betrachtete Molekiil oder Atom wirkende Feld 


sig (04 (AE =n) ao) a 


x ist hierbei der Entmagnetisierungsfaktor der Probe. In den meisten Falle 
verwendet man kugelférmige Proben; dann wird x — 4x/3, und der EinfluB 
der makroskopischen Suszeptibilitat verschwindet vollkommen. Wir lassen 
daher diesen Anteil auch weiterhin auBer Betracht. 
Das Feld am Kernort (H,) wird weiterhin durch dic umgebende (diamagne- 
tische) Elektronenhiille beeinflu8t, und zwar geschwacht, so daB wir 


rN 


H, = —o-H, (75) 


schreiben kénnen. Dieser Abschirmeffekt ist bereits klassisch zu verstehen ;; 
er wurde 1941 erstmalig von LAMB [29] fiir Atome berechnet, und in erster| 


Naherung gilt 
e bis te yak | 
Oo, = ima | © Us ‘ (76) 
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(e, m = Elektronenladung und -masse, 9 = Elektronendichte, dt = Volumen- 
element, r = Abstand vom Kern; das Integral ist tiber den gesamten Bereich 
der Elektronenhiille zu erstrecken). Die sich danach fiir-Atome ergebenden 
Korrekturen nehmen mit der Anzahl der Elektronen, d.h. mit der Kern- 
ladungszahl, zu und liegen zwischen rd. 4- 10-° fiir Wasserstoffatome und 
rd. 10-? fiir Wismut. Die Berechnung der Abschirmkonstanten bei Molekilen 
stoBt auf erhebliche Schwierigkeiten ; von RAMSEY [30] wurden verschiedene 
Verbesserungen von (76) angegeben; praktisch konnte man damit bisher 
aber nur o fiir das H,-Molekiil (2,66 - 10-5) berechnen. 

Dieser Effekt ruft eine Verschiebung der magnetischen Kernresonanz- 
frequenz hervor; er muB bei der Absolutbestimmung von gyromagnetischen 
Verhaltnissen oder von Kernmomenten beriicksichtigt werden, entzieht sich 
aber der Beobachtung mit Kerninduktionsmethoden, da er proportional der 
auBeren Feldstarke ist. 

Das besondere Augenmerk von seiten der Kerninduktion wurde erst wieder 
auf diesen Abschirmeffekt gelenkt, als Proctor, Yu und DICKINSON [31] 
auch in Flissigkeiten!) Linienaufspaltungen beobachteten (z. B. an N14- 
und P®!-Resonanzen). Kurz danach fanden HAHN und MAXWELL [33] bei 
Spin-Echo-Untersuchungen an Athylalkohol eine ,,Modulation“ der Echo- 
Amplitude des Protonen-Signals, die nur durch Uberlagerung von zwei 
Signalen, die zu verschiedenen Resonanzfrequenzen gehéren, erklart werden 
konnte. 

Um diese Effekte genauer untersuchen zu kénnen, begann die Entwicklung 
leistungsfahiger Spektrographen. Damit gelang es nicht nur, diese Linien- 
aufspaltung auf Veradnderungen der Elektronenhiille durch chemische 
Bindungen zuriickzufiihren; man fand auch eine weitere Multiplettstruktur 
als Folge von indirekter Spin-Spin-Kopplung (iiber die Elektronenhille). 
Obwohl es bisher noch nicht mdglich ist, diese Effekte quantitativ aus dem 
Zustand der Elektronenschale der Molekiile abzuleiten, iibersieht man heute 
diese Zusammenhange so weit, da8 die Untersuchung der Feinstruktur von 
magnetischen Kernresonanzen zu einem wichtigen Hilfsmittel der Molekil- 
forschung geworden ist. 


4.1 Chemische Verschiebung 


Die Abschirmkonstante nach (76) ist von der Struktur der Elektronenhiille 
und damit auch vom Bindungszustand des beobachteten Atoms abhangig. 
Sind in einem Molekiil Atome desselben Isotopes auf verschiedene Weise 
chemisch gebunden, wie z. B. Nin NH,NO;, dann werden auch die Abschirm- 
konstanten verschieden sein, d. h. bei gleichem auBeren Feld sind die effek- 
tiven Felder am Ort der einzelnen Atomkerne verschieden. Infolgedessen 
beobachtet man eine Aufspaltung des urspriinglich einfachen Kerninduktions- 
signales. Aus (76) geht weiter hervor, daB die dem Kern unmittelbar benach- 
barten Elektronen einen wesentlich gréBeren Einflu8 haben als die duBere 
1) Kurz vorher hatte KnicuT [12] Linienverschiebungen in metallischen Proben beob- 
achtet, die auf den Paramagnetismus der Leitungselektronen zuriickgefiihrt werden 
konnten. 
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Schale; diese chemische Verschiebung wird daher in erster Naherung eine 
Kigenschaft der Molekilgruppe sein, der der Kern unmittelbar angehort. 

Es ware wiinschenswert, wenn man o fiir jeden Kern berechnen k6énnte; 
Ramsay [30] fand eine Korrektur fiir (76), die sich mit einigen Vereinfa- 
fachungen (Ersetzung der verschiedenen Energiedifferenzen der Elektronen- 
niveaus H,, — H, durch Mittelwerte A E usw.) in der Form 


Ce lat 4 
J Gee ppt core | 


schreiben 1a8t. mj ist der Operator fiir das magnetische Bahnmoment des 


0 

o mM, 
OL OE 
Th 


j,k 


j-ten Elektrons im Grundzustand und (.--) das entsprechende Element der | 
Ubergangsmatrix. Jedoch selbst in dieser Form ist eine praktische Aus- | 


wertung fiir allgemeine Falle nicht méglich. 

Experimentell kann man nur die Differenz der Abschirmkonstanten fest- 
stellen, wenn man die Aufspaltung der Resonanzfrequenz eines Kernes miBt, 
der in zwei verschiedenen Verbindungen vorkommt. Derartige Versuchs- 
bedingungen kann man in einer Probe bequem herstellen. Seien H aund Hz 
die 4uBeren Feldstirken, bei denen man scheinbar die Signale fiir die beiden 
Verbindungen A und B beobachtet, dann charakterisiert man diesen Effekt 
durch 


Ota ogists Ones wy = 78 
2 B Hy, A, Vo ( ) 
Proton - Type -0,50 - 0,25 0,00 + 025 + 0,50 + 0.75 

NAH (2°-Alkylamine) (2) 

CK,—C < (22) 

NH, (Alkylamine) (6) 

CH, (Cyclisch) (9) 

C4A,—C = (7) 

CH, —,§ <> (73) 

CH, — C= (10) 
SH (Mercaptan ) (1) 
CH—WN (6) 
CH= (4) 
SH (Thiopheno! ) (1) 
NH (2°-Arylamine) (2) 
C—CH—X (2%) 
CH,—O— (7) 
NA, (Arylamine) (8) 
OH (Alcohal ) (17) 
C=CH—C (10) 
CH, = (7) 

oS (47) | 
OH (Pheno/ ) (4) 
NH, (Amide ) (7) 

X — CHO (5) 
C —CHO (8) 
COOH (8) 
50,H (3) 

- 0,50 -0,25 0,00 5 +025 ‘40,50 + 0,75 


4 


. > ’ . Ld . = : . =N 
Bild 6. Chemische Verschiebung der Protonenresonanz fiir verschiedene Molekiilgruppen bei H ~'6300 G. 
(Die 6-Werte sind mit 10° multipliziert, nach Messungen von GUTOWSKY). * 


0) (77) | 


- sicht tiber die Verschie- 
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_ Ov ist der Frequenzabstand der beiden Linien und » die mittlere Resonanz- 
_ frequenz. 

_ In dem bereits erwahnten Beispiel des Ammonium-Nitrates findet man bei 
v9 = 3,3 MHz zwei Linien mit dv = 1,6 kHz, d. h. in diesem Falle liegt 6 bei 
 4,3-10-4. Die bisher gré8te Verschiebung fand man mit 1,3 - 10-? zwischen 
_ verschiedenen Kobalt-Verbindungen; fiir Protonen sind die Werte noch um 
1 bis 2 GréBenordnungen kleiner als fiir Stickstoff. Da dieser chemische Effekt 
durch die Elektronenhiille bedingt ist, hat 6 fiir alle Kernsorten desselben Ele- 


-mentes denselben Wert, 

bwohl di : 

oe ee ae eee 
sheet Lelia | | 
ition apap cd | | 


sehr verschieden sind. 
Als Beispiel wollen wir 
in Bild 6 nur eine Uber- 


bung der Protonen-Re- 
sonanz in verschiedenen 
Molekiilgruppen bringen. 
Diese Tabelle wurde von 
_ GuTowsky aus Messun- 
gen an mehr als 200 ver- 
schiedenen Verbindungen 


i 
BE ae 
a 
N 


zusammengestellt; die 

waagerechten Striche A B C 

geben die Streuung der f eBts 
gemessenen Werte, die Bild 7. Protonenspektrum von Athylalkohol mit chemischer Verschie- 
-senkrechten Marken die bung (nach [36]). 


haufigsten MeBwerte wie- 

der. Man sieht, daB die Additivitat recht gut erfiillt ist. 

Fin klassisches Beispiel, auf das wir spiter nochmals zuriickkommen werden, 
zeigt Bild 7. Es zeigt das erste aufgeloste Protonenspektrum von Athyl- 
alkohol; die Linienintensitaiten, d.h. die integrale Absorption, sind der 
Anzahl der beteiligten Kerne proportional. Auf Grund dieser Regel mu8 man 
die starksten Linien den Protonen der CH,-Gruppe, die mittlere denen der 
_ CH,-Gruppe und die letzte dem OH-Proton zuschreiben. Diese Zuordnung 
werden wir im nachsten Abschnitt noch durch andere Effekte bestatigen 
konnen. 
Voraussetzung fiir die Beobachtung dieser chemischen Verschiebungen ist 
natiirlich, da& die dadurch bedingte Aufspaltung nicht durch die in den 
friiheren Abschnitten behandelte Dipol-Dipol-Kopplung tiberdeckt wird; 
Messungen dieser Art kénnen also nur in Fliissigkeiten mit gentigend langen 
Relaxationszeiten (7,, 7, 1 sec) durchgefiihrt werden. Auf die sich dadurch 
fiir die experimentelle Technik ergebenden Schwierigkeiten kénnen wir 
nicht eingehen. 

Ein weiteres Problem, das noch nicht endgiiltig geldst ist, stellt die Linien- 
form der einzelnen Komponenten dar. Sie wird einmal durch die noch ver- 
bleibende Spin-Spin- und Spin- Gitter- Wechselwirkung beeinfluBt; in Praxi 
hangt sie auBerdem noch in starkem Ma8e von den jetzt sehr kritischen 
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experimentellen Parametern (H,, Durchgangsgeschwindigkeit, Feldinho 
genitaten) ab. 

Nach (76) kann man noch vermuten, daB die Einfliisse der elektronisch 
Komponenten in o und damit auch in 6 additiv sind. Um das zu Prats 
untersuchten GUTOWSKY und Mitarbeiter [34] die F!°-Resonanz in mel 
fachsubstituierten Benzolderivaten. Gemessen wurde die Verschiebung d 
in 1-Stellung befindlichen F!°.Resonanz gegeniiber C,H;F. Die Verschiebu 
in polysubstituierten Derivaten miBte sich dann additiv aus denen der | 
substituierten zusammensetzen. Die folgende Tabelle gibt einige Beispia 
hieraus. 


Chemische Verschiebung der F!9-Resonanz in Benzolderivaten ([34], 6 - 108) 
disubstituierte Benzolderivate 
OO 


zweiter 

Substituent Ortho-St. Meta-St. Para-St. 
NOs — 5,6 + 3,3 + 10,8 
NH, b= 93.1 —0,2 6 
FH, — 2,59 3,1 ey 
: +19,3 +2,6 ale 


polysubstituierte Benzolderivate 


Substituent 


3-NO,, 4-NH, Pahl 36 
2-NO,, 4-NH, — 20,2 ait 4: 
3-E, 5-1 lke =1,% 
2,4-Di NO, + 5,2 +0,2 
2-NH,, 4-F — 29,5 + 0,8 


Die Additivitat stimmt i. a. recht gut. Daraus lassen sich qualitativ nog 
weitere Schliisse auf die Elektronenstruktur ziehen. 


Beziiglich weiterer experimenteller Beispiele verweisen wir auf das Literatu 
verzeichnis. 


4.2 Indirekte Spin- Spin-Kopplung 


Bei geniigend groBem Auflésungsvermégen beobachtet man nicht nur 
einfachen Verschiebungskomponenten wie in Bild 7, sondern u. U. eine weiten 
Aufspaltung jeder einzelnen Linie in Multipletts (Bild 8); Voraussetzung is 


1) In Gasen waren diese Effekte natiirlich auch beobachtbar; manshat'sie dort aber noc} 
nicht gefunden, da die Linienintensitaten wesentlich schwacher sind; nur im HD-Gal 
wurden bisher Multipletts beobachtet; s. die folgenden Ausfiihrungen. 
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Die Erklarung dieser Multiplett-Aufspaltung wurde zuerst von GUTOWSKY 
(34], HAHN und MAXWELL [33] angedeutet; ihre endgiiltige Form erhielt sie 
jedoch erst durch RAMSEY und PURCELL [35]. Wir erlautern das Grundsatz- 
| liche am HD-Molekil. Im Singulett-Zustand miissen die Spins der beiden 
| Elektronen antiparallel 
_ sein. Weiterhin wird das in 


_ der Nahe des Protons be- So0/S5n000 Ch Ha b 
findliche Elektron mit I PE a HK 
SUMNER AREGSTTRGRR eee Ee 


_ gr6Berer Wahrscheinlich- 


, keit antiparallel zum Pro- 
tonenspin sein als parallel. | | | | | | 
Durch diese beiden Er- 


scheinungen ist die Orien- ap. 
tierung des ,,zum Deute- o 450 c/s 

i “ce 

sacaene EES Ree eeee ee 

ron gehorigen Elektrons seraees sanseses 
und damit auch Richtung sara br a 

6 VASA PY a 
und GréBe des dadurch PERE BEE ter ptr peer cbr et 
hervorgerufenen Zusatz- 
feldes vorgeschrieben. Da 
das Proton zwei mégliche 
Orientierungen im 4ubBe- 
ren Magnetfeld einnehmen 
kann, treten zwei ver- ig LT ra ioe CRANE DE OD a? 
schiedene Zusatzfelder am : . 4 

. . Bild 8. Protonenspektrum von Athylalkohol bei gréBerem Auf- 

Ort des Deuterons auf, die lésungsvermégen : chemische Verschiebung und Multiplett- 
D-Resonanz wird in ein Struktur in erster Naherung (nach [36]) 
Dublett a) wasserfrei; b) mit etwas H,O gemischt. 


OP t= 2-1/2 1) 


aufgespalten. Umgekehrt | 
wird auch das Deuteron 
aufdas Protonriickwirken; 
da IJ,=1 ist, erwartet 
man fiir die Protonenlinie . 
eine Triplett-Aufspaltung. 
Dieser Effekt wurde durch 
Messungen verschiedener 
Autoren experimentell be- 
statigt (Bild 9); der Ab- 


stand der Komponenten Bild 9. Protonen- (obere Kurve) und Deuteronen- (untere Kurve) 
Pp Resonanz in HD-Gas (nach [37}). 


betragt sowohl bei den Die FrequenzmaBstabe sind verschieden; der Abstand be- 
Protonen — als auch bei nachbarter Linien betragt in beiden Fallen 43 Hz. 
den Deuteronen — Reso- : 


nanzen rd. 43 Hz. Im FeldmaBstab gemessen verhalten sich demnach die 
Aufspaltungen wie yp:yp. | 

Es handelt sich demnach um eine indirekte Spin-Spin-Kopplung zwischen 
den Kernen auf dem Umweg iiber die Elektronenhiille; da dieser Effekt von 
der Orientierung der Verbindungslinien beider Kerne zum auferen Magnet- 
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feld unabhangig ist, kann er nicht durch die Molekularbewegung ausgemit 

werden; aus diesen Modellvorstellungen geht weiterhin hervor, daB « 
Multiplett-Aufspaltung von der Starke des auBeren Magnetfeldes una 
hangig ist. 
Diese Kopplung tritt nicht nur zwischen verschiedenartigen Kernen auf, 

ist auch zwischen Kernen desselben Isotops vorhanden, wenn die Resona 

frequenzen etwa durch chemische Effekte etwas verschieden sind. Bei Kor 
lung zwischen Spin-Gruppen ist aber nicht der Spin des einzelnen Kern 
heranzuziehen, sondern der resultierende Spin der Gruppe. Sind in der i-tf 
Gruppe n, gleichartige Kerne vereinigt, dann ist der maximale Gruppensy 
n,1,; infolgedessen kann diese Gruppe eine Aufspaltung der Nachbarresona ; 
in maximal 2n;7; + 1 Komponenten hervorrufen. Die Intensitaten der et 
zelnen Multiplett-Komponenten hangen von der Anzahl der Méglichkeit 
ab, eine bestimmte Linie zu erzeugen. Daraus folgt weiterhin, daB die Amp 
tuden in dieser ersten Naherung nach auBen hin symmetrisch zur Mittellir} 
abnehmen miissen. (Die 4uBeren Linien werden nur bei maximalem Gruppel 
spin entstehen; die inneren treten aber bereits auf, wenn der resultiereni 
Spin kleiner als n; J; ist.) | 
Auf das CH;CH,OH-Molekiil angewandt (Bild 8), muB8B die H,-Linie dur 
Wechselwirkung mit der H,-Gruppe in 2-2. 1/2 + 1 =3 Komponenten av 
gespalten werden; dasselbe muB fiir die OH-Linie zutreffen. Die H,- Grup) 
wird durch die H;-Gruppe in 4 und durch das OH-Proton in 2, also insgi 
samt in 8 Komponente aufgespalten. Diese Vermutung wurde durch ARNO J 
[36] experimentell bestatigt. Wird der Athylalkohol allerdings nicht som 
faltigst von Wasser befreit, dann fallt der EinfluB der OH. Gruppe weg (0) 
bleibt einfach, H, vierfach). ARNOLD erklarte diese Erscheinung durch di 
Annahme, da8 das OH-Proton in standigem Austausch mit einem Prot¢é 
des H,0-Molekiils begriffen ist; dadurch wird die indirekte Spin-Spin-Kop} 
lung mit diesem Proton eliminiert. 
Zur quantitativen Erfassung dieser Aufspaltung setzen wir die mittle} 
Kopplungsenergie zwischen zwei Kernen 4 und B in der Form 


Bay = h- Jan -Sh-%p (7) 


an, gehen also von einer rein skalaren Wechselwirkung aus!). Die Berechnu 
des Wechselwirkungsfaktors 6, war bisher nur beim einfachsten Molekiil 
moglich und fiihrte zu dem bereits experimentell gefundenen Wert2). 

Nimmt man an, J 4; sei bekannt, dann la8t sich mit Hilfe von (79) das Liniet 
spektrum vollstandig ausrechnen. Wir charakterisieren hierzu die R-te Spit 
Gruppe, welche aus np Kernen bestehen soll, durch die Resonanzfrequenz 


Or = Yr (1 + op) - A. (st 


1) Der Buchstabe J fiir die Kopplungskonstante wurde von HAHN und MAXWELL ei 
gefiihrt (er hat nichts mit der Drehimpulsquantenzahl der Elektronenhiille des Molekiz 
zu tun). Man spricht daher auch oft von J -Kopplung. 
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Dann kann man die Gesamtenergie 


1 
H = —h Ole +> dS Jrs Ips (81) 
R RS+R 
schreiben. Ip ist jetzt der Operator der Spin- Gruppe 
Tr = S'Ik, (82) 
und Ip, dessen z-Komponente. Fiir den Gruppenspin gilt 
Ip =! Mp Tp MrlIp, —1,...90. (83) 
Weiterhin muB 
Irs =Isr (84) 


sein. 

Die weitere Berechnung der Ubergangsfrequenzen erfolgt nach einem ahn- 
lichen Prinzip, wie wir es bereits friiher andeuteten: Man stellt die Kompo- 
nenten durch die rotatorischen Operatoren I, , bzw. Ip_ usw. dar, stellt 
die Ubergangsmatrizen auf und untersucht die nicht verschwindenden Ele- 
mente. Im allgemeinen Falle ist die Auflosung jedoch recht schwierig, da 
durch die J-Kopplung die einzelnen Spin-Gruppen nicht mehr voneinander 
unabhangig sind. Man geht dann zunachst vom vollstandig entkoppelten 
System (Jzs = 0) aus [39], dessen Eigenwerte 


Ey = —h(wgmg + Wgmg +---) (85) 


man sofort hinschreiben kann. Dann bestimmt man die unitare Transforma- 
tionsmatrix, welche die zugehérigen Higenfunktionen in die des allgemeinen 
Falles iiberfiihrt. Das fihrt auf Bestimmungsgleichungen héherer Ordnung, 
die nur in Spezialfallen losbar sind. 

Einfachere Beziehungen erhilt man, wenn man zunachst sehr schwache 


Kopplung, d. h. 
|Jan| << | — wz| (86) 


annimmt; dann kann man beide Effekte noch getrennt behandeln und findet 
in erster Naherung als Kigenwertspektrum bei zwei Spingruppen 


Ey, = —h(wagm, + Wy mg + Jap M4 ms). (87) 


Diese Beziehung enthalt alle Aussagen, die wir bisher aus anschaulichen Uber- 
legungen bei der Deutung einfacher Experimente machten. 

In zweiter Naherung fiihrt die Riickwirkung der Multiplett-Aufspaltung auf 
die chemische Verschiebung zu Abweichungen von der Aquidistanz der 
Linien; das Frequenzspektrum wird durch 


J2 
Oo =w4+JS43Me + Sy marie Ci Cy ek 
— Mz(mz + 1) + 2m, mz) (88) 


wiedergegeben. 
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BANERJEE, Das, SAHA [39] haben noch héhere Naherungen berechnet; 
geben in Bild 10 nur ein Beispiel dieser Ergebnisse graphisch wieder. 
Experimentell konnten auch diese Effekte bestatigt werden. ARNOLD [36 
fand bei noch héherem Auflésungsvermégen (~ 108) fiir Protonen in Athy] 
Alkohol das in Bild 11 wiedergegebene Spektrum, das mit den theoretisch 
berechneten Linien gut tibereinstimmt. 
Wahrend die chemische Verschiebung charakteristisch ist fiir die Molekiil- 
gruppe, der das untersuchte Kernmoment angehért, wird die Multiplett- 
Struktur durch die Gestalt der Nachbargruppen bestimmt. Beide Effekte zu 
sammen ergeben demnach sehr sicher 


1(9-2I/6) ___._—sC Anhaltspunkte tiber die Struktur von 
@y-J we I I===-—— = Molekiilen. Auf weitere LEinzelheite 
Wa ==-------—— miissen wir in diesem Rahmen verzichten. 
@; tJ p——-- ~~ 


~ TV6 2 fn SS ae Ge es ca 
° 10 20 
Bild 10. Frequenzspektrum bei Kopplung Bild 11. Feinstruktur der mittleren Linie von Bild 7 bei 
zwischen chemischer Verschiebung sehr hohem Auflésungsvermégen (nach [36]). 
und Multiplett-Aufspaltung (nach a) wasserfrei; b) mit etwas Wasser. 
[39]). 
ee 1, nB = 2, = "Ta. 


Das linke Spektrum gilt fiir 7/d=1/,0, * . 
déscchts the oat. Bie ante Wir wollen nur noch auf eine Methode 


Linien stehenden Zahlen geben die hinweisen, durch welche obige Ergeb- 
Amplituden wieder. nisse noch iiberpriift werden kénnen. 

Es werden die Ubergiinge der Frequenz 

w, untersucht; gleichzeitig strahlt man aber ein starkes Hochfrequenzfeld | 
der Frequenz w» auf die Probe ein, so daf fiir diese zweite Spin- Gruppe Satti- | 
gung eintritt. Dann bedeutet das — wenn wir nochmals an die Darstellung 
der Spin- Bewegungen im rotierenden Koordinatensystem (mit wz) denken — 
daB die Momente der B-Gruppe sehr schnell um die rotierende Achse senk- 
recht zu H Nutationen ausfiihren, wahrend die A-Gruppe praktisch unbeein- | 
fluBt bleibt. Das bedeutet, diez-Komponente von yz verschwindet. Wenn somit 
wa nur eine z-Komponente, ¥, nur eine Komponente senkrécht*zur z-Achse 
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hat, kann keine skalare Dipol-Dipol-Wechselwirkung mehr zwischen beiden 
Systemen stattfinden, d. h. die urspriinglich vom B-System bei der A-Gruppe 
induzierte Multiplett-Aufspaltung wird riickgingig gemacht. Man kann auf 
diese Weise feststellen, welche Gruppe die Multiplett-Struktur hervorruft. 
Diese Doppelfrequenzmethode wurde u. a. von ANDERSON [40] ausgiebig be- 
nutzt, um Feinstrukturen zu analysieren. 


5. Schlu8Sbetrachtungen 


Wir haben uns auf die Darstellung von Signalformen beschrankt, die nur 
durch reine Dipol-Effekte bestimmt sind. Quadrupoleinfliisse, welche in 
Flissigkeiten zusitzliche Relaxationsterme und in Festkérpern weitere 
Linienaufspaltungen erzeugen, haben wir weggelassen. Unsere Betrach- 
tungen gelten demnach exakt nur fiir Systeme, mit J = 1/2 (kein Quadrupol- 
moment méglich), oder in denen keine elektrischen Feldgradienten auftreten, 
diese Bedingungen werden jedoch in vielen, fiir die Praxis wichtigen Fallen 
erfullt. ' 

Weiterhin haben wir uns nur auf die grundsatzlichen Beziehungen beschrankt 
und diese an wenigen Beispielen erlautert. Uber Kerninduktion sind in den 
ersten 10 Jahren seit den ersten erfolgreichen Experimenten rd. 900 Kinzel- 
arbeiten erschienen, von denen sich mindestens 70% mit Problemen der 
Linienform befassen. Im Rahmen eines derartigen Berichtes ist es auch nicht 
annahernd méglich, einen Uberblick iiber alle bisherigen Erfahrungen zu 


_ geben. Diese Liicke soll das spezielle Literaturverzeichnis am Schlusse wenig- 


stens teilweise fiillen. 

Bereits aus den hier behandelten Fallen geht hervor, daB es praktisch un- 
moglich sein wird, einen allgemeinen Formalismus aufzustellen, der alle 
Phanomene umfa8t. Selbst wenn man diesen hatte, wiirde die praktische An- 
wendung an der Uniibersichtlichkeit scheitern. Diese Schwierigkeit rihrt 
nicht zuletzt daher, da8 man sich nicht nur auf rein kernphysikalische Er- 
scheinungen beschranken darf — damit lassen sich z. B. Molekularstrahl- 
resonanzexperimente ziemlich umfassend beschreiben —, sondern auch andere 
mit der Natur der verschiedenen Aggregatzustande verknipften Vorgange 
mit erfaBt werden. miissen. Andererseits beruht gerade auf dieser Kopplung 
mit anderen Disziplinen der Physik die allgemeine Bedeutung der Kerninduk- 
tion. 

Die relativ starke Wechselwirkung zwischen den Kernmomenten hat auch 
grundsitzliche Fragen aufgeworfen. Es scheint einer Nachprifung wert, in- 
wieweit die zunachst fiir isolierte Systeme entwickelte Form der Diracschen 
Stérungstheorie auch auf so relativ kompakte Ansammlungen von Kernspins 
angewandt werden darf. Auch die Giiltigkeit der klassischen Formulierung, 
die sonst im Bereich des Magnetismus zu brauchbaren Formulierungen 
fihrt, scheint in Frage gestellt. 

Die gegebene Darstellung von Kernspin-Systemen schcinen die Dichtematri- 
zen zu sein. BLOCH, WANGSNESS, SEIDEN, VOJTA u. a. [41] haben die oben 
angedeuteten Probleme untersucht; die bis jetzt erzielten Ergebnisse bringen 
zwar Ergiinzungen und Abgrenzungen der alteren Verfahren, lassen die 
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wesentlichen Resultate aber ungedndert. Wir haben es deshalb vorgezogen 
auf die klassische und die bekannten quantenmechanischen Behandlunge 
zuruckzugreifen. 
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Summary 


A summarizing and critical report is given (containing 10 published and 5 unpublished 
papers) about a teamwork, leaded by v. WEIZSACKER, on shock waves and their inter- 
actions. The aim of this team was to prepare the way for a theory of supersonic turbu- 
lence, which is strongly needed in astrophysics. The following results have been 
reached: 

1. Let a single, plain, strong shock wave propagate into a gas of uniform density and 
velocity. Under the single condition that no large supply of momentum is pushing from 
behind, all initial distributions (of density, velocity and temperature behind the front) 
reach after a short time asymptotically the same distribution which is called the ‘“‘stan- 
dard solution”. It is time-independent apart from its scale factors. 

2. This standard solution has been identified with a homology solution with a critical 
value k, of the homology parameter k, while ail values other than k, lead to singularities 
of density or temperature at finite distances. Some attemps have been made to prove 
the stability of this solution. 
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3. In the standard solution as well as in many other hydrodynamical problems we gé 
velocity distributions which are almost linear with distance. Thus the class of lines 
solutions of the Eulerian equations has been investigated. 
4. The loss of energy by radiation has been calculated, the results are applied to cosmic< 
data. In the limiting case of very strong radiation, we get the instationary “isotherm 
shock wave”. There may exist an isothermal standard solution too, but it cannot 
time-independent. 

5. Shock waves of all strengths in magnetic fields of all strengths and all directions ha 
been treated. There seems to exist three different kinds of shock waves. ] 
6. Some examples have been calculated of the interaction of two instationary, paralle 
strong shock waves, showing the resulting distributions and their time-development. 
7. In a preliminary way, a field of interacting shock waves (of various velocities an 
lengths) has been treated by Monte-Carlo-method, in order to show how a state of equili 
brium might be set up and in which statistical terms it can be described. 


Einleitung 


Am Max-Planck-Institut fiir Physik in Gottingen entstand 1953 unter de> 
Leitung von C. F. v. Weizsacker eine Arbeitsgruppe, deren etwa acht Teil! 
nehmer sich in enger Zusammenarbeit mit dem Problem starker eer 
befaBten. Den AnlaB hierzu bildete die Notwendigkeit, fiir viele Problems 
der Astrophysik nach einer Art ,,Theorie der Turbulenz mit Uberschall 
geschwindigkeit‘‘ zu suchen. Verschiedene Uberlegungen fiihrten dazu, dies 
nicht auf dem sonst tiblichen, direkten Wege der Korrelations-Statistik zu 
versuchen, sondern bei den Details zu beginnen; und was bei Unterschall} 
geschwindigkeit die (etwas fiktiven) Turbulenzelemente sind, das diirfter 
bei Uberschallgeschwindigkeit die (phanomenologisch besser definierten 
StoBfronten sein. | 
Kin weiterer Anla& zur Beschaftigung mit StoBfronten geht von der mere | 
tung direkt aus. Die Aufnahmen einiger Emissionsnebel zeigen eine Vielfal 
von filamentartigen Strukturen, und es ist durchaus moglich, da8 ein Tei 
dieser Filamente erklart werden kénnte entweder als scitlich projizierte 
StoBfront oder als Schnittlinie zweier sich schrag schneidender Fronten. 

Aus diesem Arbeitskreis sind inzwischen 10 Arbeiten verdffentlicht worden 
Weiterhin liegen vor: drei nicht veréffentlichte Dissertationen, zwei weitere 
Arbeiten und eine Reihe sonstiger Uberlegungen und Diskussionsergebnisse 
Nun hat sich diese Arbeitsgruppe jetzt wieder aufgelést. Innerhalb unseres 


, GroBeinsatz‘ zu verfolgen, und wir hoffen, da® diese Idee in irgendeine 
anderen Arbeitskreis erneut aufgegriffen und fortgefiihrt werden moge. 

So ist es das Ziel der vorliegenden Arbeit, alles Bisherige zusammenzufassen 
und in die gemeinsame Linie einzuordnen, um somit als Basis fiir ein erneutess 


direkten Programmes, eine ganze Reihe einzelner Fragen dér Hydrodynamik| 


angegriffen und bearbeitet haben, die auch fiir vollig andere Prebleme niitz- 
lich sein mégen. 


. 
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I. Fragestellung und Programm 
1. AnlaB 


Fiir viele Probleme der Astrophysik besteht seit einigen Jahren das dringende 
Bediirfnis nach einer Theorie der Turbulenz bei Uberschallgeschwindigkeit. 
Als ein Beispiel méchten wir kurz die Bewegungsverhaltnisse der interstella- 
ren Materie skizzieren. Die stark auf die Ebene der MilchstraBe konzentrierte 
interstellare Materie besteht zum itiberwiegenden Teil aus atomarem Wasser- 
stoff, ihre Dichte betragt im Mittel etwa 10-24 bis 10°?3 g/cm’. Man unter- 
scheidet die nicht ionisierten HI-Regionen mit Temperaturen von 50—100 
Grad absolut, und die ionisierten HII-Regionen mit rund 10000 Grad. Die 
zugehorigen Schallgeschwindigkeiten betragen somit rund 1 km/sec (fir HI) 
und 10 km/sec (fiir HII). Diese haben wir mit den Strémungsgeschwindig- 
_keiten zu vergleichen. Die interstellare Materie nimmt teil an der allgemeinen 
Rotation um das Zentrum der MilchstraBe, die in Sonnenumgebung etwa 
250 km/sec betragt. Dieser Rotation ist iiberlagert eine ungeordnete Be- 
wegung (einzelner Gebiete oder Wolken) von der GréSenordnung 5 km/sec, 
einzelne schnelle Wolken kénnen jedoch Geschwindigkeiten bis zu 100 
km/sec besitzen. Noch hdhere Geschwindigkeiten kann man bei expandieren- 
den Hiillen nach Supernova-Ausbriichen finden, so z. B. 1000 km/sec beim 
Crab-Nebel. 
Wir sehen aus dieser Gegeniiberstellung, da& die den Bewegungszustand 
charakterisierenden Machzahlen M (Strdémungsgeschwindigkeit/Schallge- 
schwindigkeit) im allgemeinen in dem weiten Bereich zwischen 1 und 
100 streuen, Andererseits enthalten die bisherigen theoretischen Arbeiten 
iiber turbulente Bewegungsvorgange die Voraussetzung der Inkompressibili- 
tat (M < 1), so daB deren Ergebnisse sich kaum, oder nur in Sonderfallen, 
anwenden lassen. 
Der AnlaB, nach einer Theorie der Turbulenz bei groBen Machzahlen zu 
suchen, ist somit klar gegeben; und es ist nun die Frage, auf welchem Wege 
diese Theorie am besten anzugehen sei. —- Man kénnte zunachst daran 
denken, ahnlich wie im inkompressiblen Fall vorzugehen, indem man z. B. 
nach HEISENBERG [1] eine Fourieranalyse durchfiihrt, nach Vv. WEIZSACKER 
[2] eine Hierarchie ineinander geschachtelter Elemente betrachtet, oder nach 
CHANDRASEKHAR [3, 4] Korrelations-Tensoren einfiihrt. Die jetzt hinzu- 
kommende Kompressibilitat miiBte durch entsprechende Zusatzterme be- 
riicksichtigt werden. 
Es ist jedoch sehr die Frage, ob ein Ansatz dieser Art Erfolg haben kann. 
Sobald die raumlichen Geschwindigkeitsdifferenzen gro8er als die Schall- 
geschwindigkeit sind, muB es notwendig zur Bildung von Stoffronten 
kommen, die gegentiber dem inkompressiblen Fall etwas wesentlich Neues 
darstellen, und man kénnte ganz allgemein vermuten, dab sich allein deshalb 
die Ansitze des einen Falles nicht auf den anderen tibertragen lassen. Wir 
wollen diesen Punkt jedoch im folgenden naher ausfihren. 


2. Energie-Dissipation 
Bei den Ableitungen der Theorie der inkompressiblen Turbulenz ist im all- 
gemeinen die Einfiihrung eines Ahnlichkeitspostulates notig gewesen, etwa in 
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folgender Form: ,,Ist Z der Durchmesser der groBten, J, derjenige der klein- 
sten Turbulenzelemente, so soll innerhalb der durch |, < 1< L charakteri- 
sierten GroéBenordnungen der Betrag derjenigen Energie, die (pro g und sec) 
aus Klementen der GréBe / z. B. nach Elementen der GréBe 1/2 dissipiert’ 
wird, nicht von / abhangen.‘‘ Als Beispiel nennen wir die bereits zitierten: 
zwei Arbeiten von CHANDRASEKHAR [8, 4]: wahrend in der ersten Arbeit 
noch die Hoffnung ausgesprochen wird, eine solche Ahnlichkeitsbehauptung, 
zukiinftig nicht postulieren zu miissen, sondern ableiten zu kénnen, so muBte: 
sie doch in der zweiten Arbeit wieder ausdriicklich postuliert werden. 

Zum Verstiandnis dieses Punktes betrachten wir die Ableitungen der Formeln 
in [3, 4]. Es zeigt sich, daB Kontinuitatssatz und Impulssatz benutzt worden) 
sind, nicht dagegen der Energiesatz. Und es erscheint einleuchtend, daB man) 
aus den beiden ersten Satzen allein noch keine eindeutige Beschreibung der} 
Wirklichkeit erhalten kann. Es muB8 also, in irgendeiner Form, auch der} 
Energiesatz noch verwendet werden. Eine Verwendung in direkter Form) 
hieBe nun wohl, die Vorgange der Energie-Dissipation im einzelnen zu unter-| 
suchen, und das gesamte Feld der Turbulenz von den kleinsten Elementen, 
her schrittweise aufzubauen. Und dieser etwas miihevolle Weg ist nur da-) 
durch zu vermeiden gewesen, daB sich die Einfiihrung von Ahnlichkeits- 
postulaten als hinreichend und erfolgreich erwiesen hat. | 
Wahrend im inkompressiblen Fall die Kinfiihrung eines Ahnlichkeitspostulates } 
etwas durchaus Einleuchtendes hatte, so ist dies bei groBen Machzahlen | 
nicht mehr der Fall. Durch das Auftreten von Sto8fronten aller GroBen- | 
ordnungen wird jetzt aus jeder GréRenordnung ein Teil der Energie direkt} 
in Warme umgesetzt, nicht wie bisher nur auf dem Wege iiber kleinere und | 
kleinste Elemente. Vielleicht lieBe sich diesem Umstand durch eine abgewan- | 
delte Form des Postulates Rechnung tragen, wir méchten jedoch noch auf! 
einen weiteren (und wie uns scheint ernsteren) Einwand hinweisen. . 
Wir betrachten den Betrag und den Verbleib der dissipierten Energie. Haben 
Turbulenzelemente vom Durchmesser / die Geschwindigkeit w relativ zu/ 
ihrer Umgebung, so wird wahrend der Zeit l/w nahezu ihre ganze Energie | 
dissipiert, also etwa (1/2)w? (erg/g). Bis auf Faktoren der GréBe 1 betragt 
somit die Dissipation S (erg/g sec) 


S = wil, 


(Da bei Inkompressibilitat nach dem Ahnlichkeitspostulat auch S$: nicht von 
1 abhangen darf, ergibt sich hieraus das Kolmogoroffsche Spektrum der 
Turbulenz: w ~ I's.) Nach dem Dnurchlaufen immer kleinerer Elemente 
wird diese Energie zum Schlu8 in Warme umgesetzt. Fir die Erhaltung 
eines stationéren Zustandes ist dann eine entsprechende Energiezufuhr bei | 
den gré8ten Elementen notig. 

Im inkompressiblen Fall bedeutet M <1 zugleich auch: Turbulenzenergie 
< thermische Energie. Das aber heiBt: die aus der Dissipation stammende 
Zunahme der thermischen Energie ist relativ klein, und das resultierende 
zeitliche Anwachsen der Temperatur kann vernachlassigt werden. 
Das ist nicht mehr der Fall bei M > 1. Jetzt ist die Turbulenzenergie gréfer | 
als die thermische, und der Zuwachs an thermischer Energié wahrend der 
Zeit 1/w ist groBer als ihr urspriinglicher Betrag. Anschaulich ausgedriickt 


i 
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 hei®t dies: rithre ich das Gas in einem Gefi8 mit Uberschallgeschwindigkeit 
um, so ist bereits nach 2—3maligem Umrihren die Temperatur durch die 
Dissipation derartig angestiegen, daB die Schallgeschwindigkeit jetzt groBer 
geworden ist als die Geschwindigkeit des Umriihrens (M < 1). Ein statio- 
narer Zustand mit M > 1 kann also nur dann aufrecht erhalten werden, 
wenn fir eine auBerst schnelle Abgabe der erzeugten Warmeenergie gesorgt 


| ist. 


In der Praxis wird diese Energieabgabe durch Ausstrahlung innerhalb der StoB- 
fronten erfolgen. Und da die StoBfronten aller GroBenordnungen Energie 
abstrahlen werden, so erscheint es plausibel, daB eine statistische Analyse 
des Bewegungszustandes wohl nur unter ausdriicklicher Beriicksichtigung 
des Vorhandenseins und der Wirkung von StoBfronten méglich sein dirfte. 
Zur Veranschaulichung dieser Behauptung weisen wir zum Abschlu8 darauf 
hin, daB bei M > 1 das Spektrum der Turbulenz (oder ein ihm entsprechen- 
des Gesetz) von dem gegenseitigen Verhaltnis derjenigen Energien abhangen 
mu8, die von StoBfronten verschiedener Ausdehnung abgestrahlt werden. 
Und dies fihrt notwendig auf eine detaillierte Betrachtung der Vorgange 
innerhalb der StoBfronten. 

Eine weitere Bemerkung sei hier eingefiigt. Die fiir einen stationaren 
Zustand mit M > 1 nétige Schnelligkeit der Energieabstrahlung dirfte 
erst bei voll einsetzender Ionisation méglich sein, d.h. bei Fronttémpera- 
turen 7p > 10000° K. Fir M S1 und atomaren Wasserstoff ist 7Z'p» mit 
der Frontgeschwindigkeit V im Falle fehlender Abstrahlung nach den Formeln 
(2) und (3) verkniipft durch 


, Ty in°K 
a Cee V in km/sec. 
Hieraus ergibt sich, daB ein stationarer Zustand mit M > 1 nur fiir Ge- 
schwindigkeiten oberhalb von 20 km/sec moglich sein dirfte. 


3. Arbeitsprogramm 


Auf Grund von Uberlegungen der obigen Art ergab sich fiir die v. Weizsacker- 
sche Arbeitsgruppe etwa das folgende Programm: 


a) Zunachst ist die Frage der starken, instationdren, ebenen StoB8front zu 
behandeln, die (als einfachster Fall) in ein ruhendes Vorland konstanter 

_ Dichte lauft. , 

b) Die Abstrahlung der Energie innerhalb der StoBfront ist zu untersuchen, 
sowie ihre Riickwirkung auf die Verteilung von Dichte und Temperatur 
hinter der Front. 

ce) An zusatzlichen Komplikationen ist vor allem der Hinflu8 von Magnet- 
feldern zu beriicksichtigen. 

d) Die naichste Frage betrifft die verschiedenen Arten der Wechselwirkung 
zweier StoBfronten, zunachst vom Typ a), weiterhin auch mit Abstrahlung 
von Energie und vielleicht auch mit Magnetfeldern. 
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e) Nach Klarung aller dieser Einzelfragen wire fiir ein Feld ungeordn 
durcheinander laufender Sto8fronten aller Richtungen, Geschwind 
keiten und Ausdehnungen (bei geeigneter Energiezufuhr) nach einer A! 
stationdren Zustandes zu fragen, dessen Eigenschaften integral ut 
statistisch zu beschreiben sind. 


Falls es gelange, erfolgreich bis einschlieBlich Punkt e) durchzudringen, 
hatte man damit eine Theorie der Turbulenz bei hohen Machzahlen gewonne; 
Ks ist jedoch leicht einzusehen, da8 dies ein weiter und recht kompliziert 
Weg zu dem erstrebten Ziele ist. 
Das auf diesem Wege bisher Erreichte sei hier kurz zusammengefah} 
Punkt a) kann als abgeschlossen betrachtet werden. Aus fast beliebige 
Anfangsverteilungen stellt sich nach kurzer Zeit eine ,,Standardfront“ ei 
die als Homologielésung eines bestimmten Typs auch analytisch behandet 
werden konnte. Die Klasse der Homologielésungen und das damit verbunde 
Problem der Transformationsgruppen wurde eingehend untersucht, so 
auch die Frage nach der Stabilitat der Homologielésungen. 

Zu Punkt b) ist eine Arbeit iiber stationaére StoBfronten mit Energit 
abstrahlung abgeschlossen aber noch nicht verdffentlicht, und desgleichet 
eine Arbeit tiber den isothermen Grenzfall bei instationaren Fronten. 
Zu Punkt c) ist fertig behandelt der Einflu8 von Magnetfeldern belrepay 
Starke und Richtung auf stationére Fronten beliebiger Starke. 

Zu Punkt d) wurden berechnet die Wechselwirkungen von zwei starke 
instationadren, parallelen Standardfronten. 

Im Sinne von Punkt e) ist ein sehr vereinfachtes Modell mit Monte-Carl 
Methoden behandelt worden, um einen ersten Uberblick zu gewinnen itibe 
die Art, in der sich stationare Zustande ,,einspielen’’ kénnen. 


In den folgenden Kapiteln werden wir tiber die hier aufgezaihlten Arbeited 
im einzelnen berichten. 


II. Die instationire, starke, ebene Front 


Die Bewegung einer instationiren Sto8front und die Verteilung von Gel 
schwindigkeit w, Dichte @ und Druck p hinter der Front werden beschriebe 
durch ein totalhyperbolisches System von drei partiellen Differentialgleichur 
gen, zusammen mit den an der Front geltenden Randbedingungen. Mit 
sei die Zeit, mit # der Ort (in Fortpflanzungsrichtung der Front) bezeichnet 
und ein Index bedeutet die entsprechende partielle Ableitung. Dann lautet 
unsere Grundgleichungen in Eulerscher Schreibweise, unter Vernach! 
lassigung von Viskositat und Warmeleitung: 


Massenerhaltung 9; + wo, + ets = 0 

[ ] | ! Pe . ; { 

mpulserhaltung u,; + u ur, +—=0 . (1 
Q ba PSS 


Knergicerhaltung p, + wp, -+ xpu. =U 
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_ und an der Front haben wir bei starkem Sto8 (M > 1) die Randbedingungen 
(siehe z. B. [5]): 


' fe acal ay 
| C aliemedioet Co 
(2) 
x—1 4 . 
Ue 2 eu" = > ou 


' DaB die Anzahl der Randbedingungen um 1 kleiner ist als die Anzahl der 
| Grundgleichungen, liegt daran, daB die Front von genau einer Charakteristik 
ihres Hinterlandes noch erreicht wird, und somit nur noch zwei Freiheits- 
grade verbleiben. — Der jeweilige Ort der Front muB durch Integration einer 
weiteren Gleichung 


—™ 


x+1 4 


 berechnet werden. Hierbei ist ¢) die Dichte vor der Front, V die Geschwindig- 
keit der Front selbst und x das Verhaltnis der spezifischen Warmen. Im 
Hinblick auf unsere astrophysikalische Anwendung haben wir den Wert 
' fiir ein einatomiges Gas, x = 5/3, benutzt. Die Gleichungen (2) und (3) fassen 
wir zusammen unter der Bezeichnung ,,Frontbedingungen‘. 

' Die mit den obigen Gleichungen verbundenen Schwierigkeiten sind erstens 
mathematisch-technischer Art: die Gleichungen sind nicht linear, und der 
' Ort des Randes hangt von der Lésung selbst ab. Zweitens ist durch die bis- 
herigen Gleichungen noch keine bestimmte Lésung ausgezeichnet; es fehlen 
noch Anfangsverteilungen von uw, @ und 7p, oder allgemeine Bedingungen, die 
den Lésungstyp einschranken. Und drittens sind wir nicht an irgendeiner 
-speziellen Lésung interessiert, sondern wir méchten im Sinne unseres 
_ Arbeitsprogrammes zu méglichst’allgemeinen Aussagen gelangen. 

Es ist die Aufgabe dieses Kapitels, zu untersuchen, wieweit sich die Be- 
schreibung von StoBfronten in physikalisch sinnvoller Weise mathematisch 
vereinfachen 148t, um schlieBlich zu allgemeinen Aussagen zu kommen. — 
Eine solche Méglichkeit ist die Aussonderung bestimmter Lésungstypen, 
indem das partielle Gleichungssystem (1) durch einen (mit den Front- 
_bedingungen vertraglichen) Separationsansatz auf ein System von gewohn- 
lichen Differentialgleichungen reduziert wird. Dieser Weg fihrt auf die 
/ sogenannten Homologielésungen. Um physikalisch sinnvoll zu sein, miissen 
bei einer solchen Lésung die Werte von u, @ und p endlich bleiben fir alle 
endlichen x; und um fiir uns im Sinne unserer Aufgabenstellung interessant 
| zu sein, mu8 die Lésung stabil sein (benachbarte Lésungen missen sich ihr 
' mit wachsender Zeit anschmiegen). Ist beides erfiillt, so besteht die Hoffnung, 
da dieser Lésungstyp von verschiedenartigen Anfangsbedingungen asympto- 
tisch angestrebt wird und somit eine brauchbare Beschreibung von in der 
Natur vorhandenen StoBfronten darstellt. 

Eine zweite Moglichkeit besteht in der direkten numerischen Behandlung 
des partiellen Systems (1), indem man die verschiedensten Anfangsverteilun- 
gen laufen 148t und zusieht, ob sie mit der Zeit einander ahnlicher werden und 
eine gemeinsame Form der Lésung anstreben. Beide Méglichkeiten wurden 
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in Géttingen durchgefiihrt, und ihr gemeinsames Ergebnis erhielt den Nami 
, standardlésung“. 
Um die Darstellung der Homologielésungen dann nicht mehr unterbrechs 
zu mussen, wollen wir mit der Beschreibung der zweiten Méglichkeit 
ginnen. 


A. Partielles System mit Anfangsbedingungen 
1. Rechenmethode 


Die zeitliche Entwicklung verschiedener Anfangsverteilungen wurde unte 
sucht in einer Arbeit von HAIN u. Vv. HOERNER [6]. Zunachst war hierfir di 
Frage zu klaren, ob die Eulerschen oder die Lagrangeschen Koordinaten 4 
benutzen seien. Fiir die adiabatische Gasbewegung ohne duBere Krafi 
ware eigentlich die Darstellung nach Lagrange die natiirlichere und dé 
Verhaltnissen angepaBtere Art der Beschreibung, da die Entropie dann } 
Zeitrichtung konstant bleibt, und da hier von dem Begriff der Teilche? 
bahnen und der Tatsache ihrer Nichtiiberschneidbarkeit direkter Gebrauc 
gemacht wird. Es stellte sich aber heraus, daB dann die Formulierung dé 
Randbedingungen komplizierter wird, und da8 ihre numerische Behandlun 
zeitraubende und umstandliche Operationen erfordert. Das liegt darai 
da die Lagrangeschen Koordinaten ganz ungeeignet sind, eine Front z4 
beschreiben, durch die (in einer durch die Lésung selbst erst bestimmte 
Menge) Materie hindurchtritt. So haben wir nach einigen Versuchen d 
Eulersche Darstellung vorgezogen. | 
Die nachste Frage lautete: soll mit einheitlichem Zeitschritt gerechn 
werden, oder lings Charakteristiken? Da man aus Griinden der Stabilité 
der Rechnung auch im ersten Fall die Lage der Charakteristiken brauch) 
und da die damals allein zur Verfiigung stehende elektronische Recher 
maschine G1 beim Charakteristiken-Verfahren besser ausgenutzt wird, s 
wurde letzteres vorgezogen. Die gesuchte Verteilung von u, o und p zu feste 
Zeiten wurde dann durch lineare Interpolation innerhalb des Netzes ad 
Charakteristiken erhalten. 
Dabei war es fiir die Rechnung bequemer, statt der abhangigen Variable: 
e und p die Variablen a und s zu benutzen (Schallgeschwindigkeit und not 
mierte Entropie): 


| 
| 
4 
/ 
| 
| 
| 
] 


dann lautet das System (1): 


UW + UU, + Yo: aa, + y,-a?s, = 0 


i Weg ne  e (4 
Yo 
& + us, = 0 
mit 
2 1 ‘Oy 
= - = 3 d el =S_l eo 
No alee ct atip: x(x —1) 10 ( 
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Die zwei Randbedingungen lauten jetzt 


G2=Yo-u und s=y,+2Inu (6) 
mit 
_y/e(e—1)_ V5 > woe (oor 1\ 


wahrend die dritte Frontbedingung (3) unverandert bleibt. 
Das System (4) hat drei reelle Charakteristiken, deren Richtungen sich 
zu 


Cia 0, > CU a 4 —ao Clu (8) 


ergeben. — Der weitere Weg kann hier nur kurz skizziert werden. Langs der 
Charakteristiken wurden die Hodographengleichungen in differentieller 
Form benutzt, jede Ct Charakteristik wurde von der Anfangsverteilung aus- 
gehend bis zur Front hin durchgerechnet. Dann wurde der jeweils nachste 
Abgriff auf der Anfangsverteilung so gewahlt, daB die Anderungen der Front- 
werte einen Maximalbetrag nicht iiberschritten. Gerechnet wurde in zweiter 
Ordnung, das Verfahren ist in [6] ausftihrlich beschrieben. 


2. Priifung auf Homologie 


Es wurde untersucht, ob die so gerechneten Losungen mit wachsender Zeit 
eine sich selbst ahnlich bleibende Form anstreben. Wie wir in Abschnitt B2 
zeigen werden, lauft dies auf die Frage hinaus, ob die Lésungen eine der 
v. Weizsackerschen Homologielésungen [5] anstreben. Unter Benutzung des 
Homologieansatzes v. Weizsickers kann man auch in jeder beliebigen (nicht 
homologen) Liésung jedem Punkt (x, ¢) einen Wert k des Homologiepara- 
meters formal zuordnen, und das Vorhandensein von Homologie ist dann 
durch & (x,t) = const ausgezeichnet. Dabei ist das Gleichungssystem fiir 
diejenigen GréBen, aus denen sich k (2, ¢) berechnet, tiberbestimmt; durch 
Ausgieichungsrechnung erhalt man dann sowohl k(a,¢) als auch ein 
MaB fiir den Fehler o (x, t). Bei Homologie ist dann nicht nur k (x, ¢) = const 
zu fordern, sondern auch o (x, t) = 0. 


3. Ergebnis 


Zunachst ist die Frage, bei welcher Art von Anfangsverteilung wir ein Sich- 
Kinspielen konstanter Verhaltnisse tiberhaupt erwarten konnen. Denn schlieB- 
lich kann nahezu jeder beliebige zeitliche Frontverlauf durch eine ent- 
sprechend gewahlte Anfangsverteilung erzwungen werden. Es konnte zwar 
nicht mathematisch prazisiert werden, erschien aber einleuchtend, dal 
konstante Verhaltnisse sich aus beliebigen Anfangsverteilungen (falls tiber- 
haupt) nur dann einspielen kénnen, wenn auch das riickwartige Gebiet weit- 
gehend durch die Front allein bestimmt ist. Es darf also kein wesentlicher 
Impulsnachschub von hinten her stattfinden. Deshalb wurden alle gerech- 
neten Beispiele so ausgewahlt, daB der Impulsnachschub irgendwie nach 
hinten begrenzt ist: z. B. durch einen steilen Abfall von Geschwindigkeit, 
Dichte oder Temperatur. Innerhalb dieser einen Bedingung wurden die Bei- 
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spiele jedoch méglichst verschieden gewahlt. In der Praxis heiBt das: wir lassen| 
in ein ruhendes Gas konstanter Dichte eine einzelne schnelle Wolke hinein- 
laufen, die nach hinten von endlicher Ausdehnung ist, und hinter der keine: 
weitere Wolke nachschiebt. 
Im ganzen wurden 9 Beispiele gerechnet, drei davon zeigt Bild 1. In allen 
9 Fallen zeigt der zeitliche Verlauf von & langs der Front, &(X), anfangs} 
starke Schwankungen, spielt sich aber nach relativ kurzer Zeit auf einen! 
konstanten Wert ein, der fir alle) 


t Beispiele derselbe war und im) 
Ls mittel zu | 

8 
5 k = 0,39 + 0,01 | 
Ce / 
ae : bestimmt wurde. Die nachste Probe | 
Jo war die Berechnung von k(z, t)| 
tac ye auch fiir den Bereich hinter der. 
! Front. Das Ergebnis war das. 

T= const. Ap 


gleiche: nach anfanglichen starken | 
Schwankungen stellt sich der (raum- | 
lich und zeitlich) konstante Wert. 
von gemittelt | 


rs k = 0.390 + 0.006 (9). 


| 


yo FD ®@ 
° 


We f 


4 ein. 
-7=const. 
10 
8 ¢) 
6 t, o : 
+ e eth 
2 ¢ aaa 10%. 
te 1 %, 
2 7 -2 -7 0 07% 
a —x log t —- : 7 Y) 


> x 


Bild 1. Links: drei willkiirlich gewahlte Anfangsver- 
teilungen von Dichte, Geschwindigkeit und 
Temperatur hinter der Front. 

Rechts: der sich ergebende zeitliche Verlauf 
des (forma! definierten) Homologie-Parameters k 
langs der Front. Nach [6]. 


Als dritte Probe zeigt Bild 2 den iiber alle gerechneten Beispiele gemittelten 
Verlauf von o(2, ¢), das die Abweichung von der Homologie angibt. Dabei 
wurden die benutzten Zeiten aus dem Frontverlauf von k (rechte Seite von 


Bild 1) wie folgt bestimmt: 


t; = Zeit des groBten Ausschlages von k(X) 

t, = Zeit des Erreichens von k(X) = 0.39 

ts = moglichst spater Zeitpunkt, ~ 5 t,. 
Aus Bild 2 lesen wir ab, daB die Darstellbarkeit durch eine Homologielésung | 


fiir jeden festen Zeitpunkt mit wachsender Entfernung von der Front ab- | 
nimmt, und fiir jede feste Frontentfernung mit wachsender Zeit zunimmt. — 


Bild 2. Die Abweichung o(z,¢) von der Homologie, | 
gemittelt tiber alle 9 gerechneten Beispiele, 
zu den durch (10) definierten Zeitpunkten. 
Die z-Skala ist stets so normiert, daB uz/u 
an der Front den gleichen Wert annimmt. 
Nach [6]. 


(10) 
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Die angestrebte Homologieloésung 
spielt sich also von der Front her mit 
der Zeit ein. (Der verbleibende Wert 
o = 1% entspricht der Rechenge- 
nauigkeit). 
Weiterhin wurde bei allen Beispielen 
das Sich-Anschmiegen des Hinter- 
landes an die angestrebte Homolo- 
gielésung graphisch verfolgt. Als 
ein Beispiel zeigt Bild 3 den Ver- 
lauf der Temperatur zu _verschie- 
denen Zeiten fiir die erste der Ver- 
teilungen von Bild 1. Wir sehen, wie 
sich die Homologielésung von der 
Front her einstellt. 
Bild 3. Die Temperatur des Hinterlandes (der Aus- 
gangsverteilung von Bild 1a) schmiegt sich 
mit wachsender Zeit derStandardlésung an. 


Die Fronttemperatur ist stets auf 1 normiert, 
die z-Skala wie in Bild 2. Nach [6]. 


4. Die Standardlosung 


Unser Ergebnis lautet also: 
in allen 9 gerechneten Fal- 
len spielt sich stets die 
gleiche Homologielésung 
(k ~ 0,39) ein. Diese, 
bei fehlendem Impuls- 
nachschub_ stets ange- 
strebte Lésung erhielt den 
Namen,, Standardlésung*“. 
Wahrend bis dahin ange- 
nommen worden war, daB 
alle ebenen Homologie- 
lésungen bei endlichem 
x Singularitaten hatten, 
zeigte die Standardlésung 
auch sehr weit hinten 
einen v6llig regularen, 
glatten Verlauf. Angeregt 
hierdurch fand HAFELE 
[13] die im nachsten Ka- 
pitel geschilderte singulare 
Lésung der Homologie- 


gleichungen, die als ein- — Bild 4. Die sich einspielende Verteilung (einer beliebigen Ausgangs- 
zige Homologielésung fir verteilung) zu zwei Zeitschnitten: 

: = HU WEE EGE SE) Souaaac t = 16,8. 

alle endlichen = regular Zum Vergleich dick eingezeichnet die Standardlésung nach 
bleibt. Harewe. Nach [6]. 
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Eins der gerechneten Beispiele wurde mit groBer Schrittweite bis zu groBe 
Zeiten verfolgt (der Rechenaufwand steigt quadratisch mit der Zeit!) un 
dann mit der Lésung von Hafele verglichen. Das Ergebnis zeigt Bild 
innerhalb ihrer Rechengenauigkeit ist die sich einspielende Verteilun 
identisch mit der Lésung von HAFELE. 
Zur Erlauterung der Abbildungen 3 und 4 sei noch erwahnt, daB alle GréBer 
durch ihre Frontwerte normiert wurden. Die z-Skala wurde so normiert 
da die Ortsableitung der normierten Geschwindigkeit an der Front steti 
den gleichen Wert erhalt. Diese Normierung wurde eingefiihrt, um ver! 
schiedene Verteilungen auf ihre Ahnlichkeit hin priifen zu konnen. 
Bei der Suche nach einer méglichst einfachen mathematischen Beschreibun 
der Standardlésung fiel zundchst der nahezu gradlinige Verlauf der Ge: 
schwindigkeit auf. Weiterhin gilt fiir die (wie oben geschildert) normierte 
GréBen in guter Naherung 


| 


e=(1+4) (11) 


und 


i) = ie a (12) 


Die hierdurch gestellte Frage nach den ,,linearen Lésungen“ soll in Kapitel 
gesondert behandelt werden. 


B. Die Homologielésungen 
1. Die ,, Blockwelle“ 


Um einen ersten groben Uberblick zu erhalten iiber die Art und Weise, in den 
die Geschwindigkeit einer sich selbst tiberlassenen starken StoBfront ab-. 
klingt, schematisierte v. WEIZSACKER [4] die Front und ihr Hinterland durchi: 
einen ,,Block* réumlich konstanter Dichte 9 und Gasgeschwindigkeit w, 
der senkrecht zur Front die endliche Dicke d habe. Das Vorland sei ruhend 
und von konstanter Dichte. Nach den Frontbedingungen (2), (3) ist 0 = const 
und V/u = const, wahrend durch das Aufsammeln von Materie (des Vorlan-| 
des) wu und V zeitlich abnehmen und d zunimmt. 
Fir das Aufsammeln der Materie gilt m =e(V — u) = const-u, wobei m 
die Masse des Blockes pro cm? Frontflache bedeutet, und der entsprechend 
definierte Impuls des Blockes J = mu betrigt. Die Forderung der Impuls- 
erhaltung lautet somit 


J=mu + mu = const: w+ uJ/u =0 
oder | 
u = —const- u3 (13) 


und integriert, mit V = const - u, 
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Stellen wir jedoch die Forderung der Energieerhaltung, mu* = const, so 
bekommen wir in gleicher Weise statt dessen: 


const 


Aa Aree ae 


(15) 


Die Verschiedenheit der beiden Exponenten zeigt die Mangel des Modells; 
die den beiden Ergebnissen gemeinsame Form der Zeitabhangigkeit 1aiBt 
jedoch vermuten, daB ein Ansatz der Art 


const 


Poe = pe 


(16) 


auch fiir eine exakte Behandlung des Problems Erfolg haben kénnte. Wir 
werden im folgenden sehen, daB diese Vermutung sich bestatigte (mit 
k = 0,389), und daB somit bereits dies grobe Modell den richtigen Weg zu 
weisen vermochte. 


2. Allgemeine Ableitung des Homologieansatzes 


v. WEIZACKER geht direkt von dem durch (16) nahegelegten Ansatz aus, 
den er auf das Gebiet hinter der Front entsprechend erweitert, in Anlehnung 
an die kugelsymmetrischen Homologieansitze von TAYLOR [7] und GUDER- 
LEY [8], [9]. — Wir méchten jedoch hier eine Ableitung des Homologie- 
ansatzes geben, die allein von einer sehr weit gefaBten physikalischen Forde- 
rung ausgeht und die so allgemein wie méglich gehalten ist, so daB ihr Er- 
gebnis dann in keiner Weise mehr als ein willkiirlicher mathematischer Ansatz 
erscheinen kann. 

Unser eigentliches Interesse gilt der Frage, ob es einen Lésungstyp gibt, der, 
von verschiedenen Anfangsverteilungen ausgehend, stets (oder unter ge- 
wissen Bedingungen) mit der Zeit asymptotisch angestrebt wird. Wenn dies 
der Fall ist, so sollte die Lésung von da ab zu sich selbst ahnlich bleiben. Dies 
sei unsere physikalische Forderung, und die nachste Frage ist, wie wir diese 
Ahbnlichkeitsforderung mathematisch formulieren. Wir wollen den Ansatz so 
allgemein wie nur méglich halten, und wir meinen, das Mindeste, was man von 
einer ,,zu sich selbst ahnlich bleibenden“ Lésung fordern muB, sei folgendes: 


Der funktionale Zusammenhang der durch ihre Frontwerte (17) 
normierten GréBen uw, @ und p sei zu allen Zeiten derselbe. 


Nennen wir X den zeitabhangigen Ort der Front, so heiBt dies: 
u(x,t)  ,fol(%, t)\ sf (2, t) 18 
Het) eee (18) 
mit 
U=u(X), R=o0(X), P=p(X). 


(Falls nicht ausdriicklich anders vermerkt, wollen wir vereinbaren, daB groBe 
Buchstaben stets Funktionen der Zeit allein sind)..— Diese Forderung ist 
identisch mit der folgenden Formulierung : 
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Die Werte von wu, @ und p zu einer Zeit sollen aus den Werten zu einer | 


anderen Zeit hervorgehen durch eine beliebige (nicht notwendig lineare!) 
zeitabhangige Skalentransformation von w, 9, p und z. 
Oder, in Formeln, 


(x,t) = R(t) - r(é) 


u(x, t) = U(t) - p(é) (19) 
p(z,t) = P(t) -p(é) 
mit 


&(X) = const = ¢, 


wobei é eine beliebige Funktion von Ort und Zeit ist, die an der Front stets 
den gleichen Wert c annimmt. 

Beriicksichtigen wir nun noch die drei Frontbedingungen (2) und (3), so 
lautet unsere Homologieforderung schlieBlich: 


o(&, t)= r(&) 
u(x,t) = U-9(é) (20) 


1 
p(x, t) as 3 U?.w(é). 


Treffen wir die Vereinbarung, vor der Front die Dichte Oo = 1/4 zu wahlen, 
so ist 


r(c) = p(c) = y(c) = 1. (21) 


Wir gehen nun mit unserem Ansatz (20) in die Differentialgleichung (1) ein 
und erhalten (der Strich kennzeichne die Ableitung nach é): 


+ py’ = 0. (22) 


Da7r,y und y Funktionen von é allein sein sollen, so lautet die Forderung der 
Separierbarkeit, daB auch 


u 
— gg = 78) und a = h(é) (23) 


Funktionen von € allein sind, die wir mit g' und h bezeichneten. Nennen wir 
zur Abkirzung 


W'= 1/U, 
so gibt die erste Forderung 


W = 9'(E)- Ey. 
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Uber x integriert, mit B als willkirlicher Zeitfunktion, ist 


Wa + B=g(é), 


und nennen wir y die Umkehrfunktion von g, so ist also 


£ = y(Wax + B). 


Da jedoch & nur als Argument willkiirlicher Funktionen auftritt, so ist es 
keine Kinschrankung der Allgemeinheit, fiir die willkirliche Funktion y die 
Identitat zu setzen: 


E= Wa + B. (24) 


Ohne daB wir es im Ansatz gefordert haben, zeigt sich somit, daB die Skalen- 
transformation linear in x sein muB. 
Unter Benutzung von (24) lautet die zweite Separierbarkeits-Forderung 


W(We + B) 
W 


und da die linke Seite linear in x ist, muB es auch die rechte Seite sein: 


=h(é) = h(Wa + B), 


h(Wa + B)= aWex + aB+b; a,b = const. 


Durch Koeffizientenvergleich mit der linken Seite erhalten wir dann nach 
zweimaliger Integration tiber ¢: (0 + a@ + 1) 


W = const: (tf —t)!¢-%, W=const-W“, B= const- W*% + const. 


Damit lautet unser Ergebnis schlieBlich 
haaasics Sega ee oom Oe, l+k+o, (25) 


Senter Cae 
wobei wir k = 1/(1 — a) gesetzt haben; 2%, f, Up und & sind Konstanten. 


Wir bemerken, daB dabei k die einzige wesentliche Konstante (= Homologie- 
parameter) ist; fiir die ausgeschlossenen Werte von k fiigen wir noch die sich 
statt dessen ergebenden Losungen hinzu und erhalten 


Typ U(t) E(x, t) 
a. allgemein fae a. f-a-b 
bike '1) tar x+Int (26) 
em (hk ='00) et! vext 


Formel (25) ist nun genau der Homologieansatz v. Weizsackers, den wir 
hiermit von der sehr Tee gehaltenen physikalischen Forderung (17) 
abgeleitet haben. 

Es ist interessant, daB man das gleiche Ergebnis auch von einem ganz anderen 
und rein mathematischen Ausgangspunkt her erhalten kann. So unter- 
suchte v. HAGENOW [10] im AnschluB an die Liesche Theorie [77] und einer 
Arbeit von LAx [12] die Invarianz der Grundgleichungen (1) gegentiber 
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infinitesimalen Transformationen der abhingigen und unabhangigen Varia- 
blen. Durch den Zusammenhang zwischen Invarianzeigenschaften und 
Separierbarkeit erhalt v. Hagenow die Gesamtheit aller aus den Invarianz- 
eigenschaften von (1) folgenden Separationsansatze. Sondern wir hiervon nun 
die Ansatze aus, die mit den Frontbedingungen (2) und (3) vertraglich sind, so 
ergeben sich genau unsere drei Formen (26), wahrend die restlichen finf 
Ansatze sich zur Darstellung von StoBfronten mit konstantem Vorland nicht 
verwenden lassen. So ist z. B. allen restlichen finf Ansitzen gemeinsam, 
da8 die Temperatur eine reine Funktion von & ist, an der Front also zeitlich 
konstant ware. 

Kin weiteres Ergebnis der v. Hagenowschen Arbeit ist folgende allgemeine 
Aussage: Ein Separationsansatz ist stets dann vertraglich mit den Front- 
bedingungen, wenn Hinterland und Vorland der Front sich nach dem gleichen 
Ansatz separieren lassen. — Weiterhin sei noch bemerkt, da8 man nurim Grenz- 
fall der starken Front Homologielésungen erhalt ; zumindest versagen bei all- 
gemeiner Frontstarke die bisherigen Ableitungen und Ansiatze. 


3. Die Homologiegleichungen 


Die Reduktion des partiellen Systems (1) auf ein System gewodhnlicher 
Differentialgleichungen geschieht dadurch, daB wir mit v. WEIZSACKER [5] 
nun auch (26a) in (22) einsetzen. Insgesamt haben wir damit den Ansatz 
(20) und die dadurch erzwungene spezielle Form (26a) in die Grundgleichun- 
gen (1) eingesetzt. Wir erhalten das System 


lp — (1 — k) €]-1’ + rp’ = 0 


1 
Ip—-(—bél-o +> % — kp =0 (27) 


5 
[Ip — (1 — k)E]-p' + > py’ — 2ky = 0. 


Diese Schreibart weicht formal etwas von der in [5] ab, ist jedoch mit ihr 
identisch. Der Vergleich mit den ahnlichen Formulierungen von GUDERLEY 
[9] und von COURANT-FRIEDRICHs [14] ist in [5] durchgefiihrt. Das System 
(27) wurde fiir verschieden k durch v. WEIZSACKER numerisch integriert, 
wobei sich drei verschiedene Lésungstypen ergaben. 

HAFELE setzt die analytische Behandlung von (27) in [13] noch weiter fort, 
im Anschlu8 an ein von GUDERLEY entwickeltes und dort auf den kugel- 
symmetrischen Fall angewandtes Verfahren [8]. Das Entscheidende dieses 
Verfahrens ist die Zuriickfiihrung des Systems (27) auf eine einzige Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung und zwei folgende Quadraturen. 

Wir fiihren die neuen abhangigen Variablen') ein (n = 1 — k): 


7 (é) x =p (&)\"/s 
aes d ae pee | 
v(é) Raat und u(é) (Fa a ss (28) 
1) Dabei hangt uw mit der Schallgesch windigkeit @ zusammen durch: ‘es 


a= nin-l &> y, 
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wahrend statt der dritten abhangigen Variablen, 7, nur In r benutzt wird. 
Die Ableitungen nach & ersetzen wir durch die nach In &. Setzen wir dies in 
(27) ein, so resultiert ein Gleichungssystem fiir die Funktionen y, w und In r, 
bei dem die Koeffizienten der Ableitungen nur noch Funktionen von y undp, 
nicht dagegen von r und & sind. So geht z. B. die erste der Gleichungen (27) 
tiber in 

dlnr dy 

dit “Bding 4? =” (29) 
wahrend die beiden andern Gleichungen von ahnlichem Aufbau, aber so 
kompliziert werden, daB wir sie hier nicht anschreiben wollen. Diese Kigen- 
schaft des Systems, daB seine Koeffizienten nur noch Funktionen von yu 
und » allein sind, hat zur Folge, daB sich eine Differentialgleichung in w und 
y abspalten laBt. Sie ist bei HAFELE so angegeben, daf sie auch den kugel- 
symmetrischen und zylindersymmetrischen Fall noch mit erfaBt; wir wollen 
sie hier nur fiir den uns interessierenden ebenen Fall anschreiben: 


= % 


pe? {u(y — 1) + n'}+x%(v — 1) (eset +" -)—¥——| 


du pb 2n 2 n 
Soames pe? (xv + 2n') — xv (vy — 1) (»— =) 

(30) 
dabei ist 


it 
n=t—k und “vn = 1—— 
n 


gesetzt worden. 
Bei geeigneter Wahl der Dichte im Vorland lauten die Frontbedingungen 
jetzt 


y = Q(x + 1) = 3g (31a) 
pe == V2u(% — 1) [(x + 1) = V5/4 (31b) 
In r= 0. 


Das bedeutet: alle Losungen, die das Hinterland einer starken Front dar- 
stellen, gehen im yw, vy Diagramm durch einen festen Punkt A, dessen Ko- 
ordinaten nur vom Verhaltnis der spezifischen Warmen x abhangen. 

Die in (28) eingefiihrten Variablen und » sind zwar geeignet fir einen ge- 
wissen Bereich hinter der Front, versagen jedoch in der Umgebung von 
£—0. Deshalb werden, wie bei GUDERLEY, projektive Koordinaten ein- 
gefiihrt durch 


fo = %/%, Y = %/Xz, Xz = const — 2/3 + 2/3, (32) 
wodurch sich eine recht komplizierte Differentialgleichung der Form 
dx,/d x, = 9X1, Lg, Xz) (33) 


ergibt, die in [13] nachzulesen ist. In einem bestimmten, sehr weit hinter der 
Front liegenden Bereich versagen jedoch wiederum die Variablen 2, %, 80 
da8 hier wieder die Variablen p, vy benutzt werden missen. 


foro) = Pq XO 


. 


L WD jsuoo — 9410M % 
ioqe =d PG at La -suonyung ~~ 
‘yorrpue a ‘do = 0 ‘Oi —a0 Z 
| ‘| = 
> ae = 
o< K= co 0> On Oe Os -SIPUTM Yosay ® 
" 
x it ga yosqy = 
z aqueyaryoyu wnnyeA PUueAA OBISsE[Yyornpun / Jo103UTY S 
: E 
S "d Sd 7 | yoru 
Z iy EAS ALG 
S oqueysyox ur 7 ie yaqn 
4 
< “f- Il “| III j sis xijeredag 
a jne purpiequipy 
< 3 
on Oy oo + oo + oo + ia sq 
4jney quolg 
eae = a ae Or oo — ox uoA 
qstU 
ysurosqa3 wey | -nezyos St JUOIT a1 
-017 248 -aq 
JOM IOOULBICT 
x ussunsgjesojomoyy Joep uedAy, uousparyoss90a aq 
a Te ay 


ol 


Swabs ppt, GIDUPLL A VAL II WALMAON SII, YH 


thn dire ws Iw. wlpatun tee tyes (73), 
kept,“ 


bie, Darton, 
wrt CR FPA, @ tin Cnet tit. Wyre te 
AA habe RMMLGL DS ws, tutte, ts wate with, Cit VA- 
pastrts PLLA Yor y CLI Oe ee ae 


¥ wos pacina, tn V oat ten From 

VG) kate Gass Gem, fossvi, (D) va Git 

VAL hia Gite Horta wie OG) ia CB), fess (2B) oem wie 

Ae Gite Hens wor, Wak Cis b <9, tte wits kota 

to | iy toad b=, va gio wat Vir bb - 8 We 
GDL 


4 


6) KF rinbuet we, Cie wits Qtste GBLLIS WAS thn Gite VAR LILA 
WY YT Ue LIAISE 


De Sauter 
fou ant a 2 wud toa ten Seyi 18 tet Fog 


394 SEBASTIAN VON HOERNER 


suchung von HAFELE verwiesen. Fir einen groben Uberblick entnehmen wi 
der Arbeit [73] unser Bild 5. 

Wir sehen in Bild 5 fiinf singulare Punkte. Dabei ist es so, daB im allgemeine: 
sowohl die Lage, als auch der Charakter der singularen Punkte sich mit > 
und & andern, so daB z. B. fiir verschiedene Bereiche von k auch ganz ver 
schiedene Arten von Richtungsfeldern gelten. In seiner (unver6ffentlichten 
Dissertation fand HAFELE jedoch bei einer genauen Durchmusterung alle: 
Moglichkeiten, daf es eine uns speziell interessierende, physikalisch regularé 
Lésung stets nur in dem Richtungsfeld geben kann, das zu dem Bereict 


5 


bells dh? 0.25 23-20 454e far Ga role 


% 

x+1 Fy Oe 
gehort. In diesem Bereich gilt Bild 5. — Die Front selbst ist dargestellt 
durch Punkt A. Da die Koordinaten des Punktes A von * abhangen, und der 
Verlauf der Lésungen von x und k, so gibt es, je nach Wahl der zwei Para- 
meter, im wesentlichen folgende verschiedene MOglichkeiten fiir die Lage von 
A im Feld der Lésungen: 
A liegt 
. rechts von Separatrix III 
. auf Separatrix III 
. zwischen IIT und II 
. auf Separatrix IT 
. links von II. 


EG 


OUR be 


Dabei lauft die Lésung, die durch A geht, in den ersten drei Fallen nach Pe 

im vierten Fall iiber P,, nach Ps, und im letzten Fall nach Py. Der Weg 

nach P, fiihrt jedoch iiber die Linie ft + v = 1, die eine Umkehrkante dar- 

stellt. 

c) Die Art der Singularitiéten. Das Problem der Umkehrkanten ist ausfiihrlich 
behandelt worden von ToLLMIEN [15], [16] und GuDERLEY [9], und ist 
von HAFELE in [17] kurz dargestellt. Der bei uns vorliegende Typ wird ge- 

legentlich als ,,Umkehrkante mit Expansion‘ bezeichnet, sie kann durch 

keine Anfangs- und Randbedingungen physikalisch realisiert werden. Mathe- 

matisch ist sie dadurch gekennzeichnet, daB8 fiir konstantes ¢ die Lésung ein 

festes x, nicht tiberschreiten kann und in sich wieder zuriickkehrt, also zwei-_ 
deutig wird. Eine anschauliche, aber nicht exakte Darstellung wire die, daB 
bei x, von hinten her Materie abgesaugt wird. Dies muiBte jedoch, um exakt 
zu sein, mit Uberschall-Geschwindigkeit geschehen, was aber physikalisch 

unmoglich ist. Fall 5 ist also fiir unser Programm auszuschlieBen. | 
Betrachten wir auf der anderen Seite den Einlauf der Lésungen nach P,. | 
Nach Hafele liegt dieser Punkt bei § = const, also bei endlichem zx. In ihm 
wird @=0, p=const und T—oo. Aus dem Unendlich-Werden der 
Temperatur!) nennt Hafele P, einen ,,Energienachschub“. Dies méchten 
wir als nicht ganz richtig bezeichnen. Da wegen p= const der Druck- 
ausgleich ja bereits stattgefunden hat, und da die Warmeleitung stets ver- 


a, 
’) In [20] gibt HAFELE eine Lésung an, die mit endlicher Temperatur nach P, einlauft. 
Sie erfiillt jedoch die Frontbedingungen nicht. ; 
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nachlassigt ist, so wird auch bei P, keine thermische Energie zugefihrt. Wir 
méchten aber eine andere Deutung von P, ableiten. Dazu untersuchen wir 
die Frage, ob durch P, Materie hindurchtritt oder nicht. Wir nennen U, die 
Gasgeschwindigkeit in P,, und V, die Geschwindigkeit des Punktes P, 
selbst. 

‘1. Kinlauf auf Separatrix III. Da x, = 0 ist, so ist mit (32) auch » = 0. Mit 
/(28) und (20) ist dann auch U, = 0. Nach Hafele [13] ist € = 0, nach (25) 
lalso 2, = const = 0 und somit V,=0. Wir erhalten also U, = V5, es 
‘tritt keine Materie durch P, hindurch. 

9. Einlauf mit »=1 (Bild 5). Nach Hafele wird hier & = const (= &), 
durch Differenzieren von (25) erhalten wir 


) Vee (lee bay 
. Andererseits gibt » = 1 und & = const nach (28) und (20) 
Us = Up(l — h)- Eat. 


Durch Einsetzen von (28), (25) und (20) in die Frontbedingung (3) — und durch 
Vergleich des Ergebnisses mit (31a) — kann man sich davon iiberzeugen, daB 
y bei Hafele gerade so normiert ist, daB es die Normierung von U,= 1 
yoraussetzt. Folglich ist auch hier wieder und somit stets: 


U, = Ve (35) 


Daher konnen wir P, deuten als hintere Begrenzung durch eine undurch- 
lassige Wand. Da diese Wand bei k = 1/3 (wegen v = 0) ruht, so ist dieser 
Fall geeignet, um StoBwellen zu beschreiben, die durch die ebene Explosion 
' an einer festen Wand entstanden sind. (Der entsprechende Fall einer Kugel- 
explosion wurde von TAYLOR [18] analytisch integriert). In [19] weisen 
CULLER und FRIED auf die Méglichkeit hin, mit dieser Lésung, k = 1/8, 
die Verhaltnisse in einem StoBfront-Rohr (shock tube) angenahert beschrei- 
' ben zu konnen. 

Fiir die Fragestellung unseres Programmes muB der Einlauf nach P, jedoch 
- ausgeschlossen werden, da es im Kosmos keine festen Wande gibt. Wir 
_ miissen nach einer Lésung suchen, die nach hinten ein freies Abstromen 
 darstellt. Die einzige Lésung mit dieser Kigenschaft ist nach Hafele die 
' Separatrix II, die wir im nachsten Abschnitt behandeln. 


5. Die Standardlosung 


Wollen wir den Einlauf nach P, vermeiden, so sehen wir aus Bild 5, daB die 
Lésung tiber die Gerade w + ¥ = 1 treten mu8. In physikalisch regularer 
Weise ist dies jedoch nur in dem singularen Punkt P,,,; moglich, also nur auf 
der Separatrix II. Die von Hafele numerisch integrierten Lésungen (fir 
yerschiedene x) gehen beziiglich @, p, T und u vollig glatt iiber P,, hinweg, 
und der weitere Einlauf nach Pg kann als freies Abstromen ins Vakuum 
gedeutet werden. 

Fiir den speziellen Wert * = 7/5 (nahezu der fiir Luft geltende Wert) konnte 
Hafele sogar die analytische Losung angeben, die wir hier nur fiir feste Zeit 
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in der abgekiirzten Form anschreiben wollen (@ = const): 
5a 
age ees 
u Seer 


T~1+aé ( 
Pim (Lb ag): He 
@~ (1+ a), 


Den zur Separatrix II gehérenden Wert von k wollen wir weiterhin mit 
bezeichnen. Fir x = 7/5 ergab sich ky = 2/5 = 0,4. 

Fiir andere Werte von x waren recht umfangreiche Rechnungen notig: Un 
Wahl verschiedener k-Werte wurde von A aus integriert, bis die Lésv 
vor P,3 nach rechts oder links abbog, wodurch man sich allmahlich an 
herantasten konnte. Tabelle 2 zeigt das Ergebnis. 


Tabelle 2 
Der Homologieparameter ky fiir die Standardlésung bei verschiedenem Verhaltni: 
der spezifischen Warmen 
eee 
x ky 
ee 
1,1 | 0,43112 + 0,00001 
1,4 | 0,4 
5/3 | 0,38927 + 0,000006 
2,8 | 0,373296 + 0,000005 


Die Verteilung von u, 9 und p der Standardlésung haben wir fiir x — 5 
bereits in Bild 4 dargestellt. Sie liegt bei HAFELE [13] tabelliert vor, do 
finden sich auch fiir andere x-Werte die Verteilungen in Form von Abbildu 
gen. Dabei nehmen wu, 9 und p stets hinter der Front monoton ab, wahrer 
die Temperatur fiir kleine x-Werte stark ansteigt, fiir x = 5/3 nur nox 
schwach, und fiir x = 2,8 monoton fallt. Auffallig ist der stets fast (b 
% = 7/5 exakt) geradlinige Verlauf der Geschwindigkeit w, dessen Steilhe 
auch nur sehr wenig von x abhangt. Wir kommen in Abschnitt C dara 
zuriick. | 
In der Verteilung von w, @ und p ist der singulare Punkt P,,, durch nich 
ausgezeichnet!), wohl aber im Bild der Charakteristiken. Alle zwischen di 
Front und P,, hindurchgehenden C*-Charakteristiken erreichen die Fror 
nach endlicher Zeit, wihrend aus dem Gebiet hinter P,, keine Charakteristi 
die Front erreicht. Das aber heiBt, daB die Front von dem Gebiet hinter P, 
in keiner Weise mehr beeinfluBt wird ; beziiglich des Frontverlaufes ist es als 
gleichgiiltig, wie die Lésung hinter P,, fortgesetzt wird. Und da sich P, 
selbst langs einer Ct-Charakteristik bewegt, so ist das ganze, zwischen P, 
und der Front liegende Gebiet unbeeinfluBt vom Gebiet hinter Py,5. (Vorau: 
gesetzt nur, daB sich hinter P23 nicht etwa weitere StoBfronten ausbilden 
Damit sind wir der in Abschnitt IT, A, 3 gestellten Frage néhergekommer 


1) In Bild 4 liegt P,,3 bei x = 6,4. 
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,Aus welchen Anfangsverteilungen kann sich eine Standardlosung ein- 
spielen?‘ — Die Antwort lautet: ,,Wenn innerhalb der gewahlten Anfangs- 
verteilung eine C*-Charakteristik ihren Anfang nimmt, die die Front erst 
fir t — co erreicht.‘‘ — Ob dies der Fall ist oder nicht, kann man jedoch 
der Anfangsverteilung nicht so ohne weiteres ansehen, und so miissen 
wir uns mit der qualitativen Bedingung des fehlenden Nachschubes be- 


gnugen. 
C. Lineare Lésungen 


ie Ausgang 


Im vorigen Abschnitt wiesen wir darauf hin, daf- die sich einspielende 
Standardlésung, fir alle gerechneten Werte von x, einen in x nahezu 
linearen Verlauf der Geschwindigkeit aufweist. Bei ~ = 7/5 ist der 
‘Verlauf sogar exakt linear. So tauchte die Frage auf, ob sich erstens die 
hydrodynamischen Grundgleichungen (1) mit der zusatzlichen Forderung 


u(z,t)= Azr+B 4 (37) 


(groBe Buchstaben = Funktionen der Zeit allein) allgemein lésen lassen, 
und zweitens, ob die so erhaltenen ,,Linearen Lésungen“ zur angenaherten 
Beschreibung von StoBfronten geeignet seien. Dies wurde vom Verfasser 
in [21] untersucht. 


2. Ergebnis 
Es zeigte sich, daB man die allgemeine Losung von (1) unter der Forderung 
_ (37) angeben kann. Wir wollen hier nur das Ergebnis anschreiben, es hat die 
Form: 

u(x,t) =uy+S-y 

o(z,t) = S*- Dy) (38) 


p(x, t) = S*h-P(y) 
mit 
y(z, t) = {x — Uo (t — b)}/S. 
| Dabei sind u, und ft, Konstanten, und die Zeitfunktion S ist gegeben durch 


SS’ = a = const. (39) 
| @ und ¥ sind Funktionen von y; die eine davon ist willkiirlich, die andere 
ist gegeben durch den Zusammenhang. 


WD = —ay. (40) 


Weiterhin zeigte sich, daB die Entropie eine reine Funktion von y ist, und 
das bedeutet: die Linien y = const sind Lebenslinien (Teilchenbahnen). 
Daher konnten wir (38) auch auffassen als einen speziellen Separations- 
ansatz nach Lagrangeschen Koordinaten. 

(39) ist leicht zu integrieren. Je nach Wahl von a und einer weiteren Inte- 
- grationskonstanten f erhalten wir die drei allgemeinen Lésungstypen 1, 4, 6 
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von Bild 6, wahrend die gestrichelten Linien 2,3, 5 Grenzfalle darstellen. | 
ist bei Loésung 5 z. B. u = 0 fiir t = oo.) | 
Die zweite auffallige Eigenschaft der Standardlésung bestand darin, da8}J 
einen sehr weiten Bereich hinter der Front in guter Naherung der Dr 

proportional zu einer Potenz der Dichte ist: 


p(x, t) = P(t)-o” mit y = const, 
wobei y ~ 0,8 war. Desh 
wurde in [27] auf ahnliche Wd) 


untersucht, ob sich die alll 


a 
a} 


' 
rung (41) stellt. Dabei ergabs 
daB (37) aus (41) und (1) fo 
Das heiBt aber, daB die duj 
(41) ausgesonderten Lésunj} 
Bild 6. Lésungen der Eulerschen Gleichungen mit linearem eine U ntergruppe der linea 
Verlauf der Geschwindigkeit. Aufgetragen ist der Lésungen sind. Es gelten ¢ 
Abstand S benachbarter Lebenslinien iiber der . : 
Zeit t. Nach (21). wieder (38) und (39), nur « 
jetzt keine Funktion von y mij 
willkirlich ist: die Dichte ist eine durch y bestimmte Potenz eines in x 
dratischen Ausdruckes. 


3. Anwendung 


Es lieB sich zeigen, daB die Frontbedingungen nicht mit der Forderung ( | 
vertraglich sind, auBer bei x = 7/5, siehe (36). Zur angendher 4 
Darstellung des Hinterlandes der Standardlésung sind die linea 


| 


Vakuum nach BuRGERS [22] und PACK [23]. Haben wir bei t = 0 in ¢ 
Halbebene « > 0 ein ruhendes Gas konstanter Dichte und Entropie, uf 
Vakuum in x <0, so bildet sich mit ts 0 beiderseits von 2 =O | 


zeitlich sich verbreiterndes Ubergangsgebiet aus, in dem die Geschwindigk 
linear vom Ort abhiangt. | | 
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Tabelle 3 
Die Abweichungen der Standardfront bei x = 5/, gegeniiber den linearen Lésungen 


day eed 1 


Zusammenfassend scheint es so, als hatten Abstrémvorgange ins Vakuum 
die allgemeine Tendenz zum linearen Abstrémen, unter Umstanden leicht 
gestort durch damit nicht vertragliche Randbedingungen. 


D. Die Stabilitét der Standardlasung 


Eine Lésung soll dann stabil genannt werden, wenn benachbarte Lésungen 
sich dieser Lésung mit wachsender Zeit asymptotisch anschmiegen. In 
Abschnitt II, A, 3 zeigte sich, daB simtliche 9 sehr verschieden gewahlten 
Anfangsverteilungen sich tatsichlich asymptotisch der Standardlésung an- 
schmiegten, was als starkes Argument fiir deren Stabilitét gelten kann. 
Andererseits ist diese Art ,,Experimentelle Mathematik“ natiirlich nicht in 
der Lage, einen wirklichen Beweis der Stabilitaét zu liefern. Es ist somit die 
Aufgabe des vorliegenden Abschnittes, nach einem analytischen Stabilitats- 
beweis zu suchen. Da diese Frage jedoch noch nicht als befriedigend geklart 
gelten kann, so wollen wir sie nur in Kiirze behandeln. 


1. Nach F. MEYER [24] 


Zur Analyse der zeitlichen Entwicklung beliebiger Losungen fihrt F. MEYER 
die dimensionslos gemachten Ortsableitungen am jeweiligen Ort der Front 
ein: 

a= (Use u|uz) Front — 

B = (Uren U*[Uz) Front (42) 

y= (“ar u3/wz) Front 


sowie die dimensionslos gemachte Ableitung in Richtung der Frontkurve 


d 1 0 0 
ae at or) 
Aus den Grundgleichungen (1) und den Frontbedingungen (2) und (3) 1aBt 


sich dann das System gewodhnlicher Differentialgleichungen ableiten (fiir 
% == 5/3): 


2 — — 0,416f + 0.802 — 1,354 — 0,0519 
" 
4B _ _ O4ty + (1,20 — 1,31) 6 — 5,21 a? — 0,3550 — 0,0205. (43) 


dn 
30 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Sowohl (42) als auch (43) lieBe sich zu beliebig hohen Ableitungen hin fort} 
setzen. Dabei wiirde jedoch stets die Gleichung fiir die n-te Ableitung di 

(x + 1)-te Ableitung enthalten, so da stets die Anderung der héchsten Ab 
leitung nicht berechnet werden kann. Einige Versuche von Meyer zeigte} 
jedoch, daB die héheren Ableitungen nur einen sehr geringen EinfluB auf dilf 
niedrigen Ableitungen besitzen, so daB es fiir eine Abschatzung der Verhalt 
nisse gerechtfertigt erschien, die Reihe (42) bei y abzubrechen, und y in (43 
als konstant zu betrachten. | 
Man kann nun jeder beliebigen Lésung formal eine Homologielésung zuordnet 
dadurch, da8 man am Ort der Front Ubereinstimmung fordert fiir alle erste} 
und zweiten Ableitungen (dann sin¢ 
gerade alle freien Parameter deq 


Hemologieparameter k ist dani} 
bestimmt durch 


1/k = 13/5 + (9/10)a. (44 


Ist die zu untersuchende Lésunj] 
eine Homologielésung, so muB 


—@  a=const und # = const 


sein. 
In Bild 7 zeigen wir das Richtungs: 
feld des Systems (43). Die dick ge: 
zeichneten Linien sind Separad 
trizen, der Kreisumfang ist da 
Unendlich-Ferne der a, £-Ebene} 
Betrachten wir den _ singularer} 
Bild 7. Richtungsfeld des Systems (43). Die stabile Punkt PP. Er ist dadurch aus 
Pole Pa antmen durch den singularen gezeichnet, daB auf ihm da | dy fie 

und df/dy = 0 ist. Er stellt also 
wegen der Konstanz von a und £, eine Homologielésung dar. Weiterhin gibt es} 
nur hineinlaufende Lésungen, und keine herauslaufenden. Das aber heiBt: alle 
benachbarten Lésungen schmiegen sich der durch P, dargestellten Lésung 
mit der Zeit an. P, stellt somit eine (und zwar die einzige) stabile Lésung dar 
Natiirlich wird sich in Wirklichkeity mit der Zeit 4ndern, und zwar in eine 
Weise, die durch die angewandte Methode nicht erfaBt wird. Aber selbst wen | 
wir y als konstant betrachten, so hangt doch die Lage des Punktes P, von dex} 
Wahl von y ab und das gleiche gilt dann mit (44) auch fir das resultierende 
k. Da die Abhangigkeit k(y) jedoch nur sehr schwach ist, so ist auch die Un|| 
sicherheit von k nur gering. Beschrankt man sich auf kleinere Werte von vil 
so findet Meyer schlieBlich: 


k=039+4+6% far —1<y<+1, (45) 


Trotz ihres Mangel (Konstanz von y) ist diese Methode also in der Lage; 
erstens einen guten Naherungswert fiir ky zu liefern (ky = 9,38927 + 0,001 % 
nach Tabelle 2), sowie zweitens die Stabilitat dieser Lésung zu, zeigen|| 
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Natiirlich ist auch dies kein Beweis im strengen Sinne, da fiir das Mitberiick- 
sichtigen immer héherer Ableitungen in (42) die Konvergenz des Verfahrens 
nicht gezeigt werden konnte. Weiterhin 148t noch folgendes unbefriedigt. 
Aus den bisherigen Kapiteln wissen wir, da8 es eine einzige physikalisch 
regulare (vermutlich stabile) Lésung gibt sowie eine eindimensionale Mannig- 
faltigkeit (eventuell nicht stabiler) anderer Homologielésungen. Die einzige 
stabile Losung ist in Bild 7 zwar enthalten (P,), jedoch nicht die Mannig- 
faltigkeit der anderen Homologielésungen. Zu jedem Wert von a (und nicht 
nur an den weiteren singularen Punkten P, und P3) sollte es eine Lésung mit 
der Eigenschaft da/dy = dB/dn = 0 geben. Der Grund hierfiir liegt in der 
willkirlichen Festlegung auf einen bestimmten Wert von y. 


2. Nach HAFELE [17] 


Da wir meinen, die Giiltigkeit des Hafeleschen Ergebnisses durch ein Gegen- 
beispiel widerlegen zu kénnen, so wollen wir die etwas komplizierte Ableitung 
hier nur ganz kurz skizzieren; wegen aller Einzelheiten verweisen wir auf die 
Originalarbeit [17]. 

Um bei dem ,,Sich-Einspielen‘‘ den Ubergang von einer allgemeinen Losung 
zu der angestrebten Homologielésung besser verfolgen zu kénnen, wahlt 
TIAFELE eine Schreibart analog derjenigen der Homologielésungen (20) und 
(25), bzw. (28). Um damit auch allgemeine Lésungen beschreiben zu kénnen, 
mu8 erstens 


n = nit) (46) 


gesetzt werden. Zweitens fihrt Hafele an Stelle der Homologie-Variablen & 
eine GréBe ¢ ein, die wir hier jedoch * nennen wollen: 
t 
eh (zt) “| [ n(x) EG A ag ng (47) 
0 
An der Front gilt dabei wieder 
E} = const. (48) 


Im Falle von Homologie wird n(#) = const, und damit wird &* identisch mit 
£ von Formel (25). Drittens hingen die analog (28) definierten Funktionen 
y und p jetzt auf dem Umweg iiber die Zeitfunktion n noch explizit von der 
Zeit ab 

y = v(&*, n), pe =p (E*, 2), (49) 


wobei diese Zeitabhangigkeit im Falle der Homologie gerade wieder ver- 
schwindet. 

HAFELE beschrankt die Betrachtung weiterhin auf allgemeine Losungen, die 
in der nichthomologen Nachbarschaft der Standardloésung n = n, liegen und 
fiir welche die drei Voraussetzungen gelten: 


A. Die Lésung tiberquere die Stelle 42 = (vy — 1)?, reiche also weiter nach 
hinten als die Nachbarschaft von P,,3. 

B. Im Hinterland der Stoffront soll sich keine zweite StoBfront ausbilden. 

C. In Umgebung von P,, sollen dv/An, Ou/On und O1n g/An das gleiche Vor- 
zeichen besitzen wie im Falle der Homologie. 
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Unter diesen Voraussetzungen ist HAFELE dann in der Lage, die Formel 

dn[dt =(n—n)-9; 0<0 (5 
abzuleiten. Sie besagt, daB bei Giiltigkeit aller Voraussetzungen n gegen 7 
geht, daB eine nichthomologe Loésung aus der Nachbarschaft der Standare 
lésung sich dieser somit asymptotisch anschmiegt. | 
Gegenbeispiel. Zur Veranschaulichung machen wir uns erstens klar, das 


nach HAFELE die Zeitfunktion n(t) mit der Frontgeschwindigkeit V (t) ein 
deutig zusammenhangt durch 


V = nt". & = const - nt*-1, (51) 


Zweitens besagt Gleichung (50): Wenn zu irgendeiner Zeit n = Ng ist, so is} 
auch zu jeder spateren Zeit n = m). Der Wert n, kann also von n(t) nur an 
gestrebt, aber nicht wieder verlassen werden. 

Als Gegenbeispiel wahlen wir die Standardlésung mit einer kleinen, etwa ij 
der Mitte zwischen P,, und der Front aufaddierten Stérungswelle, die iil 
Richtung auf die Front lauft. Diese Anfangsverteilung ist also, bis auf dii 
kleine ortlich begrenzte Stérung, im ganzen ubrigen Bereich identisch mij, 
der Homologielésung m). Dann sollten die Voraussetzungen A und 0 er full 
sein. Weiterhin sei die Stérung klein und ,,flach‘‘ genug, um auch die Vorausy 
setzung B zu erfiillen. Somit sollte (50) gelten. 
Wir betrachten nun den Verlauf der Front. Wahrend der Zeit, wo die Stérung} 
die Front noch nicht erreicht hat, ist der Verlauf der Front derjenige der Stan! 
dardlésung. Wahrend dieser Zeit ist nach (51) also n = My. Zu der Zeit, w 
die Storung auf die Front einwirkt und deren Geschwindigkeit verandert 
mu8 nach (51) auch m = m, werden. Dies jedoch steht im Widerspruch zu (50 


Diskussion. Fiir dieses Versagen méchten wir zwei Griinde anfihre | 
Erstens: es liBt sich zeigen, daB die Ansatze (46) bis (49) noch nicht geniige | 
um allgemeine Lésungen zu beschreiben. So ist in unserem Beispied 
nm = const = mp, solange bis die Stérung die Front erreicht hat. Wahren¢} 
dieser Zeit ist dann (fiir alle x) auch £* = £ und nach (49) sollte dann y und uh 
konstant sein langs der Linien £ = const der ungestoérten Standardlésung} 
(ebenfalls fiir alle x). Sobald eine Linie € = const von der Stérung erreichi} 
wird, mu8 diese Behauptung jedoch falsch werden, 

Zweitens erscheint es etwas unklar, was die Voraussetzung C eigentlich be 
deutet. Kinerseits kénnte man einwenden, daB dv/dn im nicht homologer 
Fall als Zeitableitung gemeint ist, wahrend die Homologielésungen ja gerade 
zeitlich konstant sind. Und andererseits ist im nichthomologen Fall die 
Anderung von y in der Umgebung von P,, durch die Bildung von 07/0 
verkntipft mit der Anderung von x am Ort der Front nach (51), was wenig} 
sinnvoll erscheint. 
In [25] gibt HAFELE einen analog durchgefiihrten Stabilitatsbeweis fir de 
kugelsymmetrischen VerdichtungsstoB von GUDERLEY [8]. Auch hierbe 
lassen sich die gleichen Einwande vorbringen, die wir soeben diskutierten. || 
Zusammenfassend la48t sich unsere Kritik dahingehend formulieren, da8 be 
dem Ansatz von HAFELE die explizite Zeitabhangigkeit der Funktionen y» 
fund Ine nicht nur ( erlaubterweise) im Falle der fir alle x angestrebten Homo 
logie entartet, sondern (unerlaubterweise) auch fiir jedes begrenzte Zeit-] 
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intervall, innerhalb dessen bei beliebigem Hinterland die Frontgeschwindig- 
keit voriibergehend einer Homologielésung folgt. Daher laBt sich die all- 
gemeine Losung mit diesem Ansatz nicht beschreiben, auch nicht die all- 
gemeine Nachbarschaft der Standardlésung. Allerdings mag es einen speziel- 
len Typ von nichthomologen Nachbarschaftslosungen geben, der von dem 
Ansatz erfaBt wird. Fiir diesen Typ wiirde der Stabilitatsbeweis dann gelten, 
falls es gelange, die Voraussetzung C besser zu verstehen. 


Ill. Die starke Front mit Abstrahlung 


In Abschnitt I,1 zeigten wir, daB die Geschwindigkeiten wu und die Mach- 
zahlen M fiir die interstellare Materie etwa in den Bereichen streuen: 


5 <u<1000km/sec, 1 <M < 100 (52) 


und in Abschnitt I, 2 ergab sich, da ein turbulenzartiger stationarer Zustand 
mit M > 1 nur dann moglich ist, wenn die durch die Dissipation erzeugte 
Warme geniigend schnell wieder abgestrahlt wird. Es ist somit die Aufgabe 
dieses Kapitels, die Abstrahlungsvorgange schneller StoBfronten im einzel- 
nen zu untersuchen sowie die Wirkung dieser Ausstrahlung auf die Verteilung 
von Dichte und Temperatur hinter der Front. 

Die Abstrahlungsvorginge waren bereits von PIKELNER [26] behandelt 
worden, jedoch unter Vernachlassigung verschiedener hydrodynamischer 
Aspekte. Daher unternahm HERTWECK [27] unter Mitberiicksichtigung der 
hydrodynamischen Forderungen eine Neudiskussion der Energieabstrahlung. 
wobei er sich auf den Fall der stationaren Front beschrankte. Seine Ergebnisse 
sollten dann fiir den instationaren Fall die Rolle von Frontbedingungen 
iibernehmen, was jedoch noch nicht durchgefiihrt worden ist. 

Da die Abstrahlung gewissermafen die Temperataur ,abschneidet“‘, unter- 
suchte v. HAGENOW [28] die isotherme instationare Front als Grenzfall sehr 
starker Abstrahlung. 


A. Die Energieabstrahlung nach HERTWECK [27] 


HERTWECK behandelt den Fall der ebenen, starken, stationdren Stoffront, 
die in ein ruhendes Vorland konstanter Dichte lauft. Fir Dichte, Temperatur 
und Ionisationsgrad o des Vorlandes benutzt HERTWECK die Werte: 


My = 1 Atom/cm* 
P00 RIS (53) 
Og = Or. 


Beziiglich der Hydrodynamik und der Elektronendichte wird nur mit reinem 
atomaren Wasserstoff gerechnet, wahrend beziiglich der Abstrahlungsvor- 
ginge auch das Helium sowie eine Beimischung schwerer Elemente beriick- 
sichtigt wird. 

Die einzelnen Wirkungsquerschnitte und Strahlungsfunktionen wurden der 
vorhandenen Literatur entnommen und meist durch einfache Interpolations- 
formeln angenahert. Die sich ergebenden Differentialgleichungen wurden 
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numerisch integriert. Da es aus Platzgriinden unméglich ist, die umfang- | 
reichen Rechnungen und Abschatzungen hier zu diskutieren, so wollen wir || 
nur eine mehr qualitative Beschreibung der HERTWECKschen Ergebnisse || 
bringen. 


1. Die Front. 


Als eigentliche StoBfront sei wie bisher nur der Bereich von der Dicke einiger |} 
freier Weglingen bezeichnet, innerhalb dessen die Translationsenergie |} 
(beztiglich der ruhenden Front) der Materie des Vorlandes in thermische |} 
Energie umgewandelt wird. Da es sich nur um eine reine Richtungsstreuung | 
handelt, so sind hierzu nur wenige StéBe notig. Ein Energieverlust durch 
Strahlung oder Ionisation kann hierbei noch nicht auftreten, da die Elek- 
tronen (bei gleicher Geschwindigkeit) eine um den Faktor Mmy/me = 1830mal 
kleinere Energie besitzen als die Wasserstoffatome und Protonen, und da die 
letzteren erst bei Geschwindigkeiten tiber 1000 km/sec Ionisationsquer- 
schnitte der GréBenordnung 10-16 em? bekommen. 

Fir die Atome und Ionen erhalten wir somit Temperaturen, die sich aus | 
unseren unverdnderten Frontbedingungen (2) und (3) berechnen lassen: 


T,(0) = 22,5 V2, (54) 


wobei die Frontgeschwindigkeit V in km /sec zu messen ist, und die Tempera- 
tur T', der neutralen Wasserstoffatome und Protonen am Ort der Front 
(x = 0) in Grad absolut. Ersetzen wir die Frontgeschwindigkeit V durch die 
Machzahl M = V/ay, so erhalten wir 


5 
T,4(0) = Ty Taette (55) 


mit a = Schallgeschwindigkeit vor der Front und T) = Temperatur vor der | 
Front. 


Auch die Dichte springt um einen Faktor 4 unverandert nach (2). 


2. Einspielen des Temperaturgleichgewichtes 


Fir die reine Richtungsstreuung sind auch bei den Elektronen nur wenige 
StoBe néotig, der Energieaustausch dagegen geht etwa um den Faktor my/m, 


mal langsamer. Je mehr Energie die Elektronen erhalten, um so eher verlieren_ |} 


sie auch wieder Energie durch Anregung und Ionisation. Daher spielt sich | 
fiir die Elektronen eine Gleichgewichtstemperatur 7’,(z,) ein innerhalb des 
Abstandes x, hinter der Front. Dieser Einspielvorgang ist dargestellt in 
Bild 8, wobei fiir das Vorland die Werte (53) benutzt wurden. 

Kine Abschatzung ergab, da& es fiir die vorliegenden Gré8enordnungen 
zulassig ist, die Stérungen der Maxwellverteilungen von Elektronen und | 
Atomen zu vernachlassigen. Es ist also gerechtfertigt, auf beide den Begriff |} 
der Temperatur anzuwenden. Da die Temperaturen von neutralem Wasser- 
stoff und Protonen sich nur wenig unterscheiden, wurde als: 7 avderen (ge- 
wichtete) mittlere Temperatur eingefiihrt. Im ersten Bereich hinter der.Front 
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ist 7, noch nahezu unverandert: 7'4(z,) ~ 7'4(0). Die Abhangigkeit der 
Temperaturen 7, und 7,(z,) von der Frontgeschwindigkeit zeigt Bild 9. 
Mit zunehmender Frontgeschwindigkeit wird der relative Unterscheid bei- 
der Temperaturen immer groBer. 


a % 


Bild 8. Einspielen des Gleichgewichtes der 
hinter 
der Front bei Energieabstrahlung. 
Fiir die Werte (53) ist z,~ 10** cm. 


Elektronentemperatur Te 


Nach [27]. 


3. Das Einsetzen 
der Ionisation 


Da im wesentlichen nur 
die Elektronen ioni- 
sieren konnen, so haben 
wir einen mit der Zeit 
exponentiellen Anstieg 
der Ionisation zu er- 
warten, solange Dichte 
und Temperatur sich 
noch nicht wesentlich 
andern. Da durch die 


Bild 10. a) Der Verlauf von T4 

und 7¢ hinter der Front. 
b) Desgleichen fiir die 
Gasdichte und den 
Tonisationsgrad o. 
Die Rechnungen wurden 
nur bis dorthin durchge- 
fihrt, wo T, und Te 
etwa gleich werden. Die 
Breite (Z, — 2) des 
steilen Verdichtungsge- 
bietes betragt einige 
hundert freie Weglangen. 
Nach [27}. 


o 100 200 300 


Bild 9. Die Fronttemperatur 74 der Ionen und H-Atome, und 
die Gleichgewichtstemperatur Je(z,) der Elektronen 
(Bild 8), in Abh4ngigkeit von der Machzahl M bei den 
Vorlandswerten (53). Nach [27]. 


10 6 bd, § 


a) 
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Abstrahlung die Temperatur sinkt und die Dichte somit steigt, wird der 
Anstieg der Ionisation schlieBlich sehr steil, was umgekehrt wieder einen sehr 
steilen Abfall der Temperatur und steilen Dichteanstieg bewirkt. 

Fir Dichte, Ionisationsgrad und Temperatur erhalt HERTWECK ein System | 
von drei Differentialgleichungen erster Ordnung. Bild 10 zeigt das Ergebnis | 


einer numerischen Integration fiir die Werte (53) und eine Frontgeschwindig- || 


keit V = 100 km/sec (M = 85). Das Ansteigen der Elektronentemperatur 7’, || 
bis zur Gleichgewichtstemperatur 7',(x,) ist hierbei vernachlassigt worden, |} 
d. h. die Rechnung beginnt bereits mit 7',(x,). Wir sehen den erst exponen- || 
tiellen und dann steileren Anstieg des Ionisationsgrades. Besonders auffallig | 
ist jedoch, daB die Dichte fast titber den ganzen Bereich nahezu konstant 
bleibt, und erst in einem relativ sehr schmalen Gebiet (2, bis x3) ganz steil 
ansteigt. Das gleiche gilt auch fiir den Abfall der Temperatur. Die Breite 
(% — X_) dieses Verdichtungsgebietes ist von der Gr6éBenordnung 10! cm, | 
und eine Abschatzung der freien Weglange geladener Teilchen innerhalb | 
dieses Gebietes ergab 2-10!2cm. Das Verdichtungsgebiet ist also immer noch | 
einige hundert freie Weglangen dick, und seine hydrodynamische Behandlung 
ist somit gerechtfertigt. 

Fir x > 2, fallt die Temperatur weiter ab bei steigender Dichte. Der Ioni- | 
sationsgrad wird tiber ein langeres Gebiet etwa konstant, um dann wieder zu 
fallen. Fir das Gebiet weiter hinten sind jedoch zusatzliche Annahmen nétig, 
die auBer der Abstrahlung auch die Einstrahlung von Energie betreffen. 


4. Vergleich mit Beobachtung und Experiment 


Als ein mégliches Beispiel starker Sto8fronten mit Abstrahlung nennt Hert- 
weck den Cygnus-Nebel. Die Spektren der Nebelfilamente wurden von 
CHAMBERLAIN [29] und PIKELNER [26] untersucht. Es finden sich im Ver- 
gleich zu H, starke Linien der verbotenen Uberginge von N II, OII und i} 
OIII. Bisher ist es nicht gelungen, einen fiir die Anregung hinreichend heiBen | 
Stern in der Nahe des Nebels zu finden. Dagegen lassen sich die ringférmigen 
Strukturen als auslaufende Hiille einer in der Vergangenheit erfolgten 
Nova-Explosion gut verstehen. Die mit groBer Geschwindigkeit ausgestoBene 
Gashille bildet beim Einlauf in das interstellare Medium eine starke StoB- 
front; das durch die StoBfront laufende Gas des Vorlandes wird erhitzt und 
strahlt die thermische Energie wieder ab. Die hinter der Sto8front laufende 
Gasmasse bildet das Energiereservoir. 

Die Dicke der Filamente betragt nach [29] etwa 5 - 10!6cm, mit Instrumenten 
groBeren Auflésungsvermégens lassen sich auch noch feinere Strukturen er- 
kennen. Theoretisch ist der LingenmaBstab etwa umgekehrt proportional |} 
zur Dichte vor der Front, und da diese Dichte nicht genauer bekannt ist, | 
so ]aBt sich auch der Vergleich mit den Rechenergebnissen nicht genauer 
durchfihren. Zumindest kann man jedoch sagen, da sich verniinftige 
GréBenordnungen ergeben haben. 


5. StoBwellenrohr (shock tube) 


KANTROWITZ und Mitarbeiter [30], [37] haben in Argon StoBwellen erzeugt || 
bis zu Machzahlen M = 17, wobei sich Ionisationsgrade bis zu 40% ergaben. | 
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_ Zwischen der eigentlichen Front und dem Beginn des Leuchtens wurden 
Abstainde beobachtet (x, in Bild 10), die gut zu einer Abschatzung von 
HERTWECK passen. Inzwischen ist eine theoretische Arbeit von J. W. BOND 
[32] erschienen, der die StoBfronten im StoBwellenrohr ahnlich behandelt 
wie HERTWECK die der interstellaren Materie, und der auch zu ahnlichen 
Ergebnissen gelangt. Weitere StoBwellen-Experimente werden durchgefihrt 


_ von LOCHTE-HOLTGREVEN und Mitarbeitern in Kiel [33]. 


B. Die isotherme instationdre Front nach v. HAGENOW [28] 


Die Rechnung von HERTWECK war durchgefiihrt worden fiir die stationire 
Front. Um von hier aus zu einer genaéherten Beschreibung auch des insta- 
tiondren Falles zu gelangen, kénnte man die Dicke des zwischen der Front 
und 2; liegenden Bereiches vernachlassigen und alle Anderungen der Zustands- 
gréBen als diskontinuierliche Spriinge auffassen. Wir hatten somit wieder 
Vorland, Front und Hinterland, wobei das Hinterland erst hinter x3 be- 
ganne. Die hierfir giiltigen Frontbedingungen wiren aus einer Verall- 
gemeinerung der HERTWECKschen Ergebnisse auf beliebige Front- 
geschwindigkeiten und auf beliebige GréBen des Vorlandes zu gewinnen, und 
wiirden von der chemischen Zusammensetzung des Gases abhangen. 

Im Falle sehr starker und schneller Abstrahlung (und bei bereits relativ 
heiBem Vorland) werden wir damit rechnen kénnen, da die Temperatur 
innerhalb des neu definierten Frontbereiches nahezu wieder auf die Tempe- 
ratur des Vorlandes abgefallen ist. Bei geniigend starkem Strahlungsaustausch 
kann sie auch weiter hinten nicht unter die Vorlands-Temperatur absinken. 
Es erscheint somit sinnvoll, den Grenzfall raumlich und zeitlich konstanter 
Temperatur zu betrachten, wobei sich relativ einfache und ubersichtliche 
Formeln ergeben. In einer noch nicht abgeschlossenen Arbeit untersucht 
v. HAGENOW diese ,,Isothermen StoBfronten‘’. Die Arbeit soll noch ver- 
offentlicht werden. 


1. Grundgleichungen 


Fir Dichte, Gasgeschwindigkeit und Schallgeschwindigkeit des Vorlandes 
wird als Normierung gewAhlt: 


0 = 1 
ly = 0 (56) 
Opee 1. 
und zur Abkirzung wird 
Ino=¥7 


eingefiihrt. Dann lauten die ersten beiden Grundgleichungen (1): 

nN + un, + uz, =9 

uy + UUs + Hr = 0 (57) 
wobei statt der dritten Gleichung (1) die Temperatur-Konstanz in der Form 


p=a20=0 (58) 
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eingesetzt wurde. An Stelle der nur fir starken StoB gultigen Frontbedingung: ‘| 
(2) und (3) treten jetzt die fiir beliebige StoBstarke gultigen Frontbedingunge} 


(ist 
w=Vae, (4 


wobei wiederum nur die erste Gleichung im eigentlichen Sinne Randbedir | 
gung ist, da die Front auch hier von einer Charakteristik des Hinterland¢ 
erreicht wird. Siehe Text zu Gleichung (2). | 
Der Begriff der starken Front existiert hier nicht, da die Temperatur def 
Vorlandes jetzt, wegen 7’ = const, nicht vernachlassigt werden kann it 
Gegensatz zu Abschnitt II, A. Vermutlich ist dies auch der Grund dafiir, das 
es jetzt keine mit den Frontbedingungen vertraglichen Homologielésunge: 
gibt, was durch v. HAGENOw gezeigt wurde. Folglich kann es auch keine g| 
einfache Art von ,,Standardlésung“ geben wie die des vorigen Kapitels. 


2. Rechenverfahren 


Es wurde ein Charakteristikenverfahren gewahlt analog demjenigen vo 
Abschnitt II, A,1. Die beiden Charakteristiken haben die Richtungen 


CF =a ly C= ssi — 1 (mit a = 1) (60) 
und die Hodographengleichungen lauten 


(uty +(wt1)(u+n),=0. (61 


Ks ist also 
u+%m7=const lings Ct. (62) 


Das bedeutet, daB am Schnittpunkt zweier Charakteristiken u und y exak 
bekannt sind, und nur der Ort des Schnittpunktes noch berechnet zu werde} 
braucht, was in zweiter Naherung durchgefiihrt wurde. Die Réchengenauig} 
keit wurde iiber langere Zeitintervalle hinweg mit etwa 1% eingeschatzt, und 


die Verteilungen zu festen Zeiten wurden wieder im Netz der Charakteristike} 
linear interpoliert. 


3. Frontbedingungen hoéherer Ordnung 


Bei den meisten der Anfangsverteilungen, die v. HAGENow bisher gerechne4 
hat, bildete sich eine zweite (nach hinten laufende) StoBfront aus auf den 
jenigen O--Charakteristik, die zur Anfangszeit im Frontpunkt entspringt 
Wir meinen, daB sich dies durch geeignete Wahl der Anfangsverteilung leichi} 


der Frontbedingungen einschieben. 
Langs der Front sollen die Frontbedingungen (59) gelten, aus denen wir di 
Frontgeschwindigkeit V eliminieren kénnen: <> 


4 
So 


‘ : 
ui=e + — — 2, : 63 
Q ‘ ( 


) 
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Definieren wir nun eine Funktion f(z, ¢) durch 


jaut+2———e, (64) 


so lautet die Frontbedingung 
j= 0. (65) 


Da dies aber fiir alle Zeiten gelten soll, so mu8 auch die Ableitung von f langs 
der Front verschwinden: 


os ata V 2 =—0 fir x = X(t) = Ort der Front. (66) 


Wir wollen (66) bezeichnen als Frontbedingung erster Ordnung, die normalen 
Frontbedingungen (59) bzw. (63) werden somit zu Frontbedingungen nullter 
Ordnung. Durch weiteres Differenzieren in Frontrichtung V lassen sich in 
gleicher Weise Frontbedingungen immer hoherer Ordnung ableiten. 

Setzen wir (64) in (66) ein, so ergibt sich eine Formel, die noch die partiellen 
Zeitableitungen w, und g, enthalt. Eliminieren wir diese Zeitableitungen 
mit Hilfe der Grundgleichungen (57), so erhalten wir nach einiger Zwischen- 
rechnung schlieBlich als Frontbedingung erster Ordnung: 


(i igen meat reer dita 
setagias 2B) ne) 14 1BV*" (67) 
Dabei ist 

BS stir VS (68) 


Wir kehren nun wieder zuriick zur Wahl von Anfangsverteilungen. Soll fiir 
t = 0 der Rand eine Front darstellen, so miissen dort natiirlich die normalen 
Frontbedingungen (59) gelten. Ware dies nicht der Fall, so ware der Rand- 
punkt singular beziiglich seiner Werte von u und 7. Soll der Rand auch bereits 
kurz vorher (tf = —é) eine’ Front gewesen sein, so mu8 auBerdem auch noch 
die Frontbedingung erster Ordnung (67) erfillt sein. Ware dies nicht der Fall, 
so ware der Randpunkt singular beziiglich der ersten Ableitungen. 
Natiirlich 148t das gleiche Argument sich auf immer héhere Ableitungen aus- 
dehnen, die jedoch immer weniger praktische Bedeutung haben. So hatte 
sich bei den in Abschnitt II, A berechneten Fronten herausgestellt, daB auf 
der vom Nullpunkt ausgehenden C--Charakteristik nur dann eine zweite 
Front entsteht, wenn anfangs die normalen Frontbedingungen verletzt 
waren. Anscheinend sind nun die isothermen Fronten etwas empfindlicher 
und verlangen auch noch die anfangliche Erfilltheit der Frontbedingungen 
erster Ordnung. Dies scheint dann aber auch zu geniigen. In einer der gerech- 
neten Anfangsverteilungen war (67) recht gut erfillt; dies war die einzige 
Verteilung, bei der keine zweite Front entstand. — Man muB also darauf 
achten, daB man keine Anfangsverteilungen wihlt, die singular sind in dem 
Sinne, daB die Front in der Vergangenheit keine Front gewesen ist. 
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4. Ergebnis 


Zeiten. Die Steigungen der Kurven (in Frontnaéhe) gehorchen dabei der} 
Gleichung (67), woraus hervorgeht, daB beide Kurven nicht durch die gleiche}| 
MaSstabstransformation mit den Kurven zu einer anderen Zeit zur Deckung } 
gebracht werden kénnen, so wie dies in Abschnitt II,A,4 getan werden) 


konnte. 1 


&) te0 (M=10) 


Bild 11. Beispiel der zeitlichen Entwicklung einer instationdren isothermen Front (uz = Gasgeschwindigkeit, 
e = Dichte). 


a) Ausgangsverteilung; b) und c) Verteilung zu verschiedenen Zeitschnitten. 


Auch andere Ausgangsverteilungen ergeben (nach einer Einspielzeit) bei gleicher Machzahl M die \ 
gleichen Verteilungen wie hier. Nach [28]. 


Analog zu Abschnitt II,C hat v. HAGENOW auch fiir den isothermen Fall 
die Klasse der linearen Lésungen untersucht. Die allgemeine Lésung lat 
sich wieder angeben, jedoch erfiillt sie auch wieder nicht die Frontbedin- 
gungen. Bei der sich einspielenden Verteilung kann somit die Geschwindigkeit 
nicht exakt linear in x sein, zur genaherten Darstellung des Hinterlandes 
scheinen die linearen Lésungen jedoch gut geeignet zu sein. Im isothermen 
Fall ist bei den linearen Lésungen keine willkiirliche Funktion mehr frei 
wie frither; 7 ist jetzt quadratisch in x. 

Weiterhin ergab sich folgendes. Nehmen wir zwei verschiedene Anfangs- 
verteilungen, so sind nach kurzer »Kinspielzeit’‘ die zu gleichen Front- 
geschwindigkeiten V gehorigen Verteilungen einander gleich, wenn wir die 
«-Skala entsprechend normieren. Schreiben wir z. B. statt 7 (x,t) unter 
Benutzung von V(t) und ¥ = «— X jetzt 7(y, V), so gilt. also fiir zwei ver- 
schiedene Anfangsverteilungen nach einiger Zeit: oN 


my, V) = ns(ey, V) mit ¢ = const * (69) 
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und entsprechend auch fiir u(y, V). Allerdings ist hierzu zu bemerken, 
‘da8 (69) trivial ware und aus (67) folgte, wenn w und 7 linear in x waren. Und 
ob (69) auch noch den schwachen nichtlinearen Anteil der Kurven wu und 7 
erfaBt, 14Bt sich mit den bisherigen Rechnungen noch nicht klar genug 
beantworten. 

Eine etwas weiter reichende Probe auf den gleichen Sachverhalt gibt jedoch 
auch eine Bestitigung. Wir betrachten fiir zwei verschiedene Anfangs- 
verteilungen die Frontgeschwindigkeit V als Parameter und nennen ¢,(V) 
die Zeit, nach der die erste Verteilung den Wert V erreicht hat, und ¢,(V) 
die Zeit, nach der die zweite Verteilung V erreicht hat. Durch Elimination 
von V erhalten wir dann eine Funktion ¢,(¢,). Ftir die gerechneten Beispiele 
zeigte sich, daB nach kurzer Einspielzeit stets 


t,=a-+ bt, mit a, b = const (70) 


wurde. Ein Beispiel zeigt Bild 12. 

Dabei bedeutet a +0, daB die % 
beiden Verteilungen verschiedene 
Einspielzeiten bendtigten, und 
b +1 bedeutet eine verschiedene 3 
Zeitskala der Entwicklung, die 

durch verschiedene Breite der 

Anfangsverteilungen, also durch 2 
verschiedene wz-Skalen, bewirkt 
wird. Dies fiihrt auf (69) zuriick, 
und es laBt sich tatsachlich zeigen, 
da8 (70) und (69) dasselbe be- 
deuten. Dabei ist b =, da sich 


aus den Frontbedingungen und : é . E gmat 
(67) Bild 12. Die Zeiten ¢,(V) und t,(V), nach denen zwei 
verschiedene Anfangsverteilungen die Front- 
dV 3 1 (71) geschwindigkeit V besitzen. Siehe Text zu 
SS —— eden eae fe oS Gleichung (70). Nach [28]. 
dt LS 5) rae? 
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ableiten laBt, wodurch die Zeit- und Orts-Skalen miteinander verknipft 
sind. 

ZusammengefaBt laBt sich sagen, da die isothermen Fronten erstens keine 
zeitunabhangige Standardlosung wie in Abschnitt II bilden kénnen, wie 
man schon aus (67) sehen kann. Zweitens scheint es eine Art zeitabhangiger 
Standardlésung zu geben (besser gesagt V-abhangig), und es ware zu unter- 
suchen, ob sich aus ihr ein zeitunabhangiger Anteil herauspraparieren laBt. 
Drittens sind die linearen Losungen genau wie friher gute Naherungs- 
darstellungen. 

Um dieses Kapitel der isothermen Fronten als abgeschlossen betrachten 
zu konnen, ware eine befriedigende Klarung der Frage der Standardlésung 
notig, oder eine gute, fir alle V giiltige Naherungsbeschreibung in einfacher 
Form. Weiterhin ware eine Abschatzung nétig, unter welchen physikalischen 
Verhaltnissen die isotherme Naherung als Beschreibung einer einzelnen 
StoBfront gelten kann, und schlieBlich sollte noch untersucht werden, wann 
ein Feld statistisch verteilter Fronten auf diese Weise beschrieben werden 
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lung gro8 genug ist, um Isothermie zu erzwingen, ob dann der Impulsaustaus i 
durch Strahlung noch zu vernachlassigen ist.) 


IV. Die stationare Front im Magnetfeld 


1. Kinleitung 


Uber das Vorhandensein von Magnetfeldern in kosmischen Objekten u 


die zahlreichen Literaturangaben bei List [34], [35]. Fir die interstella 
Materie rechnet man mit Feldern von etwa 10-® GauB!). Befindet sich e 
ionisiertes Gas (= Plasma) in turbulenter Bewegung, so entstehen (weges 
der verschieden groBen Massen von Elektronen und Ionen) elektrische Strom 


Tabelle 4 
Die elektrische Leitfahigkeit o (in el. stat. Einh. = sec~1) 

log o og o 
Sonnenmitte 18,3 Sonnenphotosphare 12,9 
Kupfer 17,7 Bogenentladung 12,9 
Quecksilber 16,0 interstell. HII-Region 12,7 
Sonnenkorona 15,7 Materie eens 11,8 bis 10,6 
Graphit 14,6 Fensterglas —1,0 
Glimmentladung 13,6 Paraffin —4,7 | | 


Fir die Beurteilung der GréBe der Leitfihigkeit ist entscheidend die Abkling+ 
zeit t eines Magnetfeldes infolge Ohmscher Verluste : 


tT=—.. es: (72)} 


N 
ee 


iene es eC 
1) In besonderen Objekten, wie z. B. dem Crab-Nebel, kommen auch hohere Feldstarken 
bis 10-3 oder 10-2 GauB vor. ; 
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Dabei ist / eine fiir das Magnetfeld charakteristische Lange (etwa der Krim- 
mungsradius der Feldlinien) und c die Lichtgeschwindigkeit. Selbst mit 
log o = 10,6 fiir HI-Regionen und bei Annahme kleiner struktureller 
Details von / = 0,01 pe = 3-10!%cm erhalten wir t = 101° Jahre. Das heiBt, 
- fiir Zeiten innerhalb des Weltalters von 5- 10° Jahren kann praktisch mit 
- unendlicher Leitfaihigkeit gerechnet werden. 

Fiir stationire ebene Fronten beliebiger Starke in homogenen Magnetfeldern 
beliebiger Starke und beliebiger Richtung stellt LUsT in [34] die Gleichungen 
auf und diskutiert in [35] die verschiedenen Lésungstypen. Die LUsTschen 
Ergebnisse kénnten fiir instationire Fronten wieder die Rolle von Front- 
. bedingungen tibernehmen. 


2. Die Grundgleichungen 


Unter Vernachlassigung von Reibung und Warmeleitung haben die Grund- 
gleichungen der Magneto-Hydrodynamik im stationaren Fall die folgende 
Form: 
a) Die Bewegungsgleichung | 
1 
o(v grad) » = — grad p — Te [D rot 9]; (73) 
b) die Kontinuitatsgleichung 
div(ov) = 0; (74) 
c) der Energiesatz la8t sich schreiben 
1 
(v grad 7) = i: (v grad p), (75) 
wenn wir mit i = e + p/o die Enthalpie pro Masse bezeichnen. 
d) Fir das Magnetfeld kommt noch hinzu die Quellenfreiheit 
div = 0 (76) 


e) und das Induktionsgesetz, das unter den Voraussetzungen der Einleitung 
die Form hat 
rot [pO] = 0. (77) 


Aus diesen Grundgleichungen leitet LUsT die entsprechenden Erhaltungs- 
sitze ab. Es zeigt sich, daB man die gleiche Form erhalt wie in der normalen 
Hydrodynamik, wenn man statt des Druckes p einen Drucktensor einfiihrt 


1 1 
Dik = (> + 55 0) Ou — gy Helle (78) 
die innere Energie e pro Masse mit einem magnetischen Zusatzglied versieht 
1 
* = —— 79 
e Corie 8x0 9°, (79) 


und auch die Enthalpie i als Tensor schreibt 


1 1 
i = (i+ ane 6) Or — ven H, H,. (80) 
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3. Die Frontbedingungen 


Aus den Erhaltungssitzen berechnet List die Frontbedingungen fiir 
GréBen 0, 7, v;, vy H,, Hy (# ist die Fortpflanzungsrichtung der Fror 
y ist die Richtung der Projektion der Feldlinien auf die Frontebene). Wegy 
der Kompliziertheit der Gleichungen miissen wir auf die Originalarbeit veé| 
weisen. Bei schrag liegenden Feldlinien zeigen die Feldlinien beim Durchga; 
durch die Front einen Knick, somit haben wir jetzt (im Gegensatz zur Fro} 
ohne Feld) eine zusatzliche Tangentialbeschleunigung des Gases beim Fro | 
durchgang. | 
Eine weitere und sehr wesentliche Komplikation besteht darin, daB die Fro 
bedingungen jetzt nicht mehr eindeutig sind. So ist z. B. die Gleichut 
fiir den Dichtesprung eine Gleichung dritten Grades. Sie kann drei reel} 
Lésungen haben, mindestens eine davon entfallt allerdings wegen der 
fordernden Entropiezunahme in der Front. Die verbleibende Zweideutigk 
heift dann, daB bei Vorgabe des Vorlandes und der Frontgeschwindigkeit di 
Zustande hinter der Front noch nicht eindeutig festgelegt sind, sondern dé 


| 


Wegen der Quersteifigke: 
des Magnetfeldes gibt 
im Plasma drei verschié} 
dene Sorten von Schall 
wellen mit (im allgemeine | 
verschiedener _Schallg i} 
schwindigkeit. In Bild \ 
zeigen wir ein Polardia, 
gramm. Setzen wir in de} 
Nullpunkt zur Zeit ¢ = } 
eine Storung, so liegen d 

drei erzeugten Schall welle} 
zur Zeit t=1 auf det 
eingezeichneten Kurver 
Die Wellen, deren Ge 
schwindigkeiten mit c, un} 
c_ bezeichnet sind, schwi i 
gen in der 2, y-Ebeni 
(Definition wie oben)schra}} 
zur Fortpflanzungsrich 
tung, sind also gemisch 
longitudinal und transve | 
sal. Die mit c, bezeichy 
nete Welle schwingt rei 


Grenzfall verschwindender StoBstarke (M = 1), also fiir Schallwellen. 


4. Schallgeschwindigkeit im Plasma 


Bild 13. Polardiagramm der Schallgeschwindigkeiten c_, eg und cy = j 
fiir ein Plasma im Magnetfeld. (8 = 0,75, d. h. die magne- transversal, ee Richtun, 


tische Energie betragt '/, der Gesamtenergie). Nach (35). undheiBt Alfvénsche Welle 
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Bezeichnen wir mit B das Ver- 30 
haltnis der hydrodynamischen | €? 
inneren Energie e zur Gesamt- | 
energie e* nach (79), mit gp den 
Winkel zwischen den Feldlinien 295 
und der Fortpflanzungsrich- 
tung, und nennen wir 7 = cosg, 


e 20 
log = = 
a 
= ae 1 
( 8 P 2 45 
= COS Pp, 


so zeigt Bild 14 die drei Schall- 
geschwindigkeiten als Funktio- 1 
nen von # und 7. Wir sehen 
z. B., daB nur bei relativ 
schwachen Magnetfeldern sich 
c, und c_ nur so wenig unter- 4% 
scheiden wie in Bild 13. 


Bild 14. Die drei Schallgeschwindigkeiten 0 : 
als Funktion der Starke und Rich- 0 02 04 06 08 B—~- 10 
tung es Magnetfeldes, siehe (81). <— stark Magnetteld schwach —=— 
Nach [365]. 


In Tabelle 5 zeigen wir simtliche méglichen Grenzfalle. Beispielsweise besagt 
die letzte Zeile: die c_-Welle ist im allgemeinen gemischt (Schwingungs- 
richtung schrag zur Fortpflanzungsrichtung); bei einem parallelen schwacben 


Tabelle 5 
Die Grenzfalle der drei Schallwellentypen 


Feldlinien liegen zur Fortpflanzungsrichtung: 


Wellentyp 


Cg (1) ca (t) Cg (1) 


0 ca (t) 0 
c 0 cs(l) 0 
schwaches Feld starkes Feld 


cZ = 5p/3e, gewohnliche Schallwelle ohne Feld, 
c, = H2/4ne, Alfvénsche Welle, 
o2 = H?/4n0, Grenzfall der c,-Welle, 
1 = longitudinal, 
t = transversal, 
g = gemischt. 
31 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Feld wird ihre Geschwindigkeit gleich der der Alfvénschen Welle, und die 
Schwingungsrichtung wird rein transversal. Bei einem parallelen starke 
Feld wird ihre Geschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit ohne Feld 
die Schwingungsrichtung wird rein longitudinal. Und.die Geschwindigkeit{ 
der c_-Welle wird in jedem Fall zu Null bei senkrechtem Feld. Dabei ist 


Ca <cg _ bei schwachem Feld, (82) 
Cs > cg bei starkem Feld. 


5. Diskussion 


Das Vorhandensein der drei verschiedenen Schallwellen-Typen im Plasmas 
kann als gesichert betrachtet werden. Dagegen ist nicht ganz klar, ob die] 
entsprechenden drei Typen verschiedener StoBfronten wirklich physikalisch} 
realisierbar sind. In Bild 15 zeigen wir den Dichtesprung in der Front als} 
Funktion der Frontgeschwindig-J 
keit V bei relativ starkem Ma-J 
gnetfeld. Von V > c_ abil 
existiert hiernach eine (den} 
c_-Schallwelle  entsprechende)} 
Front, die wir mit F_ bezeich- 
neten; der Dichtesprung nimmt 
} zunachst zu. Die beiden anderen 
+ fe 
V; C2 Lésungen setzen unterhalb voni} 
; : 02/0; = 1 ein, sie waren daher 
Bild 15. Der Dichtesprung in der Front als Funktion der sip te . 
Frontgeschwindigkeit V, fir 8—0,25 und 7?=0,5, | Mit einer Entropieabnahme ver- 
siehe (81). Nach [35]. bunden und sind somit physi- 


oe 
Ch 


V =c, ab kommt die (der Alfvénschen Welle entsprechende) Front F, 
hinzu. Mit wachsendem V nimmt jetzt der Dichtesprung von Fy, z 
und der von F_ ab, bis schlieBlich beide bei V = Vz zusammenfallen.|} 
Von da ab bis zu V = ¢, existiert uberhaupt keine StoBfront, erst von V = c,|| 
ab tritt die Front F, auf. Der Dichtesprung steigt im weiteren} 
Verlauf monoton an und schmiegt sich asymptotisch dem Grenzwert 0,/0, = 41 
an (genau wie bei starker Front ohne Feld). : 
Da8 es einen Bereich Vz, < V <c, geben soll, in dem keine StoBfronte 
moglich sind, wahrend jedoch bei kleineren Frontgeschwindigkeiten (in}} 
c_<V <V,) StoBfronten existieren, erscheint etwas unglaubhaft. Was 
wird z. B. aus einer von hinten her stetig beschleunigten F_-Front beim Uber-|| 
schreiten von Vg? Im allgemeinen ist es charakteristisch fiir eine StoBfront, 


daB sie schneller ist als die von ihr ausgehenden Stérungswellen, sie lauf “ 
also in ein ungestértes Vorland. Es sollte einmal untersucht werden, ob die: 


F_und F,-Fronten vielleicht deshalb nicht realisierbar sind, weil méglicher- 


: 
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V. Die Wedchselwirkung instationarer Fronten 


1. Einleitung 


Fir unser anfangs aufgestelltes Arbeitsprogramm (Turbulenz mit Uber- 
schallgeschwindigkeit) spielt die Frage nach der Wechselwirkung der StoB- 
fronten eine entscheidende Rolle. Das eigentliche Ziel ware dabei, fir die 
Wechselwirkung von StoBfronten aller Staérke und Richtung allgemeingiltige 
und méglichst einfache Aussagen zu gewinnen, wobei auch die Energie- 
abstrahlung (und eventuell Magnetfelder) mit zu beriicksichtigen waren. Als 
ein erster Schritt auf diesem Wege soll die Arbeit von K. HAIN [37] betrachtet 
werden, der eine Anzahl von Beispielen numerisch durchgerechnet hat fir 
ZusammenstoB und Uberholen von zwei ebenen, parallelen, instationaren 
Fronten, ohne Energieabstrahlung und ohne Magnetfeld. Beim Zusammen- 
stoB wurden beide Fronten, beim Uberholen die tiberholte Front als stark 
und vom Typ der Standardlésung vorausgesetzt, das ungestérte Vorland ist 
ruhend und von konstanter Dichte und vernachlassigbarer Temperatur. 

Da Kompliziertheit und Umfang der Rechnungen die Kapazitat der damals 
allein verfiigbaren Rechenmaschine G1 schon fast tiberstiegen, so konnte nur 
eine relativ geringe Anzahl von sechs Beispielen gerechnet werden. Daher 
konnte es auch noch nicht méglich sein, beziiglich der Forderung nach einer 
allgemeingiiltigen und einfachen Beschreibung tiber Ansatze und Vermutungen 
wesentlich hinaus zu gelangen. Die Darstellung der Ergebnisse ist in der 
Originalarbeit enthalten in Form zahlreicher Figuren, die den raumlichen 
und zeitlichen Verlauf der ZustandsgréBen angeben. Wir konnen hier nur 
eine kurze Zusammenfassung bringen. 

Gerechnet wurde wieder wie in [6] nach dem Charakteristiken-Verfahren, 
mit differentieller Erfuillung der Frontbedingungen fir beliebige Frontstarke ; 
die Frontbedingungen wurden iterativ gelést. Die Zustandsgr68en im Raum- 
zeitpunkt des ZusammenstoBes (bzw. Uberholens) ergeben sich aus den fiir 
stationare StoBwellen giiltigen Gleichungen von Cou RANT-FRIE DRICHS [14]. 


29. ZusammenstoB 


In Bild 16a zeigen wir den Raumzeitpunkt des Zusammenstofes und seine 
Umgebung. V* und V~ sind die Geschwindigkeiten der beiden einlaufenden 
Fronten. Es entstehen zwei auslaufende Fronten und eine Diskontinuitats- 
fliche, an der sich Dichte und Temperatur sprunghaft adndern, wahrend 
Druck und Geschwindigkeit stetig bleiben. 

Zur Charakterisierung des Staérkeverh4ltnisses der einlaufenden Fronten 


definieren wir 
Ve [Viale (83) 


Fir gleichstarke Fronten (F = 1) verschwindet die Diskontinuitatsflache. 
Die beiden auslaufenden Fronten konnen nicht mehr als starke Fronten 
aproximiert werden, da der Dichtesprung nur noch einen Faktor 2,5 betragt, 
gegeniiber einem Faktor 4 bei starker Front. Gegeniiber dem ungestorten 
Vorland nimmt die Dichte somit insgesamt um den Faktor 09/0 = 10 zu. 
31° 
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An der auslaufenden Front nimmt der Druck um den Faktor 6 zu, und dij 
Temperatur um den Faktor 2,4. | 
Sind dagegen die Frontstarken sehr ungleich, z. B. F > 1 (beide Machzahle 
jedoch groB gegen Eins), so lauft die starkere der beiden Fronten nahez 
unverandert als starke Front weiter, wahrend die schwachere der beide} 


Bild 16. Wechselwirkung zweier StoBfronten. a) Zusammensto8, b) Uberholen. 

StoBfront, dichtere Seite schraffliert 

---e- - - - K- - - Diskontinuitatsflache 

Als Linienbiischel gezeichnet: Verdiinnungswelle (centered rarefaction wave). Nach [37]. 
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Bild 17. Die Frontgeschwindigkeit Vj als Bild 18. Die durch (84) definierte Frontstarke 4M, nach den} 


Funktion der Zeit nach dem Zusammenstof8, als Funktion der Homologievariablen | 
Zusammensto&. — F nach (83). — ihres Vorlandes. Die zeitliche Entwicklung verliuf} 
Normierung: ut+ = 1 fiir F > 1, von rechts nach links. Nach [37]. 


und w- =1 fiir F <1. Nach [37]. 


Fronten nach dem ZusammenstoB mit einem Dichtesprung von od/ot = 1.4 
weiterlauft. Die maximale Dichtezunahme betragt fiir F S 1 jetzt Colo = 16) 
Die zeitliche Entwicklung der Frontwerte ligt sich wie folgt beschreiben| 
Die Dichte nimmt in allen Fallen schnell ab, da jede Front in das Hinterland| 
abnehmender Dichte der anderen Front hineinlauft. Anders bei der Front}] 
geschwindigkeit: wiirde dieFront in ein ruhendes, konstantes Gebiet laufen, sq 
wlirde die Frontgeschwindigkeit abklingen. Dem wirkt entgegen, erstens dafi} 
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die Dichte des Gebietes vor der Front abnimmt, zweitens daB die Gasgeschwin- 
digkeit des Gebietes in Richtung der Frontgeschwindigkeit zunimmt. Es 
resultiert das in Bild 17 dargestellte Verhalten: nur bei sehr ungleichem 
Starkeverhaltnis nimmt die Geschwindigkeit der starkeren Front (F = 4) 
zeitlich ab, wahrend fir F < 1 der Einflu8 des Vorlandes tiberwiegt, und ein 
starkes zeitliches Anwachsen der Frontgeschwindigkeit resultiert. Die Tempe- 
ratur an der Front fallt fiir F — 2 und F = 4 monoton ab, wahrend sie fir 
F <1 zunachst etwas steigt und dann erst abfallt. 
HAIN schlagt vor, die zeitliche Entwicklung der Frontwerte nicht tiber der 
Zeit selbst aufzutragen, sondern tiber der nach (25) definierten Homologie- 
variablen é ihres Vorlandes. (Fir dies Vorland wurde ja, als Hinterland der 
Gegenfront, die homologe Standardlésung vorausgesetzt.) Bei dieser Art 
der Auftragung sieht es so aus, als wiirden Fronten aller Starke, nach anfaing- 
lichen Unterschieden, schlieBlich den gleichen zeitlichen Verlauf anstreben. 
Als Beispiel zeigen wir in Bild 18 den zeitlichen Verlauf der GroBe 
eee (84) 


ao 


als Funktion von é, wobei VU, ein MaB darstellt fir die Starke der auslaufenden 
Front. Im Grenzfall der schwachen Front geht M,— 1, im Grenzfall der 
starken Front geht M,—> 4//5 = 1,79. (Die GroBe My wurd in [37] irrtim- 
licherweise als Machzahl bezeichnet.) Es sieht so aus, als wiirden alle Fronten 
etwa bei dem gleichen é-Wert aufhéren (M, = 1), der ungefahr bei = — 0,7 
liegt. Eine weitere Untersuchung dieser Frage ware interessant, vor allem 
fir die geplante Statistik von ZusammenstéBen. 

Die raumliche Verteilung der ZustandsgréBen im Hinterland ist von HAIN 
in zahlreichen Figuren dargestellt. Wahrend die Geschwindigkeit wiederum 
von der Linearitét nur wenig abweicht, sind die anderen Gré8en von der 
Standardverteilung sehr verschieden, da kein freies Abstr6men nach hinten 
stattfinden kann, und da das Vorland nicht konstant ist. Die Temperatur 
nimmt nach hinten stets ab, die Dichte nimmt meist zu. 


3. Uberholen 


Bild 16b zeigt den Raumzeitpunkt des Uberholens und seine Umgebung. 
Es wird eine vorwarts laufende StoBfront erzeugt, eine Diskontinuitatsflache 
und eine ricklaufige Verdiinnungswelle vom Typ der centered rarefaction 
wave nach [14]. Ist der Dichtesprung e*/o > 1,6, so ist die entstehende 
Front schneller als die urspriingliche Front. 

Fir die tiberholte Front (V-) und ihr Hinterland wurde bei der numerischen 
Durchfihrung stets die Standardlésung eingesetzt. Die tiberholende Front 
(V+) wurde zu Beginn der Rechnung ebenfalls als Standardlésung eingesetzt, 
dann aber mit Charakteristikenverfahren instationér weitergerechnet. Die 
iiberholende Front klingt zeitlich so schnell ab, daB sie bei zwei Rechen- 
beispielen nicht bis tiber den Zeitpunkt des Uberholens hinaus verfolgt 
werden konnte. 

Bemerkenswert ist, daB sich auch hier wieder in allen Fallen nahezu lineare 
Geschwindigkeitsverteilungen einstellen, sowohl hinter der iiberholenden 
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Front (V*) als auch hinter der erzeugten Front (V,). Die Tendenz zum linearen| | 


Abstrémen scheint also sehr allgemein und dominant zu sein. 
Das Ergebnis der Rechnungen 1a8t sich wie -folgt darstellen: Ist die iiber- 
holende Front schwach, so wird die iiberholte Front nur ganz unwesentlich 


gedndert. Ist die tiberholende Front stark, so spielt sich nach einiger Zeit |} 


hinter der erzeugten Front ebenfalls wieder die Standardlésung ein. 


4. Zusammenfassung 


1. Einige Zeit nach der Wechselwirkung spielt sich beim Uberholen stets 
die Standardlésung ein. 

2. Nach dem ZusammenstoB scheint das weitere Verhalten der Fronten im 
wesentlichen nur durch die Homologielésungen bestimmt zu sein, in die sie 


hineinlaufen. Alle Fronten scheinen etwa bei € = —0,7 bis auf M, = 1|} 
abgeklungen zu sein, was aber durch weitere Rechnungen noch bestitigt | 


werden miuBte. 
3. Sdmtliche erzeugten Geschwindigkeitsverteilungen sind nahezu linear. 


Nachtrag. Zu Punkt 2 ist eine Kinschrankung nétig. Definieren wir die | 


Breite b einer Front im Augenblick des ZusammenstoBes tf, durch 
b= |X a 1), | mit Q(x), f) = (1/2) 0 (X, by), 


so ist bei den von HAIN gerechneten Beispielen stets das Breitenverhaltnis 
B= 6'/b- =1 gesetzt worden. Fir eine vollstandige Beschreibung hatte 
jedoch eigentlich auBer dem Frontstarkeverhaltnis F auch noch das Breiten- 
verhaltnis B variiert werden miissen. Beim Ubergang zu einem Grenzfall, 


z. B. B- 0, sieht man, da& dann die Behauptung 2 (alle Fronten sind bei | 


gleichem € auf My = 1 abgeklungen) nicht mehr gelten kann. 


VI. Statistisches Modell eines Feldes von Sto8fronten 


1. Einleitung 


Es war das Ziel unseres Arbeitsprogrammes, zundchst die Einzelprobleme 
der StoBfronten und ihrer Wechselwirkung zu untersuchen und im Sinne 


moglichst allgemeiner und einfacher Aussagen zu beantworten. Diese Er- | 
gebnisse sollten dann schlieBlich dazu dienen, ein Feld von durcheinander- | 
laufenden Stof8fronten integral und statistisch beschreiben zu kénnen. |} 


Insbesondere sollten Einspielvorginge untersucht werden, und es ist zu 
fragen nach einem eventuellen Gleichgewichts-Zustand bei geeigneter 


Energiezufuhr. Diese statistische Beschreibung eines asymptotisch angestreb- || 


ten Gleichgewichtes sollte dann als Grundlage dienen fiir eine Theorie der 
Uberschall-Turbulenz. 
In den bisherigen Kapiteln referierten wir die Untersuchungen der Einzel- 


probleme. Betrachten wir uns die Auswahl der untersuchten Fragen, sowie | 
den Umfang der erzielten Resultate, so kénnte es verfritht erscheinen, schon |} 
jetzt eine statistische Beschreibung zu beginnen. Vor allem fehlt noch eine | 
Untersuchung tiber die Wechselwirkung schraég sich schneidender Fronten, ° 


sowie tiber den EinfluB der Energieabstrahlung (und eventuell von Magnet- 


| 


| 
] 


| : 
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feldern) auf die Wechselwirkung. Uberhaupt ist in den Kapiteln III (Ab- 
strahlung) und V (Wechselwirkung) noch nicht geniigend Material vorhanden 
bzw. das vorhandene noch nicht geniigend durchgearbeitet, um eine be- 
friedigende Darstellung in einfachen und allgemeinen Aussagen geben zu 
kénnen. Weiterhin wurden bisher nur unendlich ausgedehnte Fronten unter- 
sucht, wahrend wir fiir die Statistik eines StoBfront-Feldes die zeitliche Ent- 
wicklung und die Wechselwirkung raumlich begrenzter Fronten bendtigen. 
Wenn trotzdem schon jetzt eine statistische Beschreibung von StoBfront- 
Feldern versucht wurde, so hat dies zwei Griinde. Erstens kann das all- 
gemeine Verhalten eines StoBfront-Feldes bereits an einem sehr rohen 
Modell qualitativ untersucht werden. Man sieht daran, wie etwa ein Gleich- 
gewichtszustand aussehen mag, und wann und wie er sich einspielt. AuBerdem 
gewinnt man ein Gefihl dafiir, auf welche Ausgangsdaten es im wesentlichen 
ankommt. — Der zweite Grund ist technischer Art: selbst die Durchfithrung 
eines ganz rohen Modelles tiberstieg schon nahezu die Kapazitat der Gottinger 
Rechenmaschine G2, und die Durchfiihrung eines wesentlich verbesserten 
Modelles ware zur Zeit ganz hoffnungslos. — Wir beschreiben im folgenden 
eine Arbeit von IRENE CRONE [38] iiber ein sehr vereinfachtes statistisches 
Modell. 


2. Das Modell 


Um den mit der Zahl der Dimensionen stark anwachsenden Rechenaufwand 
einzuschranken, wurden die Geschwindigkeit und die GréBe der Fronten nur 
in einer Dimension betrachtet, der Ort einer Front in zwei Dimensionen. — 
Alle Fronten liegen parallel zur y, z-Ebene und bewegen sich in x-Richtung. 
Sie sind in y- und z-Richtung von endlicher GréBe. Wir betrachten aber 
nicht die Vorgange in einem Volumen, sondern nur die Schnittlinien der 
Fronten mit der z, y-Ebene, so da8 die GréBe der Fronten in z-Richtung 
keine Rolle spielt. — In der x, y-Ebene betrachten wir nur eine festes Rechteck ; 
Fronten, die dieses Gebiet an dem einen Rand verlassen, werden am gegen- 
iiberliegenden Rand an einem Zufallsort wieder mit gleichen Zustandsgr6Ben 
eingesetzt. 

Jede Front wird charakterisiert durch zwei GréBen: Geschwindigkeit (in 
az-Richtung) und Lange (in y-Richtung). Die Geschwindigkeit nimmt zeitlich 
ab mit ¢t-°4 in Annaherung an die Standardfront. Das bedeutet, daB wir fiir 
das Vorland jeder Front einen raumlich und zeitlich konstanten Mittelwert 
aller ZustandsgréBen voraussetzen. Durch die Wechselwirkung entstehen 
(nach den Formeln von [/4]) neue Fronten, Diskontinuitatsflachen und Ex- 
pansionswellen; samtliche méglichen Wechselwirkungen dieser drei Sorten 
von Objekten miteinander werden beriicksichtigt. In den gerechneten Bei- 
spielen lag die Gesamtzahl N aller Objekte in 50 < N < 1000. In Bild 19 
zeigen wir als Beispiel den ZusammenstoB zweier Fronten mit teilweisem 
Uberlappen. nee 
Aus groBen Fronten entstehen stets kleinere Fronten. Dieser Proze8 wird in 
der Natur dadurch nach unten begrenzt sein, daB sehr kleine Fronten sich 
schnell wieder auflésen werden (vom Rand her , abbrockeln“‘), dies wird im 
Modell in roher Naherung beriicksichtigt durch die Einfiihrung einer ,,klein- 
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sten Lange‘. Alle Fronten, die unterhalb dieser Lange entstehen, werden) 
einfach gestrichen. Desgleichen werden alle Fronten gestrichen, die im Laufe4 
der Zeit auf Machzahlen kleiner als 1,5 abgefallen sind. 
Die fiir einen stationaéren Zustand nétige Energiezufuhr geschieht dadurch,, 
daf pro Zeiteinheit eine gewisse Anzahl von groBen und schnellen Fronten| 
an den Randern des Gebietes neu eingesetzt werden mit Machzahlen bis zu| 
M = 25. | 


Bild 19. Modellma8iger Zusammensto8 zweier Fronten. a) Vorher, b) nachher. Es entstehen vier kleinere 
Fronten und eine Diskontinuitatsfliche. Nach [38]. ; 


Das Modell enthalt eine Anzahl frei zu wahlender Parameter, z. B. die Haufig- 
keit der Energiezufuhr, die Haufigkeitsverteilungen der zugefiihrten Langen 
und Geschwindigkeiten, das Verhaltnis der gréBten zu kleinsten Lange, usw. — 
Der wesentlichste der freien Parameter ist jedoch gegeben durch das Ver- | 
haltnis der mittieren StoBzeit zur Zeitskala des Geschwindigkeitsabfalles der 
Fronten. Bei I. CRONE ist dieser Parameter mit 


_ Vito +t) _ (: m nye (86) | 


V (to) i) 
definiert. Dabei ist V (t) die mit t-°-4 zeitlich abfallende Frontgeschwindigkeit, 
f) ist das Alter, mit dem alle Fronten der Energiezufuhr neu eingesetzt 
werden, und % ist die mittlere StoBzeit (zu Beginn eines Rechenbeispieles). — 
Die Bedeutung von a sei an den Extremfallen erlautert. Geht a — 0, so finden 
praktisch keine Sté8e statt; die zugefiihrten Fronten sterben einfach durch 
Altern aus. Geht a — 1, so findet praktisch kein Altern statt; die zugefiihrten 
Fronten zerhacken sich gegenseitig in kurzer Zeit bis zur kleinsten Lange. — | 
Nach einigen Vorversuchen wurde a = 0,6 gewahlt, in der Umgebung || 
dieses Wertes ergaben sich verniinftige Einspielvorgange. 


3. Die Durchfiihrung i} 


Weil die Differentialgleichungen sowohl des Einspielvorganges als auch des 
stationdéren Zustandes ganz hoffnungslos kompliziert sind, wurde die Durch- 
fiihrung mit Monte-Carlo-Methode vorgenommen. Die benétigten Zufalls- | 
zahlen wurden wahrend der Rechnung laufend hergestellt nach einer vom || 
Verfasser in [39] vorgeschlagenen Methode. shines | 
Durch Zufallsentscheid werden irgend zwei der in einer ,, Liste“ vorhandenen 

Fronten herausgegriffen. Aus beiden Geschwindigkeiten und Langen wird | 


— 


. 
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eine Wahrscheinlichkeit W berechnet fiir die Wechselwirkung zweier solcher 
Fronten. Jetzt wird eine (in einem bestimmten Intervall gleich verteilte) 
Zufallszahl erzeugt. Liegt die Wabrscheinlichkeit W oberhalb dieser Zufalls- 
zahl, so findet die Wechselwirkung statt, liegt sie unterhalb, so werden zwei 
andere Fronten herausgegriffen. Beim Stattfinden der Wechselwirkung werden 
die beiden alten Fronten von der Liste gestrichen, die Produkte der Wechsel- 
wirkung werden berechnet und in die Liste eingetragen. AuBerdem wird in 
statistisch verteilten Zeitabstanden eine neue Front hinzugefiigt (Energie- 
zufuhr), deren ZustandsgroBen Zufallsentnahmen sind aus vorgegebenen Ver- 
teilungen von Lange und Geschwindigkeit. All diese Vorgange besorgte ein 
vollautomatisches Programm auf der G2. 


4. Ergebnis 


In den folgenden Abbildungen bringen wir einige der Ergebnisse von vier 
durchgefiihrten Beispielen. Nennen wir Z die Anzahl der pro Zeiteinheit 
zugefihrten StoBfronten, so ist 


Zn: Zo: Zr : Ze = 1:2,1 2 142 
und die Werte von a betragen 


tg = ap = az = 0,60 und ap = 0,75. 


10 a) 
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POG = 6) Ge MOO So nba.6) “8 200052 & 8 
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6 


Bild 20. Einspielvorgang in einem Feld von StoBfronten. 
a) Die Gesamtenergie =r V? iiber die Zeit ¢. 
b) Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat tiber der Zeit t. 
Nach [38]. 


424 SEBASTIAN VON HOERNER 


Am Anfang der Rechnung und bei der Zufuhr neuer Fronten sind die 
schwindigkeiten gleichverteilt in einem Inertvall O75 Vines = V SOV, 
und entsprechendes gilt fiir die Langen. Dabei betragt die Machzahl M = ¢} 
bei Vmax, und weiterhin ist Tmax/T min = 10. 
Tn allen vier Beispielen streben alle Mittelwerte und auch alle Verteilung ef 
nach einiger Zeit gegen einen Gleichgewichtszustand. In Bild 20a sehen wi 
die zeitliche Entwicklung der in dem betrachteten Gebiet enthaltend 
,, Gesamtenergie“ L'r V2 (r = Lange, V = Geschwindigkeit, summiert ibe 
alle Fronten, Diskontinuitatsflachen und Verdiinnungswellen). Bild 20) 
zeigt die Entwicklung des mittleren Geschwindigkeitsquadrates V?. Au: 
fallig ist, daB die sich einspielende mittlere Geschwindigkeit kaum von det 
Parametern abhangt, und etwa gleich der halben Geschwindigkeit der zt 
gefiihrten Fronten ist. Dagegen fallt die Gesamtenergie (bei gleichem | 


min Ube INQX 


700 200 300 400 


Bild 21. Die sich einspielende Verteilung WN (r) der Frontlangen r, fiir Beispiel C. Auch bei den anderen Be 
spiclen ist das Ergebnis etwa das gleiche. Nach [38] iW 


etwa mit VZ ab, da bei starkerer Zufuhr eine stirkere Dissipation durel} 
,4erhacken“ stattfindet. 
Die sich einspielende Verteilung der Langen r zeigt Bild 21 far Beispiel C 
Auch bei den anderen Beispielen spielt sich praktisch die gleiche Verteilun} 


beschreiben zu wollen. Weiterhin wird die Verwendbarkeit und Uberlegenhei} 
der benutzten Monte-Carlo-Methode fiir das vorliegende Problem bestatigt 


hier behandelte Fragestellung in einem anderen Arbeitskreis erneut aufi} 
gegriffen werden mége. Hierfiir miBte wohl »unachst die Wechselwirkung| 
schrager Fronten mit Energieabstrahlung untersucht werden, vielleicht untel 
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_ Benutzung des Grenzfalles der isothermen Front. Ein weiterer noch zu 
__ klarender Punkt ist die zeitliche Entwicklung von Fronten endlicher Aus- 
dehnung, Ein hiernach verbessertes dreidimensionales Modell sollte dann in 
der Lage sein, quantitative Aussagen zu liefern fiir die gesuchte Theorie der 
»  Uberschall-Turbulenz. Die Durchfiihrung ware allerdings nur auf einer extrem 
/  schnellen und groBen Maschine méglich. 

,  Herrn Prof. v. Weizsicker und allen Mitgliedern unserer Arbeitsgruppe 
méchte ich herzlich danken fiir viele Diskussionen sowie fiir eine Reihe un- 
veréffentlichter Arbeiten, die mir bereitwillig zur Verfiigung gestellt wurden. 
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Uber die Verwendung von Variationsableitungen 
bei Problemen der statistischen Physik und der Quantentheorie 
der Felder’) 


Von N. N. BoGoLtjuBov 


> 
j 
/ 
| 
| 
} 


In diesem Aufsatz werden Beziehungen zwischen Variationsableitungen der Fockschen: 
Funktionaldarstellung untersucht, eine Methode, die mit der zweiten Quantisierung eng | 
zusammenhangt. Davon ausgehend wird eine neue Operator-Interpretation fiir die 
Schwingersche Theorie der Greenschen Funktionen gegeben. In diesem Zusammenhang 
wird eine neue »,Hinteilchen-Naherung“ formuliert, die auf der Vernachlassigung der ge-.| 
schlossenen Schleifen (Selbstenergie-Terme) in den Feynmanschen Graphen beruht. 
Die sich ergebenden Gleichungen &hneln ihrer Form nach den entsprechenden Glei-+| 
chungen der gewoéhnlichen Kinteilchen-Theorie, unterscheiden sich jedoch wesentlich 
durch die Vertauschungsrelationen. Fiir ihre genaherte Lésung lassen sich die Methoden 
von Bloch-Nordsieck, die der starken Kopplung u. &. anwenden. 

Es wird ferner die Anwendbarkeit einer der oben geschilderten analogen Methode auf} 
die Theorie des statistischen Gleichgewichts klassischer Systeme gezeigt. 

Speziell wird eine besondere Darstellung der Grundgleichungen angegeben, in der sie 
eine quasi den unabhangigen Bewegungen der Teilchen im auBeren Feld entsprechende 
Form annehmen. Die Wechselwirkung der Teilchen wird hier, ebenso wie bei der zweiten | 
Quantisierung, durch die Operator-Struktur dieses Feldes beriicksichtigt. 


Die Hauptaufgabe der statistischen Physik besteht in der Untersuchung || 
groBer Systeme wechselwirkender Teilchen. Sowohl bei der Betrachtung 
dynamischer Systeme, die mit hinreichender Naherung als klassisch gelten | 
k6énnen, als auch fir Systeme, deren Quantencharakter wesentlich ist, gibt |} 
gerade das Vorhandensein einer groBen, im Grenzfall unendlichen Anzahl || 
von Teilchen den Fragen der statistischen Physik ihre typische Struktur. 
Es mag von Interesse sein darauf hinzuweisen, da8 man zu Aufgaben von || 
ahnlichem mathematischen Typus auch in der Quantentheorie der Felder, || 
speziell in der Quantenelektrodynamik, gelangt. Auf den ersten Blick || 
scheinen solche mathematische Analogien rein formalen Charakters zu sein |} 
und einer tieferen physikalischen Grundlage zu entbehren. Denn tatsachlich 
haben wir es in den typischen Fragestellungen der Quantenfeldtheorie mit. 
der Untersuchung entweder eines Teilchens im auBeren Feld, oder aber mit 
Prozessen, an denen zwei, im allgemeinen aber eine verhaltnismaBig geringe 
Zahl von Teilchen beteiligt sind, zu tun. Es sieht deshalb So aus, als ob die || 
charakteristische Voraussetzung der statistischen Physik — ein groBes | 


: 
we 
1) Vorgetragen in den Lomonosov-Vorlesungen am 14. 4.1954. Vestnik 


Moskovskogo 
Universiteta 10, Nr. 4—5 (Jubilaumsheft), 115—124 (1955). 
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System von Teilchen, oder ein diskretes Medium, in dem sich ein einzelnes 
Teilchen bewegt — hier vollstandig fehlte. 

So argumentierend lassen wir jedoch auBer acht, daB nach den Vorstellungen 
der Quantenfeldtheorie jedes Teilchen in standiger Wechselwirkung mit dem 
Vakuum als einer Art Quantenmedium steht. Diese Auffassung wurde durch 
die Diracsche Einteilchentheorie des Elektrons nahegelegt. Damals begann 
man, vom Vakuum als der Gesamtheit einer unendlichen Anzahl von 
Teilchen in Quantenzustanden negativer Energie zu sprechen. Die nach- 
folgende Entdeckung des Positrons betitigte diese Vorstellung in gewisser 
Weise. 

Trotz einer gewissen Paradoxie und, wenn man so will, des , unphysikali- 
schen Charakters‘ solch einer Auffassung des Vakuums, hat diese Betrach- 
tungsweise bis zu einem gewissen Grade korrekt darauf hingewiesen, daf 
das Vakuum kein leerer Raum im gewohnlichen Sinne des Wortes ,,leer“ 
ist, sondern bestimmte Eigenschaften eines diskreten Quantenmediums hat. 


Die Bedeutung des Vakuumzustandes ist besonders nach der im letzten 
Jahrzehnt einsetzenden stiirmischen Entwicklung der Quantentheorie der 
Felder hervorgetreten. Die Realitat der Wechselwirkung von Teilchen mit 
dem Vakuum genieBt nach solch tiberzeugenden Experimenten, wie die 
Messung des anomalen magnetischen Moments des Elektrons und die Ver- 
schiebung der Atomniveaus (Lamb-shift), jetzt allgemeine Anerkennung. 


- Geht man an die Aufgaben der statistischen Physik von Quantensystemen 


und diejenigen der Quantentheorie der Felder vom Standpunkte des bei 
ihrer Lésung verwendeten mathematischen Apparats heran, so sieht man, 
daB das Gemeinsame beider Aufgaben die Anwendbarkeit der Methode der 
zweiten Quantisierung ist. 

Dabei fihrt man Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren von Teilchen, 
YH (rv), V(r) ein, die untereinander durch bestimmte Vertauschungs- 
relationen in Verbindung stehen, z. B. 


Wor) PO(r’) — P(r’) FO (r) = d(r —r’). (1) 


Durch diese Feldoperatoren lassen sich der Hamiltonoperator des Systems 
und andere dynamische GréBen ausdriicken. 

Die Wellenfunktion der zweiten Quantisierung, die meist Zustandsamplitude » 
genannt wird (statevector der amerikanischen Autoren), wird gewohnlich 
als Funktion der Besetzungszahlen der Quantenniveaus einer Teilchensorte 
betrachtet : 


Diese Wellenfunktionen kénnen mit denen der gewohnlichen Konfigurations- 
darstellung explizit verbunden werden. Sei @, die Amplitude fiir den Vakuum- 
zustand. Dann ergibt offenbar das Integral 


D(t) = [olt, ry. -ta) VP (ry). PO (Pn) dr,...dr, ®, (2) 


den Ausdruck fiir die Amplitude desjenigen Zustands, in dem es genau n 
Teilchen gibt. Die c-Funktion ¢(t,7 - . .¥,) ist hier seine Wellenfunktion in 
der Konfigurationsdarstellung. 
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Hieraus erhalten wir die Zustandsamplitude im allgemeinen Falle, wenn d 
Zahl der Teilchen nicht fixiert ist, nach den Grundprinzipien der Quante4 
mechanik durch Superposition der Zustandsamplituden vom Typ der Gl. (2 


@(t) => = [ott 1. .5%,) PO(n)... P(r) dr... dr, D,. 


Somit ergibt sich, daB die Zustandsamplitude vollstandig durch die Fo 
See CET rc ee ony ae (| 


der Wellenfunktionen gewohnlichen Typs charakterisiert wird. Diese wic 
tige Tatsache wurde von V. A. Fock erkannt. Von ihm wurde auch ei 

sehr interessante Funktionaldarstellung eingefiihrt. 
Dazu betrachten wir Felder, denen Teilchen mit Bose- Statistik entspreche} 


und die den Vertauschungsrelationen der Gl. (1) genigen. Nun konstruiere 
wir das Funktional: 


1 ms ' 

&(U) = ¥ —[ plt,r...r,) U(r) U(r) dr, ... dry (] 

n Ss | 

in irgendeiner Klasse willkiirlicher Funktionen U (r). 


Da alle Wellenfunktionen der Folge (4) durch die Variationsableitungen dies 
Funktionals ausgedriickt werde kénnen | 


rir) = [ey BO 
U=0 


OU(r,)...dU (r,) 


sehen wir, daB die Zustandsamplitude vollstandig durch die Form ®,( 
charakterisiert wird. 


Es sei nun noch bemerkt, daB in der Schrédinger- Gleichung 
0@,(U) 
Ot 


die die zeitliche Entwicklung des Fockschen Funktionals bestimmt, def 
Hamilton-Operator H sich aus dem entsprechenden Hamilton-Operator da 
zweiten Quantisierung durch Ersetzen der Erzeugungsoperatoren Y¢ (a 
durch U(r) und der Vernichtungsoperatoren Y)(r) durch 6/dU(r) ergibt} 
Solche .,Transformationsregeln“ fiir den Ubergang von der iiblichen Da Hl 
stellung der zweiten Quantisierung zur Fockschen Darstellung sind im Grund 


genommen evident. Tatsachlich ist es ja so, da in der Entwicklung dal 


a 


LOG), 


zweiten Quantisierung diese oder jene Darstellung der fundamentalet} 
Feldoperator-Funktionen keine Bedeutung hat. Wesentlich ist nur, daB dij 
Vertauschungsrelationen, denen sie genitigen, erhalten bleiben. 
Die Operation der Multiplikation mit U (7) und die Operation der Variations 
ableitung 6/6 U (r) genugen nun denselben Vertauschungsrelationen [ Gl. (1)] 
) ; Ree: 

Ch U(2") U(r) sr 2 


wie die Operatoren 


o(r — £); 


Sr FSR 


P(r), Wor), 
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Demnach ist die Schrédinger-Gleichung in der Fockschen Darstellung eine 
Gleichung mit Variationsableitungen. 

Setzt man jetzt in die Schrédinger-Gleichung die formale Entwicklung des 
Funktionals ®,(U) in eine Reihe nach Potenzen von U ein und vergleicht 


in der iiblichen Weise die Koeffizienten gleicher Potenzen, so erhalt man im 


allgemeinen eine unendliche Folge von Gleichungen zur Bestimmung der 
Wellenfunktionen der Gl. (2). 

Gerade in dieser ,,entwickelten“‘ Form ist die Methode von FOCK in den nach- 
folgenden Untersuchungen zu weitgehender Anwendung gekommen. (Es sei 
z. B. erinnert an die Arbeiten tiber die Niaherungsmethode von TAMM und 
DANCOFF und die der mittelstarken Kopplung von TOMONAGA, sowie die 


, Arbeiten von Ju. M. StROKOV usw.) Dagegen wurde den Gleichungen mit 


Variationsableitungen und dem von ihnen bestimmten Funktional ®, (U) nicht 


| geniigend Aufmerksamkeit geschenkt, obwohl ihre unmittelbare Unter- 


suchung technisch viel bequemer ist. 


| In diesem Zusammenhang verweisen wir z. B. auf die Theorie einer Reihe 
 spezieller Funktionen der mathematischen Physik, deren Untersuchung mit 
_ Hilfe der ,,erzeugenden Funktionen“ wesentlich erleichtert wird. Diese stehen 
- zu den dort untersuchten speziellen Funktionen in genau demselben Verhalt- 


nis wie das Focksche Funktional zur Folge der Wellenfunktionen der Gl. (2). 
Die Gleichungen mit Variationsableitungen haben erst in jiingster Zeit, 


' nach dem Erscheinen der Arbeiten J. SCHWINGERs itiber die Theorie der 


Greenschen Funktionen, gréBere Aufmerksamkeit auf sich gelenkt. 

Moge nun ein Feld Y von Fermionen gegeben sein, das mit dem Bosonen-Feld 
@ in Wechselwirkung steht. Entsprechend der Grundidee SCHWINGERs fiigen 
wir der Lagrange-Funktion der Wechselwirkung 


L(x) =g@(x) YW (x) TW (x), x = (tr) 


das Glied @(x) J(x) hinzu, das sich als EinfluB der klassischen Quelle J(z) 
des Bosonenfeldes interpretieren 148t. Wir fithren die Greensche Funktion 
fiir die Fermionen G(x, y) und die Greensche Funktion fir die Bosonen 


| G(x, y) ein durch den Ansatz 


<T (¥(x) Vy) S)>o 


G(x, y) = So 
6 <LB(x) Sy 
pe ee os " 


ga Tet fHene7), 


Diese Greenschen Funktionen sind offenbar Funktional von der willkir- 
lichen c-Zahl-Funktion J(x). Durch die Werte der Greenschen Funktionen 
und ihrer Variationsableitungen nach J(x) fiir J = 0 werden unmittelbar die 
physikalischen Eigenschaften der Wechselwirkung eines reellen Fermions mit 
einem oder mehreren reellen Bosonen ausgedrickt. 

Der Fall des gleichzeitigen Vorhandenseins mehrerer reeller Fermionen figt 
sich ebenfalls in die Beschreibung mittels Greenscher Funktionen, allerdings 
etwas komplizierterer Struktur. 
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Fir die oben eingefiihrten Greenschen Funktionen [ Gl. (6)] erhielt ScHw]} 
GER Gleichungen mit Variationsableitungen der Gestalt 


hea 
[ivan — of (te) — sz) } Ol = 8( — 


. 6 . —- 
(+ m?*) G(x, y) — LER re y) =9(a — y); = = GO (279): 


Ks ist an dieser Stelle interessant festzustellen, daB letztere Gleichungen s | 
durch Summation iiblicher Entwicklungen der S-Matrix konstruieren lassé 
Im Zusammenhang damit wurde die Annahme geauBert, daB sich das Probl¢| 
der Elimination der Singularitaten (Renormierung) auf Grund der Schwingg 
schen Theorie ohne Verwendung der Stérungsrechnung lésen 14Bt, womit daa 
der Weg zum Aufbau von Approximationen anderer Art, z. B. von solch} 
die dem Typ der mittelstarken oder der starken Kopplung angehéren, (| 
schlossen wiirde. In dieser Richtung gibt es bereits eine Reihe aussichtsreich} 
Arbeiten, die von EDWARDS und von LANDAU et al. u. a. stammen. | 
Hinsichtlich der Form der Gleichungen (7) sei noch bemerkt, daB die in j] 
eingehenden Terme mit Variationsableitungen den Strahlungskorrekture 
oder, was dasselbe ist, der Wechselwirkung mit dem Vakuum entspreché 
Vernachlassigt man diese Glieder, so ergeben sich die bekannten Gleichun ea | 
fir freie Fermionen im duBeren Feld. 
Die Schwingerschen Gleichungen mit Variationsableitungen lassen sich leic 
umformen und auf die Gestalt eines unendlichen gekoppelten Gleichungj 
systems zur Bestimmung der Funktionenfolge 


wera (&,2y3 eS ee OE pete 


bringen, die den Streuamplituden bei der Wechselwirkung eines reelld 
Fermions mit n reellen Bosonen entspricht. Hierzu braucht man nur in d | 
Gleichungen (7) — ebenso wie bei der Fockschen Methode — die formale E 


wicklung von G(x, y) nach Potenzen von J einzusetzen: 
1 
G (a, y) =G(x,y/J) = 2 7 | Ela, Ys by« » « a) J(G) << S(Ey) dE, one CEI 


Es ist jedoch bequemer, nicht mit den G,, sondern mit den sogenannte 
Knotenteilen I(x, y, &...&,) zu arbeiten: 


_O"G (x, y/-T) 
OF (5). . dF (En)fr=o 


Um das Gleichungssystem fiir die J’, zu erhalten, geniigt es, in den Gleichut 
gen (7) von G (x, y) zu G- (a, y) tiberzugehen und sich der Entwicklung | 
/ 


Tal, 48 «$n) = | 


1 

G-1(a, y) = Bp | Dalz, @, Sy ta) I Una) os ep ere ee 
n . : 

zu bedienen. Das in dieser Weise konstruierte Gleichungssystem ist — eben 

wie die anderen ihm wesensgleichen — unendlich. 
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Man kann nun versuchen, das Gleichungssystem durch Auffinden einer Be- 
ziehung, die ein gegebenes J’, durch die vorhergehenden Jy, I',... I",-1 aus- 
driickt, abzubrechen. Dann wird das System der ersten n-Gleichungen der 
Folge insichgeschlossen. Diesen Weg haben in ihren Untersuchungen LAN DAU, 
ABRIKOSOV, CHALATNIKOV, sowie M. NEJMAN beschritten. 

Wir wollen an dieser Stelle darauf hinweisen, da8 sich natiirlich die bei 
Schwinger auftretenden Gleichungssysteme prinzipiell von den entsprechen- 
den der Fockschen Methode unterscheiden dadurch, daB sie vierdimensional 
zu lesen sind. 

Ebenso jedoch wie die Methode Focks hangt diejenige von Schwinger eng mit 
dem Begriff der zweiten Quantisierung zusammen. Dieser wichtige Umstand 
blieb bisher unbeachtet, obgleich wir hierdurch zu einer recht eigenartigen 
und aussichtsreichen Behandlung der Gleichungen (7) gelangen kénnen. 
Wir vereinbaren, 


) 
J(x), (2) = 5J (x) 
als Operatoren aufzufassen, die durch den Kommutator 
[(y); J(x)] = d(x — y) (8) 


miteinander verbunden sind. Dann nehmen die Gleichungen (7) die ,,zweit- 
gequantelte“ Form an: 


{iy — uw — gI'(P(x) — in(x))} G(x, y) = (x — y); 
(O + m?*) G(x, y) — igl'x(y) G(x, y) = 8(x — y) 
mit den Vertauschungsrelationen 
[P(x); J(y)] = 9, 
[x(y); P(x)] = G(x, y). (10) 


Von besonderem Interesse ist der Hinweis, daB die Gleichungen (9), (10) ein 
nichtlineares System bilden, wobei die vierdimensionalen Vertauschungs- 
relationen (10) nicht unabhangig festgelegt sind, sondern durch die volle 
Gesamtheit der Gleichungen bestimmt werden. Hier kommen wir anschei- 
nend in natiirlicher Weise zu der seit langem gesuchten prinzipiell nicht- 
linearen Theorie. 

Es sei noch bemerkt, daB die gegebene Darstellung der Schwingerschen Glei- 
chungen recht bequem fiir die Erlangung verschiedenartiger Naherungs- 
losungen ist. 

Betrachten wir z. B. die von uns unlangst vorgeschlagene ,,Kinteilchen“- 
Naherung, die in der Sprache der Feynman- Diagramme dadurch entsteht, daB 
man die geschlossenen Schleifen vernachlassigt und die Fermionenlinie als zu- 
sammenhangend betrachtet. Damit wird vorausgesetzt, da die Greensche 
Funktion der Bosonen ©(z, y) genahert durch ihren Wert fir das freie Feld, 
d.h. durch die gewohnliche Kausalfunktion D*(x—y) ersetzt werden kann. 


(9) 


In dieser ,,Einteilchen‘‘-Naherung wird das System (9) linear, indem es auf 
die Gleichung 
{iyO — w — gI'9(x)} G(x, y) = 0(x — y) (11) 
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hinauslauft, in der 

O (22) = D(a) * in(a) = [ D°(x — y) I(y) dy — in(a). 
Aus (10) finden wir : 
[x(y); P(x)] = D*(x — y) (11') 


und erhalten daher, dank der Symmetrie von D°(x — y) 
[O(x); A(y)] =9. (124 


Wie man sieht, kommen wir in dieser Naherung zu einer Aufgabe, die ihre} 
Form nach dem Problem der Bewegung eines nicht gequantelten Teilchen: 
im Bosonen- Quantenfeld aquivalent ist, eine Aufgabe, die bereits lange vo 
dem Auftauchen der neueren Vorstellungen tiber die Struktur der Quanten 
theorie der Felder untersucht wurde. Ubrigens wird sie auch jetzt noch be 
handelt beim Arbeiten mit den Methoden der starken oder der mittelstarker 
Kopplung, da es einstweilen noch nicht gelungen ist, letztere auf die neuzeiti 
lichen Varianten der Feldtheorie anzuwenden. 
Die Analogie wird noch deutlicher, wenn man von der Greenschen ey 
G(x, y) zu der entsprechenden Wellenfunktion g(x) tibergeht. Wir erhalter} 
dann die typische Hinteilchen-Gleichung: 


(‘yO — w — gS (2)) p(x) = 0. (13 


Der einzige, allerdings recht wesentliche Unterschied zwischen unserer Fi 
teilchen-Naherung und der iiblichen besteht in der Form der Vertauschungs¥ 
relationen (11°). Wollten wir in unserem Schema vollstandig zum gewohn 
lichen Kinteilchen-Problem tibergehen, so miiBten wir in (11’) die kausald 
Funktion D°(~—y) durch 


ersetzen. Denn dann wiirden wir an Stelle von (12) den Kommutator 
[P(x); B(y)] = — iD (a — y) —iDO (x — y) = — iD(x — y) 


mit der gewohnlichen Pauli-Funktion erhalten. 
Physikalisch gesehen wird der erwahnte Unterschied in den Vertauschungs} 
relationen dadurch bedingt, da8 wir in unserer Naherung die virtuelle Er, 
zeugung von Paaren nicht vollstindig vernachlassigen, da die Fermionen} 
Linie im Feynman-Diagramm zeitlich sowohl ,,vorwarts“als auch , riickwarts‘} 
laufen kann. 
Dieser Unterschied bildet jedoch kein Hindernis bei dem Versuch, Metho) 
den, die fiir die gewohnliche Einteilchen-Naherung ausgearbeitet wurde 1 
auf unser Schema zu tibertragen. Zu diesem Zweck eliminiert man zweckmasig 
in den entsprechenden Gleichungen (11) bzw. (13) die Koordinaten de] 


Fermionen. Unter Verwendung der Eigenschaft der Translationsinvarian: 
setzen wir 


G(x, y/J) = (2 m)-4 [ etlk- v2 @(k/T, J) dk, : cial 
Plaidy ier SEs d), | | 
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_wo T', die Translation 


JG) > (esr en 


bedeutet. Dann erhalten wir 


(y(k + if pI (p) x(p) ap) — w — g I (2 ay? ({ Dp) J(p) dp — 


—t{x(p) dp)} G(k/J) = 1 (15) 
und . 
ty (& +4 { pI(p)x(p) dp) —  — gI'(2x)-* ({ Dr(p) J(p) dp — 
—4{x(p) 4p)} o(J) =9, (16) 
wobei 
a(k) = Hb" 


Die letzte Gleichung (16) bezieht sich auf das Eigenwertproblem; Glei- 
chung (15) bestimmt die Fourier-Komponenten der Greenschen Funktion. 
Charakteristisch ist, da8 sich diese Komponenten miteinander nicht ver- 
mischen, sondern fiir jeden ,,Wert‘’ des Vierervektors k einzeln bestimmt 
werden. 

Zum SchluB sei bemerkt, daB man auf die erhaltenen Gleichungen in der 
Form (15) und (16) unmittelbar die Naherung von Bloch-Nordsieck, sowie 
diejenigen der starken und der mittelstarken Kopplung anwenden kann. 


- Bisher haben wir die Anwendung von Gleichungen mit Variationsableitungen 


auf Fragen der Quantentheorie des Feldes studiert. Der Bereich ihrer An- 
wendbarkeit ist jedoch bedeutend gréBer. 

Um dies zu erlautern, wenden wir uns der Frage nach dem statistischen 
Gleichgewicht eines klassischen Systems gleicher Teilchen zu, die unter- 
einander in Paarwechselwirkung stehen. Diese Aufgabe ist, wie es zunachst 
scheint, von der Quantentheorie recht weit entfernt. 

Wir gehen, wie iiblich, von der Gibbsschen kanonischen Verteilung aus 


D(r,...Tw) = Qy' exp { ty} 


wobei 


Vien? OG; ,), 


und Qy ein Konfigurationsraum-Integral bedeuten. 
Wie wir in einer Arbeit im Jahre 1945 gezeigt haben, untersucht man die ent- 
sprechenden Verteilungsfunktionen der Teilchen-Komplexe 


F,(r,.--1s) (17) 
zweckmafig mittels des , erzeugenden Funktionals“ 


Lu) = f {TT (1 aes u(r))| D(r,...Ty) dr,... dry. (18) 
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Die Verteilungsfunktionen ergeben sich dann durch Bildung der Variations: | 
ableitungen 
O°L(U) 


F,(r...17,) = 6U(r,)...0U(¥r,) 


Fir L(U) erhielten wir eine Gleichung mit Variationsableitungen, die sich| 
auch in Form eines Gleichungssystems zur Bestimmung der Funktionenfolg¢ 
(17) darstellen 1aBt. | 
Nebenbei sei bemerkt, daB fiir solche Falle, bei denen kein als klein anzuneh.| 
mender Entwicklungsparameter existiert (wie z. B. bei der Untersuchung des 
fliissigen Zustands), eine Naherung vorgeschlagen wurde, bei der F,, durch die 
vorhergehenden ausgedriickt wird, F, durch F, usw. Damit erreicht man ei | 
Abbrechen der Gleichungsfolge, und damit die Méglichkeit der praktischen} 
Lésbarkeit. Gegenwartig wird solch ein Naherungsverfahren mit Erfolg: 
von FISCHER entwickelt. 
Man sieht an diesem Beispiel, da8 in der klassischen Theorie des statistischen 
Gleichgewichts kondensierter Systeme die Frage der Entwicklung von Nahe- 
rungslésungen groBe Ahnlichkeit mit der entsprechenden Frage in der Quan-} 
tenfeldtheorie aufweist, fir den Fall, in dem die Wechselwirkung mit dem4 
Vakuum weder stark noch schwach ist. 
Das von uns eingefiihrte Funktional L(U) 1a8t keine unmittelbare physika-4 
lische Interpretation zu. Es 1aBt sich jedoch leicht ein ahnliches, , physika-4 
lisch anschauliches“‘ Funktional konstruieren. Hierzu benutzen wir die Idee! 
des adiabatischen Einschaltens des auBeren Feldes, ebenso, wie es in der} 
Schwingerschen Theorie der Greenschen Funktionen geschieht. 

Mége sich die gegebene Gesamtheit der Teilchen im auBeren Feld befinden. 
Dann kann man die freie Energie 


1  igtoy 
als Funktional des auBeren Feldes betrachten: 
Ff = F(9). 


Ks ist sofort klar, da8 man durch deren Variationsableitungen nach gy eben- 


falls alle Verteilungsfunktionen der Teilchenkomplexe ausdriicken kann. 
Speziell sei bemerkt, daB 


OF (¢) 
bg(7) 


= F,(r/¢) 


N V 
Noe F,(r/9) F,(r' /p) — Nos 


VO dF, (r/9) 
ingiwerd 30 (r) oes al | 


Fy(r/p) o(r — x’) — 


Hierbei sind F, und F, die Verteilungsfunktionen bei Vorhandensein des | 
auBeren Feldes. 
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Nun betrachten wir die Gleichung fiir F,. Wir erhalten 


OF (rJg) . 1 Oy(r 

pe op ge ee 
N—1 faG(r ¢ : 

ai ae F,(r,1 |p) dr’ =0. 


Setzt man hier fiir F, aus Gleichung (20) ein, so ergibt sich folgende Gleichung 
mit Variationsableitungen 


OF,(r) 1 Od(r) 


N 
97) = f Ora) | Ful) — 0" 1) — 9 Pca Ga 


fir die Funktion F, (r) = F,(r/p), die die gewohnliche Teilchendichte bei 
Vorhandensein des auBeren Feldes darstellt. 

Wir stellen hier eine recht interessante Tatsache fest: Diese Dichtefunktion 
F,(r) geniigt der Form nach genau derselben Gleichung, als ob jedes Teilchen 
sich unabhangig von den andern im vorgegebenen auBeren Feld #(7r) be- 
wegt. Das Vorhandensein der Wechselwirkung zwischen den Teilchen auBert 
sich lediglich darin, daB #(r) keine gewohnliche ,,c-Funktion“ ist, sondern 
eine Operatorfunktion, die die Variationsableitung enthalt. 

Diese Situation ist derjenigen beim Mehrkérperproblem der Quantenmecha- 
nik ganz analog, wo wir durch Anwendung der Methode der zweiten Quanti- 
sierung der Form nach eine Einteilchengleichung, jedoch mit einem Operator- 
, AuBenfeld‘‘, erhalten. 

Vernachlassigen wir den Operatorcharakter O(r), so gelangen wir zur Glei- 
chung des _,,self-consistent field‘‘-Verfahrens, das im klassischen Fall von 
A. A. VLASOV untersucht wurde. 

Die oben dargelegten Uberlegungen kénnen auch bei der Untersuchung gleich- 
gewichtsloser Zustaénde angewandt werden. 

‘Aus den Betrachtungen folgt, daB die Operatormethode der zweiten Quanti- 
sierung, oder diejenige der Gleichungen mit Variationsableitungen nicht nur 
auf Quantensysteme, sondern auch im klassischen Fall anwendbar sind. 
Thre Verwendbarkeit hangt mit dem Vorhandensein einer groBen Anzahl von 
Teilchen (gleichgiiltig ob reell oder virtuell) zusammen, nicht aber mit der 
quantenhaften oder klassischen Natur des zu untersuchenden dynamischen 
Systems. 

Durch das Aufzeigen von Zusammenhangen bei Problemen aus offenbar weit 
voneinander entfernten Gebieten der theoretischen Physik tragt die hier be- 
handelte Methode zur Ubertragung von Lésungsverfahren aus einem Gebiet 
in das andere bei und erdffnet zweifellos interessante Perspektiven auf mog- 
liche Weiterentwicklungen. | 
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Die Magnetohydrodynamik untersucht die Wechselwirkung des elektro- 
magnetischen Feldes mit flissigen oder gasformigen Leitern, die als Kon- 
tinuum behandelt werden. Theoretische Grundlage bilden die klassischen 
Gleichungen des elektromagnetischen Feldes und die hydrodynamischen 
Bewegungsgleichungen fiir das Kontinuum. Bis vor kurzem stand dieser 
Problemkreis deshalb auBerhalb des Interesses der Physik, weil die typischen 
magnetohydrodynamischen Effekte nur in ausgedehnten fliissigen oder gas- 
formigen Medien hoher elektrischer Leitfahigkeit gefunden werden konnen. 
Mit solchen Medien hat man es in der Regel nur in der Astrophysik zu tun, 
und es ist schwierig, sie unter Laboratoriumsbedingungen zu realisieren. 
Ausnahmen bilden Quecksilber und geschmolzene Metalle. Die Erforschung 
der Dynamik des Quecksilbers im Magnetfeld [74, 75] war eine der ersten 
terrestrischen Anwendungen der Magnetohydrodynamik. Aus diesen Arbeiten 
ging die Idee der elektromagnetischen Quecksilberpumpe hervor, die aller- 
dings wegen ihres geringen Nutzeffektes nicht weiter entwickelt wurde. Die 
technische Entwicklung von Kernreaktoren mit metallischen Warme- 
iibertragern (,,Kiihlmitteln“‘) erweckte in den letzten Jahren erneut das 
Interesse an elektromagnetischen Pumpen und auf magnetohydrodynami- 
schen Effekten beruhenden MeBgeraten [123a, 135]. 

Einige magnetohydrodynamische Erscheinungen wurden bereits relativ 


frih im Zusammenhang mit Theorien des Erd- und Sternmagnetismus 


1) Uspechi fiz. Nauk 62, 247 (1957). 
34 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


438 S. I. SyROVATSKIJ 


erortert [56, 45]. Aber die eigentliche Entstehung und rasche Entwicklung de 
Magnetohydrodynamik als selbstindiger Zweig der Physik begann erst mit] 
einigen neuen Problemen der Astrophysik, der Bewegung kosmischer Gas4 
massen und der Entstehung der kosmischen Strahlung. 
Da8 man zur Untersuchung einiger astrophysikalischer Probleme die Theori 
der Wechselwirkung leitender Medien mit dem elektromagnetischen Felded 
heranziehen mu8, wurde zum erstenmal deutlich von ALFVEN [5] aus: 
gesprochen. Er richtete die Aufmerksamkeit auf die bekannte Tatsache, da BI 
interstellares Gas, Sternatmospharen und die Materie innerhalb der Sterng 
hoch ionisiert sind und folglich ausgezeichnete elektrische Leiter darstellen| 
und da zum andern viele kosmische Objekte ausgedehnte elektrische und] 
besonders magnetische Felder besitzen. Hine ganze Reihe von Untersuchungen| 
hierzu behandelte die Dynamik kosmischer Gasmassen [120, 121, 59], die 
Entstehung der kosmischen Strahlung [128, 71] und der kosmischen Radio; 
strahlung [71, 129], die Entstehung des Erd- und Sternmagnetismus 
(,, Dynamotheorien‘‘) [56,59], die Polarisation des Lichts entfernter Sterne [122] : 
u. a. Gegenwartig bilden die kosmischen elektromagnetischen Prozesse einen 
wichtigen Zweig der Astrophysik. 

In vielen praktisch wichtigen Fallen kénnen die kosmischen Gasmassen 
trotz ihrer auBerst geringen Dichte als Kontinuum behandelt werden. Dass 
liegt daran, daB die linearen Ausdehnungen der astrophysikalischen Er- 
scheinungen in der Regel die mittlere freie Weglange der Teilchen bei weitem: 
libersteigen. Hierdurch wird die Anwendung hydrodynamischer Methode 
weitgehend gerechtfertigt'). Es kénnen also viele wichtige ,,large scale‘*| 
Prozesse der kosmischen Physik mit Methoden der Magnetohydrodynamik 
behandelt werden. : 
In letzter Zeit wurden auch in Gasentladungen magnetohydrodynamische: 
Effekte beobachtet [16—19, 7, 14]. Die Untersuchung von Plasmen im 
magnetischen Feld ist augenscheinlich die wichtigste richtungweisende| 
Methode, um Modelle fiir die kosmischen elektromagnetischen Prozesse auf- 
zustellen und die magnetischen Effekte unter Laboratoriumsbedingungen 
zu untersuchen. 

Obwohl die Magnetohydrodynamik ein recht junges und sich schnell ent-! 
wickelndes Gebiet der Physik ist, hat man doch schon eine Reihe wichtiger} 
Ergebnisse erhalten, die die fiir diesen Fragenkreis charakteristischen Be- 
sonderheiten aufweisen. Die wichtigsten dieser Ergebnisse werden in der 
vorliegenden Ubersicht diskutiert. Mit wenigen Ausnahmen werden die zahl-| 
reichen Anwendungen der Magnetohydrodynamik auf konkrete Fragen der 
Physik und Astrophysik in diesem Uberblick aus Platzmangel nicht be-| 
trachtet. Viele dieser Anwendungen bilden z. Z. den Gegenstand spezieller | 
Ubersichten. Aus demselben Grunde wird auch der Zusammenhang der 
Magnetohydrodynamik mit der mikroskopischen Theorie ionisierter Gase | 
nicht betrachtet. Ein umfangreiches Literaturverzeichnis am SchluB dieser | 
Ubersicht erméglicht es, die unten gemachten Ausfiihrungen- zu vervoll-_ 
standigen. : | 


. , \ =N 


*) Anm. d. dtsch. Red.: Tragheitseffekte der Elektronen, Plasmaschwingungen usw. 
bleiben auBerhalb dieser Betrachtungen. | 
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1. Grundgleichungen 


Die magnetohydrodynamischen Gleichungen sind eine Kopplung der 
Maxwellschen Gleichungen mit den gewéhnlichen hydrodynamischen 
Gleichungen, die die Bewegung eines Kontinuums, einer Flissigkeit oder 
eines Gases beschreiben. Die Verknipfung dieser beiden Gleichungs- 
systeme erfolgt einerseits dadurch, da8 bei der Bewegung eines leitenden 
Mediums im Magnetfeld ein Induktionsstrom entsteht, der als Quelle in 
den Maxwellschen Gleichungen beriicksichtigt werden mu8. Andererseits tibt 
das Magnetfeld auf stromfiihrende Bereiche im Innern des Mediums eine 
zusatzliche elektromagnetische Volumenkraft aus, die in den hydrodyna- 
mischen Gleichungen beriicksichtigt werden muB. 

Die elektrische und magnetische Feldstarke (KE und H) geniigen also den 
bekannten Gleichungen 


4x & OE 
rot H = ; jt oy Ob” (1,1) 
1 OH 
rot zk = — Cy Ot eu (1,2) 
div H = 0, (1,3) 
4 
div E = — be (1,4) 


hierin ist 0, die elektrische Ladungsdichte, j die Stromdichte und c, die 
Vakuumlichtgeschwindigkeit. In (1,1)—-1,4) wird kein Unterschied zwischen 
der magnetischen Feldstarke H und der magnetischen Induktion B = wH 
gemacht, da in allen bekannten leitenden Flissigkeiten und Gasen die 
Permeabilitaét  praktisch gleich Eins gesetzt werden darf. Die Dielektrizitats- 
konstante ¢, des Mediums wird als konstant angenommen. 
Die Stromdichte j setzt sich zusammen aus Konvektionsstrom o,v und 
. Leitungsstrom, der auch den durch die Bewegung des leitenden Mediums mit der 
Geschwindigkeit v im Magnetfeld H entstehenden Induktionsstrom enthalt : 


1 
j=ov+o(B += (eM). (1,5) 


Hierbei wird homogene und isotrope Leitfahigkeit o angenommen. Die Vor- 
aussetzung isotroper Leitfahigkeit (skalares a) beschrankt die Anwendbarkeit 
der Magnetohydrodynamik auf verdiinnte Gase im magnetischen Kraftfeld 
wesentlich. Die Leitfahigkeit eines ionisierten Gases im Magnetfeld ist 
tatsichlich nur dann isotrop, wenn der Larmorradius der Elektronen wesent- 
lich groBer ist als ihre mittlere freie Weglinge J, d.h. wenn mucjeH >, 
wobei m, e und wu Masse, Ladung und thermische Geschwindigkeit der 
Elektronen sind. Mit der Larmorfrequenz wy = eH/mcy und der mittleren 
freien Flugdauer t =J/u erhalt man als Bedingung fir die Isotropie der 
Leitfahigkeit : 

@gt <1. (1,6) 
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Ist (1,6) nicht erfillt, so ist die Leitfahigkeit senkrecht zum Magnetfeld ge 
naihert um den Faktor (1 + wit”) kleiner als die Longitudinal-Leitfahigkeiy 
[121], und (1,5) ist nicht mehr streng giltig. Fiir diesen Fall ersetzt man (1,5) 
durch die in [68] formulierte Beziehung?). | 
Wenn man voraussetzt, daB die Leitfihigkeit des Mediums grof ist, und 
wenn man nicht zu schnelle veranderliche elektromagnetische Prozess¢ 
betrachtet, so kann man in den Gleichungen (1,1) und (1,5) den Verschie} 
bungsstrom und den Konvektionsstrom gegen den Leitungsstrom vernach} 
lassigen. Diese fiir metallische Leiter tbliche halen aly ist ftir cl 


der Bedingung 
& 


1 1,7) 
4n oO S ( 


| 
erfiillt. Dabei ist @ die Frequenz der elektromagnetischen Welle oder inf 
allgemeinen Fall der Kehrwert der charakteristischen Zeit des Prozesses. Dic 
Leitfahigkeit der gewéhnlich in der Magnetohydrodynamik betrachteter 
Medien liegt nahe der Leitfahigkeit metallischer Leiter. Die Beziehung (1,7 
gilt daher bis in die Nahe optischer Frequenzen. Vernachlassigt man weger 
(1,7) in den Gleichungen (1,1)—(1,5) den a ie und den 


Konvektionsstrom, so erhalt man 


ae» 
iden. rot H, (1,8) 
E= (1,9 
ae £9 7 
Oe= revs div [vw H], (1; 10) 
div H = 0, (1, 1) 
a 2 
a = : (1,12) 


Fir vorgegebene v und H sind die Stromdichte j, die elektrische ) vollsténd 
und die Ladungsdichte g, durch die Gleichungen (1,8)—(1,10) vollstandid 
bestimmt. Das Problem ist auf diese Weise auf die Bestimmung der digheits 
wirkung des Magnetfeldes H mit dem hydrodynamischen Geschwindigkeits: 
feld » zuriickgefiihrt. Daher hat dieser Fragenkreis auch die Bezeichnun 
Magnetohydrodynamik erhalten”). : 
Die Bewegung des Mediums unterliegt den iblichen hydrodynamische 
Gleichungen, in die noch die elektromagnetische Volumenkraft f, eingeht: 


Ov 

0| ar + (wY) °| =—Va+ het Vet (6+ 3) V dive, (1,13) 
—_—_——_— | 
1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. auch 8. R. JANCEL und T. aah Nuoyo Cimento 12, 
573 (1954). 


*) Weniger gliicklich ist der hierfiir (in der angelsichsischen Literatur) gebrauchliche, 
kirzere Terminus ,,H ydromagnetismus“. 
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0 
= + divov =0. (1,14) 


Hierbeisind v und 9 Geschwindigkeit und Dichte des Mediums, p der Druck), 
n die Viskositadt und ¢ der zweite Viskositatskoeffizient. Die Gleichungen 
(1,13) und (1,14) konnen nur dann auf verdiinnte Gase angewendet werden, 
wenn die mittlere freie Weglange / der Teilchen klein ist gegen die charak- 
teristische Ausdehnung L des Problems: 


| 
Ga (1,15) 


Die Bedingungen (1,6), (1,7) und (1,15) kennzeichnen den Anwendungs- 
bereich der Magnetohydrodynamik. 

Die Kraft f, stellt die Wirkung des elektromagnetischen Feldes auf Ladung 
und Stréme des Mediums dar und ist offensichtlich 


1 
fe = QeH + a [j HH]. (1,16) 


Aus den Gleichungen (1,8)—(1,10) folgt mit der Bedingung (1,7), daB das 
erste Glied der rechten Seite von (1,16) verglichen mit dem zweiten Glied von 
der GréBenordnung v?/c> ist. 

Da die makroskopische Geschwindigkeit des Mediums immer wesentlich 
kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit, ist fir alle Anwendungen der Magneto- 
hydrodynamik die Bedingung 


shad | (1,17) 
Co 


erfillt. Man kann sich also auf nichtrelativistische Naherungen beschranken 
und Glieder von der Ordnung v?/c; weglassen. 
Relativistische Verallgemeinerungen der Magnetohydrodynamik wurden in 
[79, 136, 137] durchgefiihrt. Wie aus den Ergebnissen von [79] folgt, sind 
relativistische Effekte zu beriicksichtigen, wenn die magnetische Energie- 
dichte mit der gesamten Energiedichte einschlieBlich der Ruhenergie des 
Mediums vergleichbar wird, oder strenger ausgedriickt, wenn 
2 

= Z 00% (1,18) 
gilt?). Fir das interstellare Gas (9 ~ 10-%* g/cm’) entspricht das einer 
magnetischen Feldstarke von etwa 0,15 Oerstedt. Da die gegenwartig 
bekannten magnetischen Felder bedeutend kleiner als die von (1,18) ge- 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Der Druck wird im folgenden durchweg als Skalar betrachtet. 
Uber die Zulassung anisotroper Drucktensoren vgl.: G. F. CHEw, M.L. GoLDBERGER und 
und F. E. Low, Proc. Roy. Soc. (London) A 236, 112 (1956); sowie auch M. N. ROSEN- 
BLUTH und C. L. LoNGMIRE, Ann. Phys. 1, 120 (1957). 

2) Unter dieser Bedingung ist die Geschwindigkeit der magnetohydrodynamischen 
Wellen (siehe unten) mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar. 
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forderten sind, beschranken wir uns weiterhin auf die nichtrelativistisch 
Theorie). 
Vernachlassigt man daher das erste Glied in (1,16) fiir die elektromagne: 
tische Kraft und verwendet (1,8), so erhalt man 


1 

i = ges [rot H - H). ee (| 

Die Gleichungen (1,11)—(1,14) zusammen mit (1,19) bestimmen das Verhalte i 
eines gut leitenden fliissigen oder gasformigen Mediums und des mit ih 


verknipften Magnetfeldes. Das System der magnetohydrodynamischen| 
Gleichungen erhalt also die Form: 


| 
| 
— = rot [vH] + v,V?2H, (1,20) 


0 
Ot 
div H = 0, (1,21) 
FEE) 0h oe ran Te | 
t 0 470 | 
; | 
+ tye 4 — (64 2) rave, (1,22) 
Q Q 3 
te +divev=0, . (1,23) 
wobei e2 
pig A a (1,24)| 

4no 


Die GroBe 7m spielt in der Gleichung (1,20) dieselbe Rolle wie die kinematische 
Zahigkeit »y = y/o in den Bewegungsgleichungen (1,22) des Mediums und 
wird daher haufig magnetische Zihigkeit genannt. Zusammen mit der 
Zustandsgleichung des Mediums, die wir etwa in der Form | 


schreiben wollen (7 ist die Temperatur), enthalt das System zwei Vektor- 
gleichungen und zwei skalare Gleichungen fiir die GréBen v, H, p, ound 7 
und mu8 noch durch eine Gleichung ergiinzt werden. Wir verwenden hierzu_ 
den Energiesatz [141]. Da die Gesamtenergie im Einheitsvolumen?) 


2 
8x 


ist, wobei ¢ die innere Energie des Mediums pro Masseneinheit bedeutet, so_ 
hat der Energiesatz die Form: 


0 /ov® | 1G . 
(F + oe + =) =—divg. (1,26) | 


Q 


y2 
x tee + 


*) Im interstellaren Raum iibersteigt das Magnetfeld kaum den Wert von 10-5 Oerstedt. 
In den anderen bekannten Fallen ist der Unterschied zwischen den von\(1,18) geforder- | 
ten und den beobachteten Feldern noch gréBer. | 
*) Wegen der Bedingungen (1,7) und (1,17) ist die Energie des elektrischen Feldes ver- | 
nachlassigbar klein gegen die magnetische Energie. ( 
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Die Energiestromdichte g setzt sich aus folgenden Anteilen zusammen: der 
hydrodynamischen Energiestromdichte ov (v?/2 + w), wobei w die Enthalpie 
pro Masseneinheit des Mediums ist; der elektromagnetischen Energiestrom- 
dichte, die durch den Umov-Poyntingschen Vektor ¢,/4 7 -[E H] gegeben wird, 
der wegen (1,9) gleich 1/47 -[H[v H)] — ¥m/47-[H rot H] ist, der Energiestrom- 
dichte —(vo’), die dem Energieverlust durch innere Reibung entspricht — 
dabei ist 


; OyN,  Or% 2 Ov, Ov, 
‘k= (=— — ; ik a 1,2 
cy, (a Get yOu 7) +d 5H (1,27) 
der Viskositats-Tensor!); und schlieBlich der Warmestromdichte —x/T’, 
wobei x die Warmeleitfahigkeit des Mediums ist. Die Energiestromdichte 
in der Magnetohydrodynamik wird also 


2 1 
g=o0v (5 | w) + 7 [A ie H] — ne [H rot H] — (vo’) — xT. (1,28) 


Mit den Gleichungen (1,20)—1,23) und dem Differential der Enthalpie 
1 
dw = Tds+ ee dp 


kann die Gleichung (1,26) in die Warmeleitungsgleichung umtransformiert 
werden: 


Os E On; Vm 2 6 
ot (5p + ers) = oie Gt + 7 ot + div (PT). (1,29) 


Dabei ist s die Entropie pro Masseneinheit. Diese Gleichung besagt, daB die 
Anderung der Warmemenge im bewegten Volumenelement (dQ = 0 Tds) 
durch die Viskositat, die Jouleschen Verluste und die Warmeleitfahigkeit 


bestimmt wird. 
Aus (1,20)—(1,23) erhalt man leicht den Impulserhaltungssatz fir das 


betrachtete System in der Form 


00% ey OmixK 


= : 1,30 
at Baty (1,30) 
Dabei ist der Tensor der Impulsstromdichte 7x gleich 
Mey fs be ; 
Mik = POie + O%% + ZT \ oO Oi — Hy He ) — Oik- (1,31) 


Der Impuls des elektromagnetischen Feldes ist vernachlassigbar und geht 
daher nicht in (1,30) ein, denn wegen (1,7) und (1,17) werden nur hinreichend 
langsame Prozesse betrachtet, so daB der Verschiebungsstrom vernach- 
lassigt werden kann. 


1) Siehe z. B. Lanpav, L. D. und Lirgic, E. M., Mechanik kontinuierlicher Medien, 
Staatl. Techn. Verl. 1953, Seite 66. 
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Mit der bekannten Beziehung aus der Vektoranalysis!) 


a | [Has (fe + v div H — rot wm} dS (1,3 
(S) (S) | 


kann (1,20) unter Beriicksichtigung von (1,8) und (1,21) in Integralfor 1 
transformiert werden [54]: 


| 


| 
i 
| 
| 
| 


d Co ° | 
FTE Me Sls tain iss elcome piesa (1,34 
} 
| 
Das Oberflachenintegral erstreckt sich dabei iiber eine ,,materielle“‘, d.h. mi | 
den Teilchen des Mediums mitbewegte Oberflache S, die durch den Rand 
begrenzt wird. Aus (1,33) folgt, daB die Anderung des magnetischen Flusse 
durch eine mit dem Medium fest verbundene Oberflache durch den Ohmschet 
Widerstand des Mediums bestimmt wird. 
Der relative Anteil der Dissipation des magnetischen Feldes infolge de 
endlichen Leitfahigkeit des Mediums kann auf folgende Weise abgeschatz 
werden. Wenn L und V die fiir das Problem charakteristischen linearen Aus 
ma8e und Geschwindigkeiten sind, so hat das erste Glied der rechten Seit¢ 
von (1,20) verglichen mit dem zweiten die Gré8enordnung | 


_VL 


Re ; (1,34! 
Ym 


In Analogie zur Reynoldsschen Zahl R = VL/y der Hydrodynamik wird di 
dimensionslose Zahl (1,34) gewohnlich magnetische Reynolds-Zahl genannt, 
Fir R,, > 1 kann man den Ohmschen Widerstand des Mediums und die mi 
ihm verkniipften Jouleschen Verluste, sowie die Dissipation des Magnet 
feldes véllig vernachlassigen, genauso wie man in der Hydrodynamik fii 
groBe Zahlen R die Zahigkeit vernachlassigen kann. In Laboratoriums. 
experimenten ist fiir Quecksilber und fliissiges Natrium RK ~ 10°? — 10°| 
In diesem Fall spielt der Widerstand des Mediums eine wesentliche Rolle. 
Im Gegensatz dazu ist in den astrophysikalischen Anwendungen der Magneto- 
hydrodynamik R, ~ 10° und gréRer wegen der groBen Leitfahigkeit ioni-: 
sierter Gase und der gewaltigen Ausdehnungen der betrachteten Objekte. Da) 
auBerdem noch die gewéhnliche Reynolds-Zahl gro8 ist, reicht es fiir viele 
Probleme aus, wenn man sich auf die Betrachtung einer idealen Flissigkeit; 
mit unendlicher Leitfahigkeit beschriankt. AuBerdem nimmt man dabei noch 
an, daB auch Warmeaustauschprozesse unwesentlich sind, d. h. das Medium | 
sich adiabatisch bewegt. Wir bemerken jedoch, da8 im verdiinnten ioni-. 
sierten Gas die Warmeleitung durch Strahlung eine wichtige Rolle spielen 
kann. In diesem Fall mu8 man die Bewegung des Mediums:eher ‘isotherm als 
adiabatisch betrachten [83]. ‘ | 


+ eh 


1) Siehe z. B. V. I. Smirnov, Lehrgang der hdheren Mathematik, Bd. 2, Seite 316, 
Berlin (1951). 


Magnetohydrodynamik 445 


Fir ein ideales Medium (7, ¢, x gleich Null, unendliche Leitfahigkeit) gehen 
die Gleichungen (1,20)—(1,23) und (1,30) iiber in: 


OH 
ye = TOu [v H], (1,35) 
div H = 0, (1,36) 
ue) + (vwV)v = s V . Hrot H 
Ot — siles. Retr) ro hs (1,37) 
0 
ap + div ev =0, (1,38) 
Os 
at + (vV)s=0 (1,39) 


(1,39) entspricht der Erhaltung der Entropie bei adiabatischer Bewegung des 
idealen Mediums. Zusammen mit der Zustandsgleichung bilden (1,35)—(1,39) 
ein vollstandiges System magnetohydrodynamischer Gleichungen fiir das 
ideale Medium. (1,37)—(1,39) kénnen als Erhaltungssatze fir Energie, 
Impuls und Masse formuliert werden: 


a(S eae EF 1.40 
ne eae yt 
00% ae Ont 
aa er ae (ed) 
00 : 
—_= = — div ev, (1,42) 


wobei die Energiestromdichte und der Impulstensor gleich sind: 


v2 1 
wind ms Sey Sf 7 hk 
g =0r(5 i w) + 7~ (He — (Ho) W), (1,43) 
at sola | (Eaton pnt 1,44 
Tin = POik + QUM% + GE ere a +) (1,44) 


(1,35) driickt einen fir die Magnetohydrodynamik sehr charakteristischen 
Erhaltungssatz aus, nimlich die Erhaltung des magnetischen Flusses durch 
eine beliebige zusammen mit dem Medium bewegte Flache [144]. Tatsachlich 
erhalten wir aus (1,35), (1,36) und (1,32) oder direkt aus Gleichung (1,33) far 
6=c0 


< [[ mas =e, (1,45) 


Das Integral lauft dabei tiber eine beliebige materielle Oberflache. Wegen der 
Erhaltung des magnetischen Flusses durch eine beliebige materielle Flache 
kann man in der Magnetohydrodynamik weitgehend die anschauliche Vor- 
stellung verwenden, daf das Magnetfeld sich als Gesamtheit von Kraftlinien 
darstellt, die fest mit dem Medium verbunden, quasi an das Medium ,,an- 


' definierten Transformationscharakter. ut 
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geheftet“ oder in ihm ,,eingefroren‘‘ sind. In der Tat, wenn zu einem be 
stimmten Zeitpunkt der FluB des Vektors H durch eine gewisse materiellll 
Flache verschwindet, d. h. die Kraftlinien in dieser Flache liegen, so liege 
wegen (1,45) auch zu jedem spateren Zeitpunkt die Kraftlinien in diese} 
Flache. Da die Schnittlinie zweier materieller Flachen, die beide obigy 
Eigenschaft haben, eine Kraftlinie ist, so ist diese Kraftlinie i in demselbet 
Sinn eine materielle Linie wie wir von materiellen Flachen sprechen, d. h. sit 
ist stets mit denselben Teilchen des Mediums verbunden und bewegt sic 
genauso wie diese Teilchen. (Natiirlich meinen wir hier eine Querbewegung) 
da jede Verschiebung in Richtung der magnetischen Kraftlinie bedeutungsloi 
ist). Wegen dieser Higenschaft kann jede beliebige Anderung des magnetischer 
Feldes als eine Bewegung aufgefaBt werden, d. h. als Verschiebung der Krafti 
linien dieses Feldes. All das Gesagte gilt jedoch nur fiir unendlich groBe 
Leitfahigkeit des Mediums. Versuche, diese Vorstellungen tiber die Bewegung} 
des magnetischen Feldes auch auf den Fall endlicher Leitfahigkeit auszul 
dehnen, wurden in [139, 52] unternommen?). 

Fir inkompressible Flissigkeiten kénnen die Gleichungen der Mapnetl 
hydrodynamik mit Hilfe der Variablen [55] | 


ts ee, Canoes (1,46) 
V4x@ V4x0 | 
in eine einfache, symmetrische Form umgeschrieben werden. In diesen} 
Variablen”) erhalt das Gleichungssystem (1,20)—(1,23) die Gestalt 


G) 
at + (w/)u=—VO+ VP? (au+ pw), 


u=v+ 


divu=0, divw —0, 
wobei 
(u — w)? Lt Pe 
Soue gat ae one 


ota 
Q 


Die gesamte Energiedichte (kinetische plus magnetische) wird in de 
Variablen (1,46) ausgedriickt gleich 
ov? ei 0 ( 


ely ame 


u? + wi), (1,49) 


und die Differenz zwischen kinetischer und magnetischer Energie 


ov? H? 0 i 
o —  = Saw. (1,50) 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Fiir hinreichend kurze magnetohydrodynamische Wellen sind! 
die obenstehenden Betrachtungen nicht mehr giiltig. Vgl. S. I. eee Dokl. 
Akad. Nauk SSSR 115, 475 (1957). 

?) Da v ein Vektor, H aber ein Pseudovektor ist, besitzen die GréBen, u see w keinen| 


+} 
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Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir noch darauf hinweisen, daB 
in der Magnetohydrodynamik der klassische Thomsonsche Satz tiber die 
Erhaltung der Zirkulation in einer idealen Flissigkeit nicht gilt [84]. Bei 
Anwesenheit eines Magnetfeldes bleibt die Zirkulation langs einer materiellen 
Kontur nur dann erhalten, wenn die auf die Masseneinheit bezogene elektro- 
magnetische Kraft (1,19) ein Potential besitzt, d.h. 


1 
rot . pot 11 a=), (1,51) 
was im allgemeinen nicht der Fall ist. 


2. Ausbreitung kleiner Stérungen 


Infolge des Zusammenwirkens elektromagnetischer und hydrodynamischer 
Erscheinungen breiten sich kleine Stérungen in einem leitenden Medium bei 
Anwesenheit eines Magnetfeldes als Wellen aus, deren Eigenschaften sich von 
denen gewohnlicher Schallwellen oder elektromagnetischer Wellen unter- 
scheiden. Vor allem erhalt das leitende Medium im Magnetfeld eine charakte- 
ristische Anisotropie: Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen haingt 
von dem Winkel zwischen Ausbreitungsrichtung und Magnetfeld ab. AuBer- 
dem sind in der Magnetohydrodynamik die Wellen zum Unterschied von 
den elektromagnetischen oder Schallwellen im allgemeinen weder longitudinal 
noch transversal. Wellen kleiner Amplitude in kompressiblen leitenden Medien 
bei Anwesenheit eines Magnetfeldes wurden erstmals in [7 7, 80, 70] unter- 
sucht. Abgesehen von den an sich schon wichtigen Untersuchungen tiber das 
Verhalten kleiner Stérungen haben sie auch eine direkte Beziehung zur 
Behandlung von Wellen endlicher Amplitude und speziell von StoBwellen der 
Magnetohydrodynamik. 

Die in der Magnetohydrodynamik méglichen Arten von Wellen kleiner 
Amplitude kann man leicht angeben, wenn man sich auf ideale, Medien 
beschrankt. Wir betrachten ganz allgemein einen stationaren, homogenen 
Flissigkeitsstrom im konstanten Magnetfeld H. Man sieht leicht, daB die 
Gleichungen (1,35)—(1,39) bei beliebigen konstanten v und H erfiillt sind. 
Wir nehmen an, daB der urspriingliche stationare Zustand eine kleine Storung 
erfahrt, so daB die Geschwindigkeit, die magnetische Feldstarke, die Dichte, 
der Druck und die Entropie um die kleinen Werte 


oe. Woop. . and (2,1) 


von ihren stationaren Werten abweichen. Ferner ist es zweckmabig, die 
Bezeichnungen 


fx & Myr (2,2) 


470 V4xe0 


= 


einzufiihren, wobei 0 die im ganzen Raum konstante ungestérte Dichte des 
Mediums ist. Aus (1,35)—(1,39) erhalt man folgendes lineare Gleichungs- 
system fir die fluktuierenden GréBen, wenn man Produkte kleiner GroBen 
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(2,1) vernachlassigt und die Bezeichnungen (2,2) verwendet: 


vat =(u/f)v' —udivr’, 
divu’ = 0, 

ad + (vV)v = — cs V(p' + guw) + (uf)w, 

t Q (2,3 
00’ Poon . , 

yi + (*V)o0 =—edivr’, 
0s ; 

at + (wV)s ae 


Durch die Zustandsgleichung kann die kleine Stérung des Druckes durch did 
Fluktuation von Dichte und Entropie ausgedriickt werden: | 
p =co + bs’, (2,4 


wobei c = V(0p/0Q), div Schallgeschwindigkeit im Medium ohne Magnet 
feld ist und b = (0p/0s),. Wegen der Linearitat von (2,3) und (2,4) kann ein) 
beliebige Stérung als Superposition ebener Wellen, die von Koordinate unt : 
Zeit in der Form | 
etl(kr — wt) (2; 


abhangen, dargestellt werden. w ist die Frequenz der Wellen, k der A . 
breitungsvektor. Fir ebene Wellen (2,5) gehen die Gleichungen (2,3) i 
(2,4) in folgendes System algebraischer Gleichungen tiber: 


(o —kv)w + (ku)v’ —u(kv’) = 0, 
kw =0, 


(co — Kev) v! + (eu) w a (p’ + puw')k =0, 


(wo —kv) 9’ — 0 (kv') = 0, 
(wow —kv)s’ =0, 
p — co — bs’ = 0. 


Wir berechnen die Determinante des System (2,6) (dazu ist es zweckmaBig4 
eine der Koordinatenachsen in Richtung des Ausbreitungsvektors k zu 
wahlen) und setzen sie gleich Null. Wir erhalten so folgende Bedingung fil 
die Existenz einer nichttrivialen Lésung: : 


co} [o§ — (le )?] [ws — k? (c2 + u2) o2 + kc? (ku)?]=0. (2,7 
Durch 
W@) =o — kv (2,8) 


ist hier die Frequenz im mit dem Medium mitbewegten Koordinatensysten: a 
gegeben. Daher ist w,/k = V die Phasengeschwindigkeit ‘der Wellen i 
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Schwerpunktsystem. Aus (2,7) erhalt man vier Wurzeln fiir w) und folglich 
auch vier verschiedene Wellen, die alle ihre eigene Ausbreitungsgeschwindig- 
keit gegeniiber dem Medium V = @,/k haben. Wir betrachten die Eigen- 
schaften dieser Wellen ausfihrlich. 


a) Entropie-W ellen 
Die Losung 
W =w—kv=0 (2,9) 


der Gleichung (2,7) entspricht einer im Medium ruhenden Storung. Wenn sich 
das Medium bewegt, so bewegt sich auch die Storung dieses Typs zusammen 
mit ihm. Setzt man die Bedingung (2,9) in (2,6) ein, so kann man sich leicht 
iiberzeugen, daB bei diesen Wellen nur die Dichte und die Entropie, die durch 
die Bedingung 
; ob, 
Cries (2,10) 
verkniipft sind, gestért werden. Die iibrigen GréBen andern sich nicht: 
ve =0, w=, p =o. (2,00) 


Diese Stérungen fallen mit den in der gewohnlichen Hydrodynamik be- 
kannten Entropiewellen zusammen. Man kann sie nur bedingt als Wellen 
bezeichnen, da die Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser Storungen gegentiber 
dem Medium verschwindet. Nichtsdestoweniger mussen die Entropiewellen 
in einer Reihe von Fallen, z. B. bei der Untersuchung des Verhaltens von 
StoBwellen bei kleinen Stérungen, neben den unten zu betrachtenden wirk- 
lichen Wellen mit beriicksichtigt werden. 


b) uM agnetohydrodynamische Wellen 


(2,7) hat ferner die Losung 
@ = + (ku), (2,12) 


die Welien entspricht, die sich mit der Geschwindigkeit 


Vet a cos # (2,13) 
V4x0 

ausbreiten. Dabei ist @ der Winkel zwischen dem Ausbreitungs-Vektor und 

der magnetischen Feldstarke. Setzt man (2,12) in die Gleichungen (2,6) ein, 

so iiberzeugt man sich unschwer, dab bei diesen Wellen die thermodynami- 

schen GréBen des Mediums unverandert bleiben 


o =0, p=0, s=0, (2,14) 
und daB die Stérungen der Geschwindigkeit und der magnetischen Feld- 
starke den Bedingungen 

v=-ru, kw=0, uw=0 (2,15) 
genugen. 


Wegen (2,15) sind die Wellen des betrachteten Typs rein transversal, wobei 
die Schwingungen senkrecht zur Richtung des ungestérten Magnetfeldes H 
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erfolgen. Diese Wellen besitzen kein Analogen in der gewdhnlichen Hydrj 
dynamik. Sie sind ein spezifisches Ergebnis der Magnetohydrodynamik u ! 
werden daher magnetohydrodynamische Wellen genannt. Die Tran 
versalitat dieser Wellen bedeutet, daB das leitende Medium im Magnetfe) 
eine eigene Elastizitat gegeniiber Verschiebung benachbarter Schichten & 


halt. Darin besteht eine der wesentlichsten Besonderheiten der Magnet 
hydrodynamik. 


Experimenten mit Quecksilber [100, 101), flissigem Natrium [94] und Gas 
entladungen [16, 17], entdeckt. Das Auffinden dieser neuen Wellenbewegu 
war eines der wichtigsten Resultate der Magnetohydrodynamik und ha 
zahlreiche Anwendungen gefunden, in erster Linie bei einer Reihe astrq 
physikalischer Probleme. In der Literatur werden die magnetohydra 
dynamischen Wellen oft Alfvén-Wellen genannt. | 
Vom Standpunkt der mikroskopischen Theorie ionisierter Gase stellen d i 
magnetohydrodynamischen Wellen den Grenzfall der gewohniichen elektra| 
magnetischen Wellen in ionisierten Gasen dar, wenn die Frequenzen be 
deutend kleiner sind als die Larmor-Frequenz : | 


ote OE a (2,161 


mC 


e und m sind Ladung und Masse der schweren Ionen. In diesem Fall fithrt did 
Beriicksichtigung der Bewegung der Ionen im Feld der elektromagnetischer 
Wellen bei Anwesenheit eines auBeren Magnetfeldes H zu dem Ausdrucli 


(2,13) fir die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Weller 
[8, 9, 70]}). | 


c) Magneto-akustische Wellen 


Neben den oben betrachteten Wellen genigen der charakteristischen} 
Gleichung (2,7) gleichfalls Lésungen von 


wy — hk? (u2® 4 2) w? + k2e2 (ku)? — 0. (2,17)] 


Als Lésungen der biquadratischen Gleichung (2,17) ergeben sich zwei ver | 
schiedene Werte fiir w,. Ihnen entsprechen zwei verschiedene Wellen, deren 
Geschwindigkeiten V, und V_ nach (2,17) durch 


9 


; 1 oe 
Vie ‘aaphiie neti {c? + wu? + V(c2 + u2)2? — 4 c2x2 cos? a} (2,18))} 


gegeben werden. Hierbei ist # wieder der Winkel zwischen Ausbreitungs- 
vektor der Welle und magnetischer Feldstarke H. 


1) Ausfiihrlicheres zur Ausbreitun 
s. [69]. 


\ 


g elektromagnetischer Wellen in ionisierten Gasen| 


4 
Nat RN 
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Die Geschwindigkeiten V, und V_, die sich durch das Vorzeichen vor der 
Wurzel in (2,18) unterscheiden, geniigen folgenden Bedingungen 


INA tbes C8). V2 CS th (2,19) 
0< V2 < min (wu? cos? 9, c?). (2,20) 


Mit max bzw. min wird jeweils der gréBte bzw. kleinste der in der 
Klammer stehenden Werte bezeichnet. Dac die Schallgeschwindigkeit ohne 


Magnetfeld ist und ucos 0 =(H/)/4@) cos } die Geschwindigkeit der magneto- 
hydrodynamischen Wellen in der gegebenen Richtung, so entspricht V, 
einer gegeniiber den magnetohydrodynamischen bzw. akustischen Wellen 
schnellerlaufenden und V_ einer langsameren Welle. 

Unter der Bedingung (2,17) folgt aus (2,6), daB die Entropie des Mediums 
unverandert bleibt (s’ = 0). Alle anderen GréSen kénnen durch die Storung 
der Dichte ausgedriickt werden: 


’ oO B(kuyu—ak , 


0 Oke ow — (ku)? oe a 
; wo, Pu—(kujk , 

= 2,22 

3 ok? w2 — (ku)? Ce (2,22) 

p= C79 . (2,23) 


Die Ausdriicke (2,21) und (2,22) zeigen, da die Storungen der Geschwindig- 
keit und der magnetischen Feldstarke v’ und w’ zum Unterschied von den 
magnetohydrodynamischen Wellen in der Ebene (k, H) liegen und Kom- 
ponenten sowohl in Ausbreitungsrichtung der Welle wie auch senkrecht dazu 
haben. Das heiBt, die beschleunigten und die verlangsamten magneto- 
akustischen Wellen sind weder longitudinal noch transversal}). 

Wir bemerken, da& wegen (2,2), (2,22) und (2,23) die Fluktuation des 
magnetischen Druckes p, = H?/8x gleich 


v2 
Dm =ouU = (= a 1] p (2,24) 


ist. Daraus folgt, daB fiir beschleunigte Wellen (V2 > c?) pn und p’ gleiches 
Vorzeichen haben und folglich die Maxwellschen Spannungen des Magnet- 
feldes in gleicher Richtung wirken wie die Stérung des Druckes. Fur ver- 
langsamte Wellen (V? < c?) haben p;, und p’ verschiedene Vorzeichen und 
kompensieren sich teilweise. 

Das Vektordiagramm der Geschwindigkeiten, das man aus (2,13) und (2,18) 
erhalt, ist in Bild 1 fiir die zwei Falle uw —0,9c und wu =1,11c aufgetragen. 
Die horizontale Achse gibt die Richtung des ungestorten Magnetfeldes an. 
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Storung in einer beliebigen Richtung, 
die den Winkel # mit der magnetischen Feldstarke einschlieBt, ist gleich der 
Lange des unter diesem Winkel gezeichneten Vektors vom Ursprung des 
Koordinatensystems bis zu der entsprechenden Kurve. 


1) In ionisierten Gasen sind die magnetoakustischen der Grenzfall elektromagnetischer 
Wellen fiir Frequenzen, die (2.16) geniigen [69]. 
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Fir 9 =0 geht die beschleunigte Welle in eine gewéhnliche Schallwelli 
liber, wenn c > w ist, oder in eine magnetohydrodynamische, wenn 4 > 
ist. Die verlangsamte Welle geht unter denselben Bedingungen in ein 
magnetohydrodynamische bzw. eine Schallwelle tiber. Fir & = 2/2 veri 
schwindet die Ausbreitungsgeschwindigkeit der magnetohydrodynamische 
und der verlangsamten magneto-akustischen Welle. Dabei bestehen bei 
Wellen aus einer schwachen tangentialen Unstetigkeitsflache, bei der dic 
Storung der Geschwindigkeit und die des Feldes parallel zur » Wellenfront*‘| 
sind. 


Vu? + u? 


Bild 1. 


Aus (2,13) und (2,18) folgt, daB die Geschwindigkeiten V,, V aund V_ nicht; 
von der Frequenz w der Welle abhangen, d.h. im idealen Medium gibt es 
keine Dispersion. Eine Dispersion tritt dann auf, wenn man die Dampfung 
der Wellen durch die endliche Leitfahigkeit des Mediums beriicksichtigt.| 
Das wurde fiir ebene magnetohydrodynamische Wellen in [125]+) und fiir! 
zylindrische magnetohydrodynamische Torsions-Wellen in [101] gezeigt, 
und zwar bei der Analyse der in dieser Arbeit unternommenen Versuche zum\| 
experimentellen Nachweis von magnetohydrodynamischen Torsionswellen}| 
in Quecksilber. In [6] werden ausfiihrlich longitudinale magneto-akustische} 
Wellen untersucht (d. h. V,-Wellen mit @ = z/2, die sich also senkrecht zum | 
Magnetfeld ausbreiten), wobei eine schwache Dampfung infolge der endlichen 
Leitfahigkeit des Mediums beriicksichtigt wird. Die Abhangigkeit der} 
Dampfung von der Wellenlange fiihrt hier auch zu einer Dispersion. 

Die Ausbreitung magnetohydrodynamischer Wellen in rotierenden in- | 
kompressiblen Fliissigkeiten wird in [93, 95] betrachtet. Infolge der Coriolis- |} 
Kraft treten zwei zirkular polarisierte magnetohydrodynamische Wellen auf | 
mit entgegengesetztem Umlaufssinn und verschiedener Phasengeschwindig- 
keit. Der Einflu8 der Coriolis-Kraft wird durch den dimensionslosen Para- 
meter 2/kV, bestimmt, wobei Q die Winkelgeschwindigkeit der Rotation ist 
und & die Wellenzahl. Wegen der Abhangigkeit des Effekts von der Wellen- 
lange tritt auch in diesem Falle eine Dispersion auf. 


1) Siehe auch [777]. 
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Das allgemeinere Problem der Ausbreitung ebener und zylindrischer 
(Torsions-)Wellen in einem Medium mit endlicher Leitfahigkeit unter 
Beriicksichtigung der Verschiebungsstréme wird in [10, 11] behandelt fiir den 
Grenzfall schwacher Dampfung und schwachen magnetischen Feldes. 

In [78] wird die Ausbreitung einer Strémung in einer inkompressiblen zihen 
Flissigkeit untersucht, deren Dichte in Richtung der Schwerkraft inhomogen 
ist. Das Magnetfeld verlauft dabei parallel zur Schwerkraft. Mit einem 
Variationsverfahren, das fiir Fliissigkeitsschichten endlicher Dicke ent- 
wickelt wurde, erhielt man Naherungslésungen fir die Grenzfalle homogener 
Dichte und unendlicher Leitfahigkeit. 

Brechung und Reflexion ebener magnetohydrodynamischer Wellen an 
Ebenen, die zwei Medien verschiedener Dichte trennen, werden in [64] fiir 
senkrecht zur Einfallsebene polarisierte magnetohydrodynamische Wellen 
betrachtet und in [124] fiir beliebig polarisierte+). 


3. Sprungflachen und Stofwellen 


Wie die gewodhnlichen hydrodynamischen Gleichungen haben auch die 
magnetohydrodynamischen Gleichungen fiir ideale Medien (7 =¢€ =x =0, 
o =oo) unstetige Lésungen, bei denen die charakteristischen Gréfen des 
Mediums und des Feldes an gewissen Flichen sprunghafte Anderungen 
erfahren. In der gewéhnlichen Hydrodynamik gibt es zweiArten solcher 
Unstetigkeiten: tangentiale Sprungflachen und StoBwellen. In der Magneto- 
hydrodynamik liegen die Verhaltnisse wesentlich komplizierter. Erstmals 
betrachteten HOFFMANN und TELLER [79]?) StoBwellen in der Magnetohydro- 
dynamik, indem sie von dem relativistischen Energie-Impuls-Tensor fir das 
Medium und das elektromagnetische Feld ausgingen. Aus dieser Arbeit geht 
hervor, da® die relativistische Betrachtung nur dann nétig ist, wenn die 
magnetische Energiedichte groBenordnungsmaBig mit der gesamten Energie- 
dichte des Mediums (einschlieBlich der Ruhenergie) vergleichbar ist [vgl. 
(1,18)]. In allen praktisch wichtigen Fallen ist aber die Knergie des magne- 
tischen Feldes bedeutend kleiner als die Gesamtenergie des Mediums. Daher 
werden wir unten nur nicht-relativistische StoBwellen betrachten. 

Wir untersuchen die in der Magnetohydrodynamik méglichen Typen von 
Sprungflachen, indem wir die Randbedingungen an den Sprungflachen be- 
trachten [140, 141]. Man erhalt letztere leicht aus den Gleichungen (1,35), 
(1,36) und (1,40)—(1,42), indem man ein mit der Unstetigkeitsflache be- 
wegtes Koordinatensystem benutzt, dessen (y, z)-Ebene in der Flache liegt. 
Das vollstandige System der Randbedingungen auf der magnetohydrodyna- 
mischen Sprungflache erhalt dann die Form 


{{vH],} = 0, {[v H],} = 0, {Hz} = 0, | 
{92} = 0, {0 %,} =0, {7a} =0 (= x,y, z). j 


Hier und im folgenden bedeuten die geschweiften Klammern die Differenzen 
der in ihnen enthaltenen GréBen, genommen an beiden Seiten der Sprung- 


(3,1) 


1) §. a. den Ubersichtsartikel [446]. 
2) §. Ubersicht [109]. 
25 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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flache. Die Bedeutung der Bedingungen (3,1) ist offensichtlich. Die ersten dr 
sind die gewohnlichen maxwellschen Stetigkeitsbedingungen fiir Tangentié 
komponente des elektrischen und Normalkomponente des magnetisch¢ 
Feldes, da fiir ein Medium mit unendlicher Leitfahigkeit 


Byte é [oH]. (3, 


aus Gleichung (1,9) folgt. Die drei letzten Gleichungen (3,1) driicken d 
Stetigkeit des Energiestroms, der Masse und des Impulses aus. Benutzt mé 
(1,43) und (1,44) fiir die Energiestromdichte und die Impulsstromdichte un 
schreibt das Vektorprodukt [vH] aus, so erhalt man folgende Randbedingung¢ 
fiir die Sprungflache: 


{Or Hy See O, Yer h, ta. —o, (3,4 

{H,} =0, (3, 
v 1 

jer. (% + w) +g (Ht, — (OH) 1,)} = 0, (3, 

{Qs} = 0, (3, 

[ptext Z} <0, 3 


1 1 | 
{om — ge Het,| ==) \U)- {om — 7 Hen === (I) (3) 


Fir H = 0 gehen die Gleichungen (3,3)—(3,8) in die gew6éhnlichen hydri 
dynamischen Gleichungen an Sprungflachen iiber, die nur zwei sich a 1] 
schlieBende Arten von Unstetigkeiten liefern: entweder ist {v,} 4 0, dann if 
v, = 0 (tangentialer Sprung), oder es ist {v,} 4 0, dann ist {v,} = 0 (Sto} 


digkeit der StoBwelle (gleich der Schallgeschwindigkeit) bedeutet d 
speziell, da8 in der Hydrodynamik kleine Stérungen nicht von einem tange} 
tialen Sprung in eine StoBwelle und umgekehrt iberfihrt werden kénne4y 
Die Einfiihrung der zwei Arten von Unstetigkeiten in der gewéhnlich¢ 


hydrodynamik ist die Lage ganz anders. Die Gleichungen (3,3)—(3,8) ze 
fallen nicht in verschiedene sich gegenseitig ausschlieBende Gruppen und y 
in [141] gezeigt wurde, kann im allgemeinen jeder durch diese Gleichungd 
erlaubte Sprung durch stetige Anderung des Bewegungsverlaufs in jed¢ 
beliebigen anderen tiberfiihrt werden. Das bedeutet, daB jede Klassifizierur 
magnetohydrodynamischer Unstetigkeiten, und speziell auch die unten angy 
fihrte, nur bedingte Giiltigkeit hat. Nichtsdestoweniger ist eine sole 
Klassifikation auBerst zweckmaBig zur Untersuchung der Eigenschaften di 
Unstetigkeiten in der Magnetohydrodynamik und findet in der Literati 
breite Anwendung [79, 76, 105]). Auf ihr fuBen die 4uBeren Merkmale di 
Verhaltens des Mediums in der Nahe der Sprungflache-, | 
dale ok See Sy 

1) §. Ubersicht [709]. 
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a) Tangentialer Sprung 


Hierher gehéren Unstetigkeiten, bei denen die Normalkomponente der 
Geschwindigkeit verschwindet 

02= 0; (3,9) 
d.h. in der Fliissigkeit ruhende Sprungflachen. Wenn dabei H, ¥ 0 ist, so 
folgt aus den Gleichungen (3,3)—(3,8) die Stetigkeit der Geschwindigkeit, 
des Druckes und der magnetischen Feldstarke. Eine solche Unstetigkeit kann 
nur die Grenzflache zweier verschiedener Medien sein. Wir nehmen an, daB 

HA 0: (3,10) 
Dann sind Geschwindigkeit und magnetische Feldstarke in der Sprungflache 
parallel und kénnen wegen (3,3), (3,5). und (3,8) beliebige Spriinge nach 
Absolutwert und Richtung erleiden. Druck und Starke des magnetischen 
Feldes sind durch 


? a6 a EO; (3,11) 


-verknipft, die die Stetigkeit des Gesamtdrucks ausdriickt. Der Gesamt- 
druck P = p + H?/8z setzt sich aus dem gaskinetischen Druck p und der 
_,,Quer“-Spannung H?/82 des magnetischen Feldes zusammen. Die Bedin- 
gungen (3,9), (3,10) und (3,11) bestimmen vollstandig den tangentialen 
Sprung. Solche Spriinge sind sowohl in kompressiblen wie in inkompressiblen 
| Medien méglich. 


b) StoBwelle senkrecht zum Magnetfeld 
| Bei Spriingen dieser Art ist 
02,40, H, =90. (3,12) 


) Unter diesen Bedingungen ist, wie aus den Gleichungen (3,6) und (3,8) folgt, 
die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit stetig 


tege— 0 HOP wale (3,13) 
Man kann folglich zu einem Koordinatensystem ibergehen, in dem die Tan- 


_ gentialkomponente auf beiden Seiten des Sprunges verschwindet und das 
- Magnetfeld auBerdem in y-Richtung zeigt: 


w= 0,, H=H,. (3,14) 


: 
In diesem Koordinatensystem ist die StoBwelle, wie aus den Gleichungen 
_ (3,3)—(3,8) folgt, den Bedingungen 


Cigna ee | 


2 


(3,15) 


| fv? u | ee 
cae ; gas 8a} 

unterworfen. Ein Sprung dieser Art stellt also eine longitudinale Kompres- 
sions-StoBwelle dar, deren Ausbreitungsrichtung senkrecht zum Magnetfeld 


35* 


456 S. I. SYROVATSKIJ 


liegt. Die erste der Bedingungen (3,15) driickt aus, daB das Magnetfeld ; 
Medium ,,eingefroren“ ist: am Sprung bleibt die GroBe H/o erhalten. I 
uibrigen Gleichungen werden durch die Definitionen 

2 H2 


SSE tae (3,1 


e* =eE+ 


820” 


in die gewéhnlichen Gleichungen fiir StoBwellen iiberfiihrt, in denen al 
Energie und Druck noch entsprechende magnetische Glieder enthalten. Di 
Bewegungscharakter an einem solchen Sprung zeigt Bild 2. 
Fir H = 0 entartet die StoBwelle in einen gewodhnlichen Schallimpu 
Fir H ~ 0 hangt ihre Ausbreitungsgeschwindigkeit von der magnetischi| 
Feldstarke ab. Wie in [79] gezeigt wurde, ist die OrthogonalstoBwelle nur 4 
Kompressionswelle méglich. Das Magnetfeld verkleinert die Kompressibilit} 
des Mediums und vergré8ert entsprechend die Fortpflanzungsgeschwind 
keit der Unstetigkeit. Die Beziehungen zwischen den Parametern dies 
Sprunges werden ausfihrlich in [76] und [107] behandelt. 


= 
Se 
\ 
\ = 


Bild 2. Bild 3. 


OrthogonalstoBwellen kleiner Intensitaét sind identisch mit den beschleunl | 
ten magneto-akustischen Wellen, die sich quer zum Magnetfeld (# = 2/2 i} 
Bild 1) mit einer aus (2,18) bestimmten Geschwindigkeit 


V2-4 = ct = a2 (3,1)] 


fortpflanzen. 
Zur Untersuchung von Unstetigkeitsflachen, fiir die 


0,0, .H, #0 (3,14 


gilt, ist es zweckmaBig, ein Koordinatensystem zu verwenden, in dem dj 
Vektoren v und H parallel sind [79]. Wegen der Gleichung (3,3) kann das fi i 
beide Seiten der Sprungflache gleichzeitig gemacht werden, wenn man @ 
einem Koordinatensystem tibergeht, das sich gegen das urspriingliche parall 


zur Sprungflache mit der Geschwindigkeit 


v 
U=v—-—H 
v H, ie eat (3,16 


bewegt. v ist die Geschwindigkeit des Mediums im urspriiighchen Koord! 
natensystem. Wir bezeichnen mit den Indizes 1 und 2 die Gré8en vor un 
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hinter der Sprungflache. Dann wird in dem gewahlten Koordinatensystem 
1 =H, 2 =k, (3,20) 


wobei q, und q2 Proportionalitatsfaktoren sind. In diesem Koordinatensystem 
verlaufen die Stromlinien der Flissigkeit den magnetischen Kraftlinien 
parallel und erfahren die gleiche Brechung an der Sprungflache, wie aus 
Bild 3 zu ersehen ist. Wir bemerken, da8 fiir senkrechte StoBwellen und im 
allgemeinen Fall auch fiir tangentiale Springe die Wahl eines solchen Koordi- 
natensystems nicht méglich ist. 

Unter den Bedingungen (3,18) und (3,20) werden die Randbedingungen 
(3,3) —(3,8) iberfibrt in: 


{H,} =9, (3,21) 
2 
i + vf == 0, (3,22) 
{ovz} =9, (3,23) 
nde 
\? + Vz + Sxl a 0, (3,24) 
| 


i 1 
love oy — gis He Ma| ="), lovee, — pe He] == (0. (3,25) 


Aus diesen Gleichungen und der Beziehung (3,20) folgt 
{eq} =9, (3,26) 


: \ 1 
i( nel “vy rie (1 7, rear o| =a (3,27) 


Die Gleichungen (3,21)— (3,25) und die aus ihnen folgenden (3,26), (3,27) 
erlauben zwei wesentlich unterschiedliche Arten von Unstetigkeiten, je nach- 
dem ob die Dichte des Mediums stetig ist oder sich an der Grenzflache sprung- 
haft andert. 


c) Magnetohydrodynamische Welle 


Ist die Dichte des Mediums stetig 
1e) =, (3,28) 


so ist wegen (3,26) auch q stetig. Zusammen mit (3,27) bedeutet dies, daB 


qg=+1/ V4x0, da wenigstens eine der GroBen {v,} oder {v,} von Null ver- 
schieden ist. Der Geschwindigkeitsvektor hangt also bei der magnetohydro- 
dynamischen Welle mit der magnetischen Feldstarke in dem gewahlten Ko- 
ordinatensystem iiber die Beziehungen 


HA, H, 
M%=+ V4n0' % == Vino 


(3,29) 
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zusammen. An der Sprungflache gelten folgende Bedingungen: 


{ve} =0, {Hz}=0, {e}=0, {oe} =9, (3,30) }} 


=e 
— 
my 


jp+ ef <0. (3,31) ) 


Hier wurde der Ausdruck w = ¢ + p/o fiir die Enthalpie pro Masseneinheit 
benutzt. Aus (3,29) folgt, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeit der magneto- || 
hydrodynamischen Wellen gegeniiber dem Medium gleich 


1 | 
—-———H 3,32) | 
V=F Vino? (3,32) | 


ist. Die charakteristische Besonderheit eines solchen Sprunges besteht darin, 
daB das Medium beim Durchgang durch die Sprungfliche einen beliebig |} 
gerichteten tangentiellen Impuls auf- |} 
nehmen kann, so daB die Bewegung im |} 
allgemeinen nicht eben verlauft. 
Den Bedingungen (3,30) und (3,31) ent- || 
nimmt man, daB die Dichte und die } 
innere Energie des Mediums auf beiden |} 
Seiten der Unstctigkeit gleich sind, und 
daf folglich auch die anderen thermo- |} 
2 dynamischen GréBen dort. stetig ver- | 

Bild 4. laufen miissen, darunter auch der! 

Druck p. D. h, in einem Medium mit 

einer eindeutigen Zustandsgleichung fiihrt die Bedingung (3,31) zu i] 


{p}=0, {H+ Hi} =0. (3,33) | 


AuBer allen thermodynamischen GréBen sind also auch die Normalkompo- 
nenten und die Betrige der Tangentialkomponenten von Magnetfeld und 
Geschwindigkeit stetig. Fiir vorgegebene Werte H, und 2, liegen die erlaubten 
Werte fiir Hy, und v, auf der Oberflache eines Kegels, dessen Erzeugende mit 
der Normalen denselben Winkel einschlieBt.wie der Vektor HY, (s. Bild 4). 

In einer inkompressiblen Fliissigkeit folgt (3,33) nicht aus den Bedingungen 
(3,30) und (3,31), da der Druck nicht mehr durch die Dichte und die innere 
Energie allein bestimmt wird. Die Tangentialkomponente kann einen be- 
liebigen Sprung erfahren, der mit der Druckdifferenz durch (3,31) verkniipft 
ist. Fernerhin werden wir sehen, daB die magnetohydrodynamische StoBwelle 
ein Spezialfall der zuerst von ALFVEN [5] gefundenen allgemeinen Lésung ist. 


d) Schiefe StoBwelle 
Fiir Wellenfronten dieser Art gilt 


{o} 40. | (8,34) | 
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Die Dichte springt. Man kann sich iiberzeugen, daB die Bewegung in diesem 
Fall eben ist, wir also ein Koordinatensystem wahlen kénnen, in dem 


Es 0, H, =—§ (3,35) 


gilt. Wegen der Bedingung (3,20) kann man tatsichlich durch Drehung des 
Koordinatensystems um die z-Achse stets 1,, = 0 und H,, =0 erfillen. 
Aus Gleichung (3,27) folgt dann entweder v,, = 0 und H,, =0, d.h. wir 
erhalten direkt die Bedingung (3,35) oder aber 


(Rep res 1 2 

92 4702 2 % x 470, (3,36) 
{die Koexistenz der Gleichungen 93 = 1/4702 und q? = 1/4, widerspricht 
den Bedingungen (3,26) und (3,34)]. Im letzteren Falle folgt aus (3,27), daB 
%,, = 0 undH,, = 0, d. h. auf der einen Seite der Wellenfront verschwinden 
im allgemeinen die Tangentialkomponenten von Geschwindigkeit und Feld 
und das Koordinatensystem bleibt so gewahlt, daB v,, = 0 und H,, = 0. 
Wegen (3,35) erhalten die Randbedingungen (3,21) —(3,25) fir schiefe StoB- 
wellen die Form ; 


(H)=0, {en}=0, w+ Zh =0, | 
(3,37) 
Hi | 


weed 1 ie 
Sr (Sits ASP Encalemiar gion 0 


\? + 002 + 


Bei Unstetigkeiten dieser Art ist die Kompressions-StoBwelle in kompli- 
zierter Weise mit dem Magnetfeld gekoppelt. Die Beziehungen zwischen den 
ZastandsgréBen vor und nach dem Durchgang der Wellenfront werden in 
[76, 107] unter der Annahme berechnet, daB fir das Medium die Zustands- 
- gleichung des idealen Gases gilt. Fir jeden Wert der magnetischen Feld- 
starke konnen im allgemeinen drei verschiedene StoBwellen dieser Art reali- 
siert werden. 

Im Fall H, =0 aber H, #90 geht die schiefe StoBwelle in eine sogenannte 
parallele StoBwelle iber [79], die sich langs des Magnetfeldes forpflanzt und 
nicht mit ihm in Wechselwirkung steht. Man sieht aus der Gleichung (3,37) 
leicht, daB fir H, =0 die StoBwelle den gewohnlichen hydrodynamischen 
Gleichungen 


{p +- ovz; =9, \w ae | =0, {ov} =90 (3,38) 
genugt. 


Wir erwabnen noch eine besondere Unstetigkeit, die der Bedingung (3,36) ge- 
horcht. Fir eine solche Wellenfront gilt 


He, aE Hey 


ee Dyplot bag cas, soitactee , Day= . (3,39) 
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AuBerdem sind die Bedingungen 


H,, = Bee, 
0C1%127 = O2%ez; 
v? v2 
wy + oe = Wa oy , (3,40) 


023 y 
2 


Pit 01% ic = Po + 0905 + 


erfillt. Einerseits besitzen bei solchen Spriingen v und H keine Tangential-4 
komponenten, und die Bewegung ist von der Art einer parallelen StoBwelle;} 
andererseits ist die Bewegung vom Typ der magnetohydrodynamischen}} 
Wellen, wobei beliebige Tangential-! 
komponenten des Feldes und gemaB} 
(3,39) auch der Geschwindigkeit zu-. 
gelassen sind. Die Bewegungsform)] 
fir diese Art von Wellenfronten ist; 
auf Bild 5 dargestellt. | 
Im Grenzfall kleiner Amplitude ent-|| 
Bild 5. stehen die schiefen StoBwellen aus;| 
einer der beiden in Abschnitt 2 be- 
handelten magneto-akustischen Wellen, den beschleunigten oder den ver- 
langsamten. 
In [141] wurde gezeigt, daB zwischen den verschiedenen Arten von Unstetig- 
keitsflachen stetige Ubergange nach folgendem Schema moglich sind: 


tangentialer Sprung <—————___+» magnetohydrodynamische Welle 


——» schiefe StoBwelle 


senkrechte StoBwelle 


Der Wechsel von einer Wellenart zur anderen erfolgt iiber gewisse Uber- 
gangsformen, die gleichzeitig den Grenzgleichungen beider Arten geniigen, || 
d. h. sie kénnen sowohl zur einen als auch zur anderen gerechnet werden. || 
Die Existenz dieser Ubergangsformen bedeutet,daB dieAnderung im Charakter || 
der Wellenfront durch stetige Anderung der Parameter vollzogen werden || 
kann. \| 
Man itiberzeugt sich leicht von der Existenz der Ubergangsformen zwischen || 
den verschiedenen Sprungarten am Beispiel der Wellenfronten kleiner Ampli- 
tude, wie sie in Abschnitt 2 betrachtet wurden. Aus Bild 1 und Gleichung 
(2,24) ist ersichtlich, daB die beschleunigte magneto-akustische Welle fiir 
9 = 2/2 in eine schwache OrthogonalsstoBwelle und fiir 9 —Oineine Schallwelle | 
oder eine magnetohydrodynamische Welle ubergeht. Die yerlangsamte ma- | 
gneto-akustische Welle fallt fiir 9 — 0 mit einer magnetohydrodynamischen 
Welle oder einer Schallwelle zusammen, wenn die Geschwindigkeit der letz-_ 
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teren kleiner ist. Fir 0 = 7/2 stellt sie eine schwache tangentiale Unstetigkeit 
dar, deren Ausbreitungsgeschwindigkeit Null ist. Genauso stellt die magneto- 
hydrodynamische Welle fiir 9 = 7/2 einfach eine tangentiale Unstetigkeit dar 
und fallt fir # = 0 mit einer der beiden magneto-akustischen Wellen zu- 
sammen. 

Der Begriff der Sprungflache ist eine bekannte Idealisierung der wirklichen 
Strémung des Mediums. Tatsachlich besteht diese Unstetigkeit aus einem 
endlichen Bereich, in dem sich die Zustandsparameter stark andern. Die 
Breite dieses Gebiets wird durch die gaskinetischen Transportvorginge be- 
stimmt, also durch Viskositat und Warmeleitfaihigkeit des Mediums und bei 
Anwesenheit eines Magnetfeldes durch die endliche elektrische Leitfahigkeit. 
Die endliche Leitfahigkeit des Mediums macht einen scharfen Sprung der 
magnetischen Feldstarke unmoglich und fihrt zu einer Dissipierung von 
magnetischer Energie in Form von Joulescher Warme. 

So klingt zum Beispiel eine tangentiale Unstetigkeit durch den EinfluB von 
Viskositat und endlicher Leitfahigkeit im Laufe der Zeit ab. Aus den Glei- 
chungen (1,19) und (1,21) kann man leicht zeigen, daB im Abstand Z vom 
Entstehungsort der tangentialen Sprungflache die Geschwindigkeitsinderung 
in einer Schichtdicke 6, 


Sy buine (3,41) 


VR 
erfolgt und die Anderung der magnetischen Feldstarke in einer Schicht- 
dicke 6,, 

L 
VEn 
wobei & = VL/y und Ry = VL/v_, die hydrodynamische und die magne- 
tische Reynoldszahl sind. In vielen astrophysikalischenAnwendungen der 
Magnetohydrodynamik sind die Zahlen R und R,, sehr groB, so daB man die 
Verbreiterung des tangentialen Sprunges vernachlassigen kann. 

Die Untersuchung der Strukturen der StoBwellen in der Magnetohydro- 
dynamik wurde bis jetzt nur fir OrthogonalstoBwellen durchgefihrt. In 
[141] erhielt der Verf. einen Ausdruck fiir die Breite einer solchen StoBwelle 
fiir kleine Amplituden. Danach ist die Dicke des ,, Unstetigkeitsbereiches im 
magnetischen Feld nicht mehr notwendig durch die mittlere freie Weglange 
begrenzt. Bei geringer Leitfahigkeit kann sie diese gaskinetische freie Weg- 
lange sogar bedeutend iibertreffen. 

Eine ausfiihrliche Untersuchung der Struktur von OrthogonalstoBwellen in 
Medien, fiir die die Zustandsgleichung der idealen Gase gilt, wurde in [110] 
durchgefiihrt. Dabei wurde die Abhangigkeit der Viskositaét, der Warme- 
leitfahigkeit und der elektrischen Leitfahigkeit von der Temperatur beritick- 
sichtigt. Wenn die elektrische Leitfahigkeit des Mediums groB ist, betragt die 
Ubergangsschicht einige mittlere freie Weglingen. Fir kleine elektrische 
Leitfahigkeit hangt die Struktur des Sprunges wesentlich von der magne- 
tischen Feldstarke ab. Fiir kleine Werte von H befindet sich vor der Sprung- 
flache ein Bereich, in dem sich das Magnetfeld, die Geschwindigkeit und die 
Temperatur des Mediums schwach andern. Fir H-Werte, die einen gewissen 


Om ~ (3,42) 
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kritischen Wert iibersteigen, gibt es im allgemeinen keine scharfen Unstetig: 
keiten: alle GréBen andern sich nur langsam in einem breiten Ubergangs; 
gebiet. Diese Erscheinung ist dem in der gewohnlichen Hydrodynamik be; 
kannten isothermen Sprung analog. Sie hangt damit zusammen, daB dic 
charakteristischen Langen, d.h. die mittleren freien Weglangen fir dig 
Dissipierung der Jouleschen Energie und der Viskositatsverluste vonein 
ander verschieden sind. 
In [133] wird die Struktur von OrthogonalstoBwellen in einem Plasma mit 
unendlicher elektrischer Leitfahigkeit untersucht. Wie in [110, 111] gezeigt 
wurde, ist der Warmeleitungskoeffizient wesentlich groBer als der Viskositats; 
koeffizient, da hierfiir in ionisierten Gasen Ionen und Elektronen sehr unter? 
schiedliche Beitrage liefern (die Viskositat wird hauptsachlich von den Jonery 
[Impulsiibertragung], die Warmeleitfahigkeit [Energietibertragung] von den 
Elektronen geleistet). Daher gilt selbst bei Abwesenheit eines Magnetfelde : 
die Bedingung zur Entstehung eines gewohnlichen isothermen Sprunges. 


4, Einige Lésungen der Gleidhungen der Magnetohydrodynamik 
a) Probleme der Magnetohydrostatik 


Kin statisches Magnetfeld kann nur dann in einem nicht bewegten Medium 
bei Abwesenheit 4uBerer Quellen existieren, wenn die elektrische Leitfahig- 
keit des Mediums unendlich groB, d. h. das Magnetfeld in dem Medium ,,ein+ 
gefroren“ ist. Eine endliche Leitfahigkeit wiirde wegen Gleichung (1,20) zu 
einer Dissipierung des magnetischen Feldes fiihren, d. h. zu einer Umwand. 
lung seiner Energie in Joulesche Warme. Die Magnetohydrostatik untersucht 
daher Gleichgewichtsbedingungen fiir ein leitendes Medium unter dem Ein 
fluB eines Druckes, der Starke des im Medium ,,eingefrorenen“‘ Magnetfeldes} 
und falls nétig auch der Gravitationskraft. 
Fir den statischen Fall (0/0t = 0, v = 0) wird das Gleichungssystem den} 
Magnetohydrodynamik | 


1 | 
ris [H rot H] = —Vp, (4,1 
div H = 0. (4,2)} 


Aus (4,1) folgt, daB im hydrostatischen Gleichgewicht eines leitenden Mediums} 
im Magnetfeld notwendig tiberall die Lorentzkraft und der Druckgradient im4 
Gleichgewicht stehen miissen. Dann liegen die magnetischen Kraftlinien und} 
die Linien des Stromes j = c,/4-rot H auf den Flaichen p = const [102]; 
Wenn man auch die Gravitationskraft beriicksichtigen muB, so muB auf den 
rechten Seite von (4,1) noch das Glied @VU mit dem Gravitationspotential 
addiert werden. Da die Lorentzkraft senkrecht auf der magnetischen Feld 
starke steht, wird die Anderung des Druckes langs einer Kraftlinie vollstandigg 
durch die Gravitationskrafte festgelegt. ; 
In Verbindung mit den Theorien des Sternmagnetismus sind die Magnet 
felder von besonderem Interesse, die keinen mechanischén’ RinfluB auf dass 
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Medium haben, d. h. fiir die die Lorentzkraft in der hydrodynamischen Be- 
wegungsgleichung verschwindet: 


1 
ee [rot H - | = Q. (4,3) 


Das heiBt der Strom ist tiberall dem Magnetfeld parallel :. 
rot H =a (r) HH. (4,4) 


Derartige Felder nennt man kraftefrei [102]. Eine Partikularlésung der Glei- 
chung (4,4) ist das in [102] erwahnte Schrauben-Feld in einem unendlichen 
linearen Zylinder. Ks hat in Zylinderkoordinaten 9, g, z die Form 


H, = AJ, (ae), Hy, = AJ, (ae), (4,5) 


wobei A und a Konstantgn sind und J, und J, Besselfunktionen. Die Kraft- 
linien eines solchen Feldes haben die Gestalt von Spiralen mit konstanter 
Steigung!). Wenn wegen der endlichen elektrischen Leitfahigkeit des Mediums 
die Dissipierung des Magnetfeldes nicht vernachlassigbar ist, so kann man 
doch zeigen [102], daB unter der Bedingung a = const das Magnetfeld auch 
wahrend der Dissipierung kraftefrei bleibt, d. h. das hydrostatische Gleich- 
gewicht erhalten bleibt. 

Fiir die Anwendungen sind die Losungen der Gleichung (4,4) interessanter, 
die im Unendlichen verschwinden oder in ein homogenes Feld tibergehen. 
Mit a =const wurde in [106] fir zylindersymmetrische Probleme eine 
spezielle Lésung der Gleichungen (4,2) und (4,4) gefunden. Dieser Lésung 
entspricht ein Feld, das in einzelne Kugelschalen zerfa]lt, derart, daB die 
Kraftlinien jeder einzelnen Schale in sich geschlossen sind. An den Grenz- 
flachen der Kugelschalen kann man Lésungen mit verschiedenem @ an- 
stiicken. Man kann auch eine Lésung, die im Unendlichen in ein homogenes 
Feld tibergeht, ankniipfen. Unter diesen Voraussetzungen wurde in [42] die 
allgemeine Lésung der Gleichungen (4,2), (4,4) in expliziter Form in Kugel- 
koordinaten angegeben, ausgedriickt durch Zylinderfunktionen von r und 
Gegenbauersche Polynome von cos @. In beiden Arbeiten wird das zylinder- 
symmetrische Feld in Radial- und Winkelanteil zerlegt. Bei ersterem liegt der 
Vektor der magnetischen Feldstarke H in einer Ebene durch die Symmetrie- 
achse, bei letzterem senkrecht dazu. Jeder dieser Anteile wird vollstandig 
durch eine skalare Funktion der Zylinderkoordinaten 9 und z bestimmt. Mit 
der erwahnten Zerlegung erhielt man in [43] allgemeine Beziehungen zwischen 
diesen Skalarfunktionen des zylindersymmetrischen Magnetfeldes, das der 
Gleichung (4,1) unter Beriicksichtigung der Gravitationskraft genigt. 

In [51] wird eine Klasse zweidimensionaler statischer Lésungen fiir ein kom- 
pressibles isothermes Medium im homogenen Schwerefeld angegeben. Diese 
Klasse von Lésungen wird durch eine Familie von Kraftlinien beschrieben, 
die die Eigenschaft hat, daB ein beliebiges Magnetfeld, dessen Kraftlinien zu 
dieser Familie gehdren, sich bei der zugehdérigen Druckverteilung mit dem 


1) Die Stabilitat ahnlicher statischer Schraubenfelder gegen kleine Deformationen wird 
in [103 127, 52a, 128 a, 142] untersucht. 
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Medium im Gleichgewicht befinden kann. Wir bemerken, daB bei Fehle 
eines Schwerefeldes diese Familie durch das System der konzentrische 
Kreise dargestellt wird. In diesem Fall ist die Deutung der Loésung besonders: 
einfach: Fiir ein beliebiges Magnetfeld mit solchen Kraftlinien existiert offen- 
sichtlich eine Druckverteilung, die der magnetischen Feldstarke das Gleich- 
gewicht halt. 

Zu den Problemen der Magnetohydrostatik gehért auch die fiir die Theorie 
der magnetischen Sterne wichtige Frage der Stabilitat einer durch innere} 
Gravitation bestimmten fliissigen Kugel bei Anwesenheit eines Magnetfeldes, 
In (28, 73, 126, 6] wurde gezeigt, daB bei Anwesenheit eines homogenen 
inneren Feldes und eines a4uBeren magnetischen Dipolfeldes die Kugel keine; 
Gleichgewichtskonfiguration gravitierender flissiger Massen ist. Unter dem 
EinfluB eines ,,transversalen‘‘, zusatzlichen magnetischen Druckes platte 
sich die Kugel zu einem Spharoid ab, dessen Abplattung die Richtung des 
Magnetfeldes hat. Ubersteigt die magnetische Feldstarke einen gewisse 
kritischen Wert, so gibt es im allgemeinen keine stabile Konfiguration: Das 
Magnetfeld verzerrt das Spharoid in den Querrichtungen. Das geschieht dann, } 
wenn die magnetische Energie gréBer als die Gravitationsenergie des Stern 

wird. | 


b) Stationdre Lésungen 


Wie aus (1,35)—(1,39) folgt, gehorcht die stationare Bewegung des leitenden: 
Mediums im Magnetfeld den Gleichungen | 


rot [nH] — 0, (4,6) 

| 

1 1 H2 | 

een OEE Be oe 7)) 
(oye pI) =v (p+ae), a) 
div ov = 0, (4,8) 

div H — 0, (4,9)} 

oVs =0. (4,10) 


Die Induktionsgleichung oder die ihr aquivalente Gleichung 


[oH] = grad g, a | | 


— ist eine beliebige Koordinatenfunktion — zeigt, da8 die Wirbelfreiheiti 
des elektrischen Feldes E = — 1/cy [v H] [s. (3,2)] notwendige Voraussetzung4 
fiir die Stationaritat des Magnetfeldes ist. Dabei unterscheidet sich g nu ‘ 
durch den konstanten Faktor c, vom Potential des elektrischen Feldes. Die} 
Bedingung (4,11) bedeutet, da8 im stationéren Fall die Vektoren v und Hil 
senkrecht auf dem Gradienten des Potentials stehen, d. h. die magnetischen 
Kraftlinien und die Stromlinien der Flissigkeit liegen auf Aquipotential- 
flachen des elektrischen Feldes. : 
Der Induktionsgleichung (4,6) wird offensichtlich in folgenden Spezialfallen: 
porary [106]: bei Bewegung des Mediums langs der magnetischen Kraft- 
inien . ; 


v ll A; age a 


ve’ 
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bei starrer Drehung um die Symmetrieachse in zylindersymmetrischem Ma- 
gnetfeld 


» =(rol, (4,13) 


wobeidie Winkelgeschwindigkeit w ein konstanter Vektor ist; fiir Drehungen, 
bei denen H und w zylindersymmetrisch sind, w iiberall der Symmetrieachse 
parallel ist und die Bedingung 


HV w=0 (4,14) 


erfillt. Der letzte Fall heiBt in der Literatur Isorotationsfall [62, 3]. Bei 
dieser Drehung liegen die magnetischen Kraftlinien, wie aus der Bedingung 
(4,14) folgt, auf den Flachen m = const. Da diese Flachen wegen der Zylinder- 
symmetrie Rotationsflachen sind, so bleibt das Magnetfeld bei dieser Be- 
wegung offensichtlich unverdndert. Die Falle der starren Rotation und der 
Isorotation werden ausfihrlich in den astrophysikalischen Anwendungen 
untersucht, da man annimmt, daB Rotationen fiir die Mehrzahl der Sterne mit 
starken Magnetfeldern charakteristisch sind. 

Die oben untersuchten kraftefreien Felder, die den Bedingungen (4,3) oder 
(4,4) geniigten, sind nicht nur im statischen Fall méglich, sondern auch fiir 
die starre Rotation eines inkompressiblen oder barotropen Mediums [V p-V @] 
= 0, wie aus den Bewegungsgleichungen (4,7) und (4,8) des Mediums folgt. 
Das Problem der Vereinbarkeit des allgemeinen Falles der Isorotation mit 
den Bewegungsgleichungen (4,7) und (4,8) des Mediums wurde nicht unter- 
sucht. 

Fir inkompressible Medien besitzen die magnetohydrodynamischen Glei- 
chungen eine wichtige Klasse stationarer Losungen der Form 


o=H+ ui A (4,15) 
V4x@ 
Dabei ist H ein beliebiges Magnetfeld, das der tiblichen Bedingung 
div H = 0 (4,16) 


unterworfen ist. Man sieht leicht, daB diese Loésung allen Gleichungen (4,6) bis 
(4,9) geniigt. Der Druck p ist dabei mit der magnetischen Feldstarke durch 
die Beziehung 


2 2 
V (p + 5a) =0, p+ ee = const (4,17) 


verkniipft, die aus Gleichung (4,7) folgt. Bei diesen Bewegungen ist die 
kinetische Energie pro Volumeneinheit des Mediums iberall gleich der ma- 
gnetischen Energicdichte, und die Maxwellschen Spannungen des magne- 
tischen Feldes halten den hydrodynamischen Kraften genau das Gleich- 
gewicht. 

Die Lésung (4,15) bedeutet, daB ein beliebiges Magnetfeld und ein sich be- 
wegendes leitendes Medium sich dann im Gleichgewicht befinden, wenn die 
Bewegung des Mediums langs der Kraftlinien dieses Feldes mit einer Ge- 
schwindigkeit erfolgt, die an jedem Punkte gemaB (4,15) von der magne- 
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tischen Feldstairke abhaingt. Die stationéren Lésungen dieser Art konne4 
sowohl im ganzen Raum stetig sein, wie auch Sprungflachen fiir die GroBe: 
P, 0, v und H aufweisen. Wir stellen fest, daB wegen der Inkompressibilita 
Unstetigkeiten der Dichte nur an Grenzflachen zwischen zwei verschiedene 
Medien auftreten konnen. Wie aus Abschnitt 3 folgt, sind fiir inkompressibl 
Medien nur zwei Arten von Unstetigkeiten méglich: magnetohydrodyna 
mische Wellen und tangentiale Sprungflachen. Erstere sind einfach eii 
Spezialfall der Losung (4,15), bei dem neben gleichmaBigem Verlauf auc} 
sprunghafte Anderungen in der Richtung der magnetischen Kraftlinien audi 
treten. Interessanter fiir die Lésung von (4,15) sind die Flachen mit tangentia: 
len Unstetigkeiten. Dabei sind die magnetischen Kraftlinien und die Stronr 
linien der Flissigkeit der Sprungflache parallel. An der Sprungflache kénnep 
Geschwindigkeit und Feldstarke beliebige Anderungen erleiden, die durch 
die Bedingung (4,15) verkniipft sind, wahrend der gesamte , transversale’ 
Druck p + H?/8x wegen der Gleichung (4,17) stetig ist: ) 


FH? H2 | 
Br hile arma? a Sak (4,18) 


Speziell kénnen diese Sprunglésungen als Strahl beliebiger Form realisieri 
werden, der in einem ruhendem Medium flie8t, in dem kein Magnetfeld exij 
stiert und von dem eine tangentiale Sprungfliche absepariert ist. Solch« 
Strahlen kénnen als Ring oder beliebig geformte geschlossene Strombaht 
auftreten. Wie im folgenden Paragraphen gezeigt wird, sind derartige Sprung) 
l6sungen dynamisch stabil wegen der Stabilitat tangentialer Unstetigkeiter 
gegen kleine Stérungen. Die Lésung (4,15) wurde in den Arbeiten (147: 
angegeben und unabhangig davon in [44]. 
In kompressiblen Medien gibt es eine Loésung (4,15) unter der Bedingung 
daB langs den Kraftlinien des magnetischen Feldes die Dichte des Mediums} 
der Druck und der Absolutwert der magnetischen Feldstarke konstant bleiif 
ben [141]1). Das bedeutet, daB jede Kraftrdhre des magnetischen Felde 
einen konstanten Querschnitt hat und die Bewegung des Mediums in ihr mit 
konstanter Geschwindigkeit erfolgt. | 
Bei der Untersuchung von magnetohydrodynamischen Bewegungen unte#} 
Laboratoriumsbedingungen, wo sich die endliche Leitfahigkeit des Mediums} 
bemerkbar macht (praktisch sind die erreichten Werte fiir die Zahl R,} 
kleiner oder von der Gré8enordnung Eins), mu8 man die Dissipierung des} 
magnetischen Feldes beriicksichtigen. Ein stationarer ProzeB kann in diesent| 
Falle nur dann ablaufen, wenn eine auBere konstante Kraft, z. B. ein Druck:| 
gradient, einwirkt. 
Praktisch wichtig ist speziell der Fall der stationaren Strémung eines leiten:| 
den Mediums durch eine Rohre unter Kinwirkung eines magnetischen Quer, 
feldes. Durch Messung der Potentialdifferenzen des induzierten elektrische { 
Feldes an verschiedenen Punkten des Réhrenquerschnitts kann man die 
Stromungsgeschwindigkeit der Fliissigkeit und den gesamten Flu8 bestim 

men, was fiir die Arbeit mit metallischen Warmeiibertragern in Kernreaktoren 
von Bedeutung ist [134, 135]. sige ae 

eee eee Mey EN 


1) Siehe auch [44a]. 
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Das Problem der stationiren eindimensionalen Strémung einer leitenden 
Flissigkeit zwischen zwei parallelen Platten unter dem Einflu8 eines 4uBeren 
magnetischen Querfeldes wurde in [74] gelést. Die magnetohydrodynamischen 
Gleichungen (1,19)—(1,22) erhalten in diesem Fall folgende Form (die 
z-Achse wird in Richtung des homogenen a4uBeren Magnetfeldes H, gelegt, 
die x-Achse in Richtung der Geschwindigkeit): 


Ov Ozh 


DAG TinApate 0, (4,19) 
Ov H, Oh Op : 
OC O2 an Oz On Ue ey 
Onl h? 
55 (P+ i) ft gg ae (4,21) 


In diesen Gleichungen ist H, die Querkomponente der magnetischen Feld- 
starke, die wegen div H = 0 nicht von z abhangt und mit der auBeren ma- 
gnetischen Feldstarke zusammenfiallt. h ist die Komponente des Feldes in 
Geschwindigkeitsrichtung. Aus (4,19) und (4,20) folgt 
dy WF Fre wih ROW 
dz 4A TOV, dz 


(4,22) 


Die an den Grenzflachen z = + 1 verschwindende Lésung dieser Gleichung 
hat die Form 
ch M — ch se 


Va 15 (4,23) 


chM—1 ’ 
wobei v, die Geschwindigkeit im Inneren des Stroms ist 
und M eine fiir den gegebenen Strom charakteristische 
dimensionslose GréBe 


ee ie thle = (4,24) 
V42000%m Co OF 


Der Einflu8 des magnetischen Querfeldes duBert sich 
im Auftreten eines zusdtzlichen Widerstandes gegen die 
Bewegung der Fliissigkeit und in einer Anderung des 
Geschwindigkeitsprofils. Das Geschwindigkeitsprofil wurde fiir verschiedene 
Werte von M in Bild 6 dargestellt. Statt des gewdhnlichen parabo- 
lischen Profils erhalt man im magnetischen Querfeld ein Profil mit 
schwach veranderlichem Mittelteil und einem nach den Grenzflachen hin er- 
folgenden starken Abfall der Geschwindigkeit. Fir groBe Werte von M erfolgt 
der Abfall fast ausschlieBlich in einer Oberflachenschicht der Dicke 1/M. 
Stationare Strémungen im magnetischen Querfeld durch Réhren mit recht- 
eckigem und kreisformigem Querschnitt werden in den Arbeiten [134, 135] 
betrachtet. Experimentelle Untersuchungen tiber solche Strémungen werden 
in den Arbeiten [75, 114] beschrieben, wobei als leitende Flissigkeit Queck- 
silber verwendet wurde. 


Ye 
Bild 6. 
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c) Magnetohydrodynamische Wellen beliebiger Amplitude 


Von ALFVEN [1, 2, 5] wurden nichtstationére Losungen der magnetohydro- | 
dynamischen Gleichungen fiir eine inkompressible Flissigkeit in der Form 
von Wellen mit willkiirlichen Amplituden gefunden, die sich lings des 
urspriinglich homogenen Magnetfeldes H, mit der Geschwindigkeit) 


V = + H,/V 4x0 ausbreiten. Diese Wellen wurden magnetohydro- 
dynamische Wellen genannt. An ihnen wurde erstmalig die eigentiimliche} 
Dynamik leitender Medien im Magnetfeld entdeckt. | 
Setzt man in den magnetohydrodynamischen Gleichungen (1,35)—(1,38)| 
o = const und H = H, + h, wobei H, = {H),0,0} das vorgegebene Magnet-, 


feld ist, so erhalt man 


Oh Ov | 

AL eae ee es (4,25) 

de: i (Hh +H) 1 Oh | 
(4,26)) 

divv=—0, divH=0. ee | 


| 


Mediums und die Abweichung h des Magnetfeldes von dem homogenen Feld 


durch die Beziehung 
h 


V4z2o 


verknipft. Bildet man die Diverganz von (4,26) und beachtet (4,27) und} 
(4,28), so erhalt man | 


y? (> ~ oor) =0. (4.29) 


CO Sick 


(4,28) | 


8a 
Da iiberall auBerhalb der Welle h = 0 und p = py ist, so ist 


H, +h) H? | 
MAES = Py + ak = const. (4,30) | 


ey 


Diese Gleichung besagt, daB tiberall in der magnetohydrodynamischen Welle} 
der gaskinetische Druck p und der magnetische Druck H [82 im Gleichge- || 
wicht stehen. Aus der Lorentzkraft : 


1 aaa ergo | 
gel sk Saba eel eee UE bates 85 (4,31)) 


folgt dann also, da die Bewegung unter dem Einflu8 des nicht kompensier- 
ten Teils 1/42 (HV) H erfolgt, der den Maxwellschen Spannungen lings der} 
magnetischen Kraftlinien entspricht. Der letzterwahnte Umstand legt eine} 
Analogie zwischen den magnetohydrodynamischen Wellen tnd den elastisches| 
Transversalschwingungen einer Saite [5] nahe. 
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Unter den Bedingungen (4,28) und (4,30) kann man (4,25) und (4,26) um- 


schreiben: oh Oe 
00x? 
av deinge (4,32) 
Ot 4x00x° 
Daraus folgt eine Gleichung fiir die Geschwindigkeit 
Ov H? @w (4,33) 


Ow 420 0x? ss 


¢ 

und eine analoge Gleichung fiir h. (4,33) ist die eindimensionale Wellen- 
gleichung. Das bedeutet, da8 ein beliebiges urspriingliches Geschwindigkeits- 
profil » (und das nach Bedingung (4,28) damit verbundene Magnetfeld h) sich 
langs des konstanten Anfangsfeldes H, mit der Geschwindigkeit 

Vet ols (4,34) 

V 429 

ausbreitet. Der Verlauf von Geschwindigkeit und magnetischer Feldstarke 
mu8 natiirlich der Bedingung (4,27) geniigen. Magnetohydrodynamische 
Wellen in inkompressiblen Flissigkeiten und speziell solche, die sich langs 
eines Wirbelring-Feldes ausbreiten, werden ausfiihrlich in [145] behandelt. 
Man sieht leicht, daB die in Abschnitt 3 untersuchten magnetohydrodyna- 
mischen Wellen Spezialfalle der Lésung (4,28), (4,30) sind, die einem Sprung- 
profil der Geschwindigkeiten entsprechen. 


d) Nichtstationdre Bewegungen 


Wegen der mathematischen Verwickeltheit der magnetohydrodynamischen 
Gleichungen st68t die Suche nach exakten nichtstationaren Losungen auf 
ernsthafte Schwierigkeiten. Gegenwartig liegen nur ausfihrliche Unter- 
suchungen iiber die eindimensionale Bewegung eines idealen Mediums vor 
[85, 99]. Wenn man den trivalen Fall des im ganzen Raum konstanten Ma- 
gnetfeldes ausschlieBt, ist eine eindimensionale Bewegung nur im magnetischen 
Querfeld méglich, da nur unter dieser Bedingung die Lorentzkraft parallel 
zur Geschwindigkeit wirkt. Wir nehmen an, die Bewegung erfolge in x-Rich- 
tung, alle Groen hangen nur von der Koordinate x und der Zeit t ab, und das 
Magnetfeld zeige in y-Richtung. Dann folgt aus (1,35)— (1,39): 


re ere Yee 
oo 49 8 <0, (4,37) 
Se ecm dt a (4,38) 


36 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Aus den letzten drei Gleichungen erhalt man sofort ein erstes Integral 

H/o = b(s). (4,39) 

In ihm kommt zum Ausdruck, daB die Kraftlinien im Medium ,,eingefroren’} 

sind, die magnetische Feldstarke andert sich proportinal der Dichte. Driickt 

man mit (4,39) H durch g und s aus, so kann man die Gleichungen (4,35) bis} 

(4,37) in die gewdhnlichen hydrodynamischen Gleichungen mit der neuen} 
Zustandsgleichung 

(0) 

8 7 


Pm (0, s) = P(e, s) + 


iberfiihren. In [85] werden die Lésungen fiir entsprechende Probleme i 
einer Reihe von Fallen angegeben. Insbesondere ergibt sich fiir die Ausbrei-] 
tungsgeschwindigkeit kleiner St6rungen die tibliche Form: | 
Fi) H2 | 
oe (F2) xy ees : (4,41) 

00 /s ) 


Sie ist identisch mit der friiher von uns fiir magneto-akustische Wellen, die} 
sich quer zum Feld ausbreiten, gefundenen Beziehung [s. (2,18), (3,17)]- 
Das Problem der eindimensionalen Bewegung im transversalen Magnet- 
feld fihrt also zu einem gewohnlichen hydrodynamischen Problem miti 
einer entsprechend abgeadnderten Zustandsgleichung, wie wir es auch scho 
am Beispiel der OrthogonalstoBwellen gesehen hatten. | 
Za diesem Problem wird in [99] eine Charakteristikenmethode entwickelt 
und ein Schema zur numerischen Berechnung angegeben. 
Fir zylindersymmetrische Probleme gelang fiir die magnetohydrodyna- 
mischen Gleichungen inkompressibler, nichtviskoser Flissigkeiten endlichen 
elektrischer Leitfahigkeit in [39] eine wesentliche Vereinfachung durch ge- 
eignete Zerlegung der axialen Vektoren. Die hier erhaltenen Gleichungen| 
wurden in [40, 116] zur Bestimmung der Dissipationsgeschwindigkeit des 
magnetischen Feldes im bewegten Medium verwendet. 

Weeen der Schwierigkeit, exakte Lésungen zu finden, wurden etliche Problexa 
der Magnetohydrodynamik in linearer Naherung gelost, indem das Verhalten 
kleiner Abweichungen von einem gewissen vorgegebenen Zustand unter- 
sucht wurde. Im Zusammenhang damit zitieren wir die Arbeiten [131, 72, 63, 
46, 123, 47, 90, 41], in denen magnetohydrodynamische Schwingungen einer} 
gravitierenden, fliissigen Kugel betrachtet werden, was fiir die Physik der 
Sterne von besonderem Interesse ist. 


5. Verstirkung des magnetischen Feldes. Hydromagnetischer Dynamo 


Eines der wichtigsten Probleme der Physik kosmischer Prozesse ist die 
Entstehung der kosmischen Magnetfelder und ihre Aufrechterhaltung au 
cinem konstanten mittleren Wert. Prinzipiell muB dieses Problem mit den} 
Mitteln der Magnetohydrodynamik zu lésen sein. Aus den magnetohydro- 
dynamischen Gleichungen folgt, daB das Magnetfeld sowohl durch chaotisch- 
turbulente Bewegung des leitenden Mediums wie auch durch gewisse regel- 
mifige Bewegungen | anwachsen muB. Magnetohydrodynamigche Turbulenz; 
wird im Abschnitt 7 behandelt. In diesem Paragraphen betrathten-wir die 


| 


Ot 
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Verstarkung des Magnetfeldes durch regelmaBige Bewegungen des leitenden 
Mediums. Dieser Fragenkreis bezieht sich auf die Theorie des sogenannten 
hydromagnetischen Dynamos, der gegenwartig ausfiihrlich in seinen An- 
wendungen auf das Magnetfeld der Erde und der Sterne erértert wird. 

Der VerstarkungsprozeB des Magnetfeldes im hydromagnetischen Dynamo 
besteht ahnlich wie bei der gew6hnlichen Dynamomaschine darin, daB die 
Bewegung des leitenden Mediums zu einer Selbsterregung und dem An- 
wachsen des urspriinglichen kleinen Magnetfeldes fihrt, dessen Existenz 
man voraussetzen kann, wenn man die speziellen Kigenschaften der Dynamik 
ionisierter Medien in Betracht zieht [130]. Beim Vorhandensein einer Selbst- 
erregung kann das Magnetfeld trotz der Dissipierung auf konstanter Hohe 
gehalten werden durch die Energie, die die hydrodynamische Bewegung des 
Mediums liefert. 

Eine strenge Beschreibung des in dem sich bewegenden, leitenden Medium 
eingefrorenen Magnetfeldes sollte sich auf das volle magnetohydrodynamische 
Gleichungssystem griinden. Wegen der verwickelten mathematischen 
Handhabung der Gleichungen scheint dieser Weg, also die Suche nach der 


allgemeinen Lésung der magnetohydrodynamischen Gleichungen, jedoch 
 hoffnungslos. Daher wird gegenwartig der Verstarkungsproze des magne- 


tischen Feldes im bewegten, leitenden Medium entweder halbquantitativ 
unter Verwendung der grundlegenden qualitativen Resultate der Magneto- 


 hydrodynamik!) behandelt oder durch nicht strenge, rein kinematische 


Problemstellung. Es wird némlich ein mehr oder weniger naheliegender 
Bewegungszustand als vorgegeben angenommen und das Verhalten des mit 
diesem Medium verbundenen Magnetfeldes untersucht. Der Naherungs- 
charakter dieses Vorgehens besteht darin, daB das Magnetfeld umgekehrt auf 
die Bewegung des Mediums zuriickwirkt. Man kann daher ohne Unter- 
suchung des gesamten Systems der magnetohydrodynamischen Gleichungen 
nicht nachweisen, ob die angenommene hydrodynamische Bewegung des 
Mediums in Wirklichkeit existieren kann. 
Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber die Arbeiten zur Theorie des hydromagne- 
tischen Dynamos geben [60] und [58]*). Wir behandeln unten nur die Aus- 
gangs-Voraussetzungen und die wesentlichen Ergebnisse dieser Theorie. 
Dic Theorie des hydromagnetischen Dynamos beruht allein auf der Induk- 
tionsgleichung 

OH 

ap = rot [vH] + ™m4H, (5,1) 
in der die Geschwindigkeit des Mediums als vorgegebene Funktion der 
Koordinaten (und der Zeit) angesehen wird. Multipliziert man die 
Gleichung (5,1) mit H und verwendet die Identitat div [ab] = b rota 
— arot b, so erhalt man leicht 
2 
z =) — v [H rot H] — vm (rot H)? — div {[H[vH]] — vm [H rot Hy}. (5,2) 
1) Siehe z. B. [49], wo ein grobes Modell der Verstairkung des Feldes in einer leitenden, 
fliissigen Kugel angegeben wird. 
2) Sieche auch [23, 60a, 47a]. 
36* 
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Diese Gleichung ist die Differentialform des Energieerhaltungssatzes fiir da} 
Feld. Integriert man iiber ein gewisses Volumen V, das von der Flache 
begrenzt wird, so folgt 


0 He 


da ee Y ¥ 
ee LE) (Leen ae ae oie Vas tH)? dV — 
at Ae V iq | Perot md =f) (rot H) 
V V V 


— af {(H [vw H)) — vm UH - rot H)} ds. (53 
§ | 


Die Anderung der Energie des magnetischen Feldes in einem gewisse? 
Volumen wird also bestimmt durch die Arbeit. die die Lorentzkrafi 
—1/4a [H rot H] an der Flissigkeit verrichtet, die Jouleschen Verlus 
V'm/4 (rot H)? = j?/o und die Stromung magnetischer Energie durch di 
begrenzende Oberfliche. Tatsadchlich ist der unter dem Oberflachenintegra 
stehende Term der elektromagnetische Tcil des Energiestromvektors g] 
der durch (1,28) definiert ist. Wenn auBerhalb des betrachteten Volumen 
das Feld verschwindet, so verschwindet auch das Oberflachenintegral in (5,3)} 
Das Problem der Theorie des hydromagnetischen Dynamos besteht dari 
das Geschwindigkeitsfeld zu finden, bei dem das erste Glied auf der rechtet} 
Seite von (5,3) gréBer oder gleich dem zweiten Glied ist. Dadurch wird day 
Wachstum bzw. die Stationaritat der Energie des magnetischen Felde} 
gewahrleistet. Wie aus (5,3) folgt, sollten in einem solchen Geschwindigkeits 
feld die hydrodynamischen Krafte gemittelt tiber das Flissigkeitsvolume 
Arbeit gegen die Lorentzkraft verrichten. Unten werden die Bigenschafted 
eines solchen Geschwindigkeitsfeldes ausfihrlich untersucht. 
Einstweilen beschrinken wir uns auf reine Induktionseffekte und vernach 
lassigen die Dissipierung des Magnetfeldes. Setzt man in Gleichung (5,1} 
Ym = 0 und formt das erste Glied der rechten Seite um, so erhalt man 


OH (wy) H = (HP) — Haive. (5,4 


Mit der Stetigkeitsbedingung (1,13) kann man (5,4) leicht in folgender Weis¢ 


umschreiben [144]: 

d ee x (= v\e = Il 
WP No} pe. “ 

wobei d/dt = d/dt + (vP) die zeitliche Ableitung in einem sich mit dem} 

Medium mitbewegenden Punkte ist. Die Gleichung (5,5) ist formal de} 


Helmholtzschen Wirbelgleichung der gewéhnlichen Hydrodynamik analog| 
und hat die allgemeine Lésung 


H H, ‘HH, 
gla 1G (5,6) 
Q Qo Qo 


wobei H und 0 magnetische Feldstarke und Gasdichte in dem Volumen} 
element sind, das wahrend der Zeit t eine Verschiebung &(#, t) aus seine 
Anfangslage ry erlitten hat. In der Anfangslage waren mapnebisohe Feldstark 
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bzw. Dichte H, bzw. 09. Die Differentiation des Vektors ¢ erfolgt nach den 
Koordinaten des Anfangspunktes, die mit dem Index , bezeichnet sind. 
Gleichung (5,6) gestattet, fiir jede vorgegebene Bewegung der Flissigkeit den 
zeitlichen Verlauf der magnetischen Feldstarke zu berechnen, wenn nur H, 
bekannt ist. Viele Ergebnisse kénnen jedoch direkt aus dem Theorem (1,45) 
iiber die Erhaltung des magnetischen Flusses durch eine beliebige materielle 
Oberflache erhalten werden. 

Man sieht leicht, daB eine ganze Reihe von Bewegungen der Flissigkeit 


existiert, bei denen die Feldstarke anwachst [50]. So verringert sich zum 


Beispiel bei gleichmaBiger Kompression des Mediums der Querschnitt jedes 
Flissigkeitsteilchens um (0/Q9)/*. Wegen der Erhaltung des magnetischen 
Flusses folgt dann, da die Feldstarke proportional g's anwachst. Sehr 
interessant sind die Bewegungen inkompressibler Flissigkeiten oder Be- 
wegungen, bei denen sich die Flissigkeiten tiber lange Zeiten praktisch 
inkompressibel verhalten. In diesem Fall folgt aus (5,6) 


H =H, + (HyVo)é - (5,7) 


Aus (5,7) oder direkt aus dem Erhaltungssatz des magnetischen Flusses 
durch eine materielle Oberflache folgt, daB jede beliebige Bewegung des 
Mediums, bei der die auf derselben Kraftlinie liegenden Flissigkeitspunkte 
sich voneinander entfernen, zu einem Anwachsen der magnetischen Feld- 
starke fuihrt, welches dem Abstand zwischen diesen Punkten proportional ist. 
Tatsachlich bedeutet ja eine VergroBerung des Abstandes zweier Teilchen auf 
derselben Kraftlinie um den Faktor | bei unverandertem Volumen eine 
Verkleinerung des Querschnitts um denselben Faktor, also ein Anwachsen der 
, eingefrorenen“ magnetischen Feldstirke um den Faktor 1, d. h. das Feld 
wichst proportional dem Abstand zweier Volumenelemente, die auf der- 
selben Kraftlinie liegen. Zum Anwachsen des Feldes fiihrt also genau dieselbe 
Bewegung, die auch die in dem Medium eingefrorenen magnetischen Kraft- 
linien ,,auseinanderzieht™. 

Wenn die Geschwindigkeitsverteilung nicht von der Zeit abhangt und der 
Leiter ideal ist (»,, = 0), so kann der stationare Zustand im allgemeinen nicht 
erreicht werden, da das Magnetfeld unbegrenzt anwachst [15]. In der Theorie 
des stationiren hydromagnetischen Dynamos mu8 man daher die Dissi- 
pierung des Magnetfeldes beriicksichtigen. AuBerdem ist in jeder Theorie des 
hydromagnetischen Dynamos nicht nur das Anwachsen des Feldes wichtig. 
sondern auch der. Ausgleich seiner Inhomogenitaten, als dessen Ergebnis die 
Regeneration des urspriinglichen, mehr oder weniger homogenen Feldes folgt. 
Auch aus diesem Grunde muB8 die Dissipierung des Magnetfeldes mit unter- 
sucht werden. Wenn die Leitfahigkeit des Mcdiums endlich ist, so stellt sich 
bei vorgegebenem Geschwindigkeitsfeld und vorgegebenem Anfangs- 
Magnetfeld infolge der Dissipierung des Magnetfeldes immer ein gewisser 
stationarer Zustand ein. Hinige einfache Beispiele werden in [4] untersucht. 
Fiir stationire Prozesse ist die Gleichung (5,1) der folgenden aquivalent: 


(voH] =», rotH + V¢. (5,8) 


Die willkiirliche Funktion y unterscheidet sich dabei, wie man leicht aus (1,8) 
folgert, nur durch den konstanten Faktor cy vom Potential des elektro- 
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statischen Ladungsfeldes. Die Punkte, an denen H = 0 ist, sind wesentlic’ 
fiir einen beliebigen Induktionsmechanismus zur Verstérkung des Magnet 
feldes. In diesen Punkten wirkt der Induktionsmechanismus nicht, und de} 
Strom j = ¢,/4-rot H wird nur durch das elektrostatische Feld der Lay 
dungen bestimmt. Wenn letztere fehlen (was in einigen Fallen durch raum}) 
liche Symmetrieiiberlegungen gefordert wird), so ist an den Punkten, wa 
H = 0 ist, auch j =0 und rotH =0. Die letzte Bedingung legt de} 
Eigenschaften des stationéren Feldes in der Umgebung solcher »»Null* 
Stellen gewisse Beschrankungen auf. Die Kraftlinien in der Umgebung 
solcher Punkte kénnen nadmlich nicht geschlossen sein, weil sonst das Integra: 


f Hdl = ff rot Hds iber eine Kraftlinie in der Umgebung der ,,Null“ 


| 


Stelle genommen nicht verschwinden wiirde, was wegen rot H =0 nichi 
/ 


moglich ist. 


Aus der Bedingung rot H = 0 an Punkten, woH = 0 ist, folgt sofort, daB ein 
stationdrer hydromagnetischer Dynamo in einem zweidimensionalen, im| 
Unendlichen verschwindenden Magnetfeld nicht méglich ist. Unter einem 
zweidimensionalen Feld versteht man im allgemeinen ein solches Feld, dessen 
Kraftlinien auf beliebigen Flachen liegen, die den Raum in einfach zusammen, 
hangende Gebiete zerlegen. Die Kraftlinien sind daher wegen der Bedingung} 
div H — 0 entweder geschlossen oder sie enden im Unendlichen. Wenn das 
Magnetfeld im Unendlichen verschwindet, sind also alle Kraftlinien ge 
schlossen, und es existiert wenigstens ein Punkt, andem H — 0 ist und dem 
von den Kraftlinien umschlossen wird. Wie wir bereits gesehen haben, muB im 
stationadren Fall bei Abwesenheit von Strémen, die durch das elektrostatische> 
Feld von Ladungen hervorgerufen wurden, das Magnetfeld auch in der} 
Umgebung solcher Punkte verschwinden. Setzt man diese Betrachtungen\ 
weiter fort, so kommt man zu dem SchluB, daB das Magnetfeld im ganzen} 
Raum verschwinden mu. Also ist im zweidimensionalen Magnetfeld bei 
Abwesenheit von Strémen, die durch elektrostatische Felder von Ladungen}} 
hervorgerufen wurden, kein stationarer Dynamo méglich. Die Dissipierung } 
des Magnetfeldes wird an den Punkten, andenen H = 0 ist, nicht durch den| 
Induktionsmechanismus kompensiert, da letzterer an diesen Punkten nicht} 
wirksam ist. Folglich zieht sich das Magnetfeld an diesen Punkten zusammen |} 
und verschwindet. 


Dieses Theorem wurde erstmalig von COWLING [45] fiir zylindersymmetrische || 
Falle unter der Voraussetzung aufgestellt, daB die Vektoren des Magnetfeldes | 
und der Geschwindigkeit auf Ebenen durch die Symmetrieachse liegen. Das |} 
Fehlen eines elektrostatischen Feldes folgt in diesem Falle direkt durch | 
Symmetriebetrachtungen. In dem zusammenfassenden Artikel [58] wird die | 
Behauptung ausgesprochen, daB die von COWLING angenommene Be- | 
schrinkung, die Geschwindigkeit des Mediums miisse auf Ebenen durch die || 
Symmetrieachse liegen, nicht notig ist. Diese Behauptung ist nur dann | 
richtig, wenn keine durch die Bewegung des Mediums induzierten Raum. | 
ladungen vorhanden sind, die der Autor aber nicht betrachtet. Es ist nicht 
selbstverstindlich, daB fiir beliebige magnetohydrodynamische Bewegungen 
solche Ladungen nicht auftreten. Im Gegenteil zeigt (1:10), daB solche La- 
dungen im allgemeinen existieren, ee 
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Mit der oben dargelegten Verallgemeinerung des Cow LinGschen Theorems 
kann man sich leicht tiberzeugen, daB ein stationarer Dynamo auch bei 
beliebiger ebener, zweidimensionaler Bewegung nicht médglich ist. Dazu 
geniigt es, zu zeigen, da® bei einer solchen Bewegung das elektrostatische 
Feld nicht aufrecht erhalten werden kann und folglich das Magnetfeld an 
Punkten mit H =0 verschwindet. Angenommen, die Vektoren v und H 
liegen in der (z, y)-Ebene und hangen nicht von z ab. Dann gilt wegen (1,9) 
die Beziehung 


€o 


— div [v H] = 0, (5,9) 


TE Cy 


da [vH] nur eine Komponente in z-Richtung besitzt und nicht von 2 ab- 
hangt. Das bedeutet, daB die Ladungen und folglich auch das elektrostatische 
Feld im ganzen Raum Null sind. Ein zweidimensionaler hydromagnetischer 
Dynamo ist also unmoéglich. 

Die angefiihrten Ergebnisse zeigen, daB ein stationarer Dynamo-ProzeB bei 
hoher raumlicher Symmetrie des Magnetfeldes und des Geschwindigkeits- 
feldes nicht existiert. Es ist sehr wahrscheinlich, daB ein hydromagnetischer 


- Dynamo wesentlich dreidimensional sein mu8 [58]. Wir betonen jedoch, daB 


diese Behauptung nicht bewiesen ist, da wir noch nicht wissen, ob in dem 
oben betrachteten allgemeinen zweidimensionalen Magnetfeld der Strom an 


| den ,,Null‘‘-Stellen nicht durch das elektrostatische Feld der Ladungen, die 
- durch die magnetohydrodynamische Bewegung entstehen, aufrechterhalten 


wird. 

An der Méglichkeit eines dreidimensionalen Dynamos wird man wegen der 
Analogie mit den gewohnlichen technischen Generatoren aus festen Leitern 
kaum zweifeln kénnen. Wir bemerken, daB begrenzte dreidimensionale 
Felder ohne ,,Null‘‘-Stellen topologisch méglich sind. Die bei zweidimen- 
sionalen Problemen aus dem Vorhandensein solcher Punkte folgenden 
Schwierigkeiten treten hier also nicht auf. 

Die gegenwartig vorliegenden Arbeiten zur Theorie des hydromagnetischen 
Dynamos beziehen sich im wesentlichen auf die Theorien des Magnetismus 
der Sterne und der Erde. Vor allem zitieren wir [53, 54, 21] und speziell [22], 
in denen die stationare Induktionsgleichung (5,8) fur ein vorgegebenes 
Geschwindigkeitsfeld untersucht wird, welches mehr oder weniger der an- 
genommenen Bewegung innerhalb der Sterne entspricht. Da in allen diesen 
Publikationen endliche, kugelformige Flissigkeitsmassen betrachtet werden, 
entwickelt man die Vektorfelder v und H nach orthogonalen Kugelfunktionen. 
In Ubereinstimmung mit dem oben Gesagten zeigt die Untersuchung, daB 
bei hoher Symmetrie der Vektorfelder ein stationdrer ProzeB nicht méglich 
ist. Es werden daher auch Kugelfunktionen héherer Ordnung betrachtet, die 
die Symmetrie des Geschwindigkeitsfeldes zerstoren. In [22] wird das er- 
haltene Gleichungssystem numerisch fiir die ersten Entwicklungsglieder des 
Feldes gelést. Leider kann man dic Existenz eines stationéren hydromagne- 
tischen Dynamos fiir das angenommene Geschwindigkeitsfeld nicht zeigen, 
da die Losung formal als Reihe gewonnen wurde, tiber deren Konvergenz 


nichts bekannt ist. 
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Kin anderer Zugang zu dem Problem der Aufrechterhaltung des Magne 
feldes der Sterne auf einem im Mittel stationaren Niveau wird in [118] ury 
erganzend in [119] verwendet. In diesen Arbeiten werden semiquantitati}} 
Betrachtungen angestellt, die auf der Untersuchung der konkreten BY 
dingungen der metallischen Kerne der Erde und der Sterne beruhen. W 
in (20, 21] gezeigt wurde, muB die ungleichférmige Rotation der Sterne z 
Bildung eines toroidalen Feldes (dessen Kraftlinien die Rotationsachse di 
Sternes umschlieBen) aus dem urspriinglichen Dipolfeld fiihren. Die ungleich 
formige Rotation der Sterne selbst kann durch Konvektionsbewegungé 
erklart werden, die das Drehmoment an allen Punkten des rotierende 
Sterns beeinflussen. Der oben erwahnte Proze8 ist nur in einer Richtu H 
moglich: der umgekehrte ProzeB8 der Bildung eines Dipolfeldes aus eine} 
toroidalem Feld findet bei zylindersymmetrischer Geschwindigkeitsverteilu H 
nicht statt. Zur Regeneration des Dipolfeldes muB eine gewisse Asymmetr 
der Bewegung vorliegen. Als natiirlichste Ursache solcher Asymmetrien mu 
man radiale Konvektionsstréme annehmen. Infolge des Einflusses def 
Corioliskraft haben diese Stréme den Charakter von Zyklonen, die die Kraf: 
linien des toroidalen Feldes deformieren und aus ihnen Ringe bilden, dil 
einen Beitrag zu dem urspriinglichen Dipolfeld liefern. Am volistandigste} 
wurde dieses Modell der Regeneration eines Dipolfeldes in einer ungleich 
formig rotierenden, leitenden Flissigkeitskugel, die eine Konvektionszon 
enthalt, von PARKER [118, 119a] behandelt. 


6. Stabilitaitsprobleme 


a) Gravitations-Stabilitat 


Stabilitatsfragen irgendwelcher Konfigurationen gravitierender Medien sind 
in der Astronomie und Astrophysik sehr wichtig. Man muB sie in der Theoriif 
der Sterne und Nebel behandeln, der Theorie vom Aufbau der Galaxien, it 


Resultate kurz angegeben. 
Bekanntlich ist eine homogene Verteilung eines raumlich begrenzteny 
gravitierenden Gases instabil gegen Stérungen der Wellenlange 


mec? 


2 Set an ee 
A aide mu (6,1) 


wobei c die Schallgeschwindigkeit ist und G die Gravitationskonstante. Is 
diese Bedingung, die man gewohnlich Jeanssches Kriterium nennt, erfillt' 
so zerfallt die homogene Verteilung des Gases unter dem Einflu8 der Schwer 
kraft in Teile der ungefahren GréBe 2,. Das Jeanssche Kriterium bleibt auch 
in einem homogenen Magnetfeld anwendbar [28]. Das ist leicht erklarlich, 
weil das Magnetfeld keinen Einflu8 auf die Bewegung des Mediums langs| 
des Feldes hat. In [31] wird gezeigt, da® das Jeanssche Kriteriim auch noch 
erhalten bleibt, wenn ein Magnetfeld und die durch gleichformige Rotation 
des Mediums entstehende Corioliskraft gleichzeitig wirken. ‘~ 
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Die Stabilitat eines leitenden unendlichen Zylinders unter Einflu8 eines der 
Zylinderachse parallelen Magnetfeldes wird in [28] untersucht. Dieses Problem 
ist eine Idealisierung der Verhaltnisse in den Armen der Spiralnebel und 
ermoglicht es, eine obere Grenze fiir die magnetische Feldstarke in den Spiral- 
nebeln anzugeben. Mit Hilfe einer in dieser Arbeit erhaltenen Verallgemeine- 
rung des Virialsatzes, bei der auch das Magnetfeld mit beriicksichtigt wird, 
wurde als notwendige Stabilitatsbedingung 


YH? <2nGeR (6,2) 


gefunden. Dabei ist H? das mittlere Quadrat der magnetischen Feldstairke im 
Zylinder und R der Zylinderradius. Es wurde auch eine Methode zur Be- 
‘stimmung der Periode kleiner, adiabatischer, radialer Pulsationen des 
Zylinders angegeben. Die Perioden solcher Pulsationen sind in [108] be- 
rechnet worden. Die Bedingung (6,2) fiihrt zu dem Wert 6 - 10-6 Oerstedt 
‘fiir die magnetische Feldstarke in den Spiralarmen. 

‘Die Stabilitat eines unendlichen, homogenen Zylinders einer inkompressiblen 
‘Flissigkeit gegen Stérungen, bei denen der Radius sich periodisch nach 


r=R-+acoskz ’ (6,3) 


andert, wird in [28] untersucht. z ist dabei die Koordinate in Richtung der 
Zylinderachse, a eine kleine Stéramplitude (a << R) und k die Wellenzahl der 
Stérung. Dort wird gezeigt, daB die kritische Stérwellenlinge, bei der die 
zylindrische Verteilung des Stoffes instabil wird, und die Wellenlange A,,, bei 
der die Instabilitat maximal ist (d.h. die Zeit, in der sich die Instabilitat 
_entwickelt, am kleinsten ist), mit wachsender magnetischer Feldstarke 
-monoton wachsen. Wendet man diese Ergebnisse auf die Arme der Spiral- 
_nebel an, so findet man mit diesen Autoren, daB das Magnetfeld von der 
- Ordnung 7 - 10-§ Oerstedt sein muB, damit die Zeit, in der sich die Instabilitat 
- entwickelt, wenigstens 5 - 10° Jahre (Alter der Spiralnebel) betragt. Dieser 
Wert stimmt mit den anderen Abschatzungen des interstellaren Magnetfeldes 
 tiberein. 
| Fir begrenzte Gasmassen in einem Magnetfeld wurde in [28] folgende Verall- 
gemeinerung des Virialsatzes erhalten: 


= 2T 4+3(y—-1)U4N4E2. (6,4) 


| Dabei ist J das Tragheitsmoment des Systems; T,, U und Q sind kinetische, 
| Warme- und Gravitationsenergie des Gases, und y ist das Verhaltnis der 
| Warmekapazitaten bei konstantem Druck und konstantem Volumen. Die 
| Beziehung (6,4) unterscheidet sich durch das Glied IN = 1/8z ih | / H? dV, die 
magnetische Energie des betrachteten Systems, von dem gewohnlichen 
Virialsatz. Fiir Gase, die sich im Gleichgewicht befinden, folgt aus (6,4) 


3(y —1)U + M+ Q =O. (6,5) 
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Mit dieser Beziehung kann man die Gesamtenergie des System 
eé=U+%M-+ 2 in folgender Weise ausdriicken : | 
3 4) 4 } 

= — ———_(|Q| —M). 6,4 

Die notwendige Bedingung fir dynamische Stabilitat eines im Gleick 
gewicht befindlichen Systems, ¢ <0, ist daher fir y >4/, der Bedingun 


|Q| -m >0 (6, 


aquivalent. Diese Bedingung hat eine einfache Bedeutung: Bei hinreichen} 
starkem Magnetfeld kann die Gravitation der magnetischen ,,AbstoBung‘< de 
Teile des Systems nicht mehr das Gleichgewicht halten. Mit (6,7) kann maj 
eine obere Grenze fiir die mittlere magnetische Feldstarke der Sterne angeben} 
Setzt man in (6,7) fiir Q die Gravitationsenergie einer homogenen Kugel einj 


so erhalt man ) 
Vz 8 M | 
ZZ REMY) Re 5 (6, 


wobei die Masse M des Sterns und sein Radius R in solaren Einheiten aus} 
gedriickt sind. Ist das Magnetfeld innerhalb des Sternes homogen, so weich} 
die Form des Sternes in der Nahe der durch (6,8) definierten Grenze wesent# 
lich von der Kugelgestalt ab: Die Gleichgewichtskonfiguration ist, wie obell 
gezeigt wurde, ein in Feldrichtung abgeplattetes Spharoid [28, 73, 126]. Iss 
(6,8) nicht erfiillt, so nimmt der Stern unter dem Einflu8 des transversalet 
Druckes des magnetischen Feldes die Form einer ebenen Scheibe an un¢ 
zerfallt. In dieser Bezichung hat das Magnetfeld eine ahnliche Wirkung wit 
die Rotation [65]. | 
Mit Hilfe des Virialsatzes (6,4) wurde in [32] ein Ausdruck fiir die Frequenz ¢ 
kleiner, adiabatischer, radialer Pulsationen des Gassterns bei Anwesenheij 
eines inneren Magnetfeldes abgeleitet: | 


(By — 4) (;Q|} —M) 
; ; 


OS 


Offensichtlich wird die Pulsationsfrequenz beliebig klein fiir t > |Q|, d. hy | 
bei Annaherung der magnetischen Feldstarke an die Instabilitatsgrenze des} 
Sterns. Ausgehend von diesen Ergebnissen interpretieren die Autoren die 
langsamen Variationen des Magnetfeldes von magnetisch veranderlichen} 
Sternen als adiabatische Pulsationen von Sternen, deren Magnetfeld in der 
Nahe des Grenzfeldes liegt. Die beobachtete Periode solcher Variatione 
liegt bei einigen Tagen, ein Wert, der schon groBenordnungsmaBig die ohne 
Beriicksichtigung des Magnetfeldes berechnete Periode adiabatische | 
Pulsationen iibersteigt. Gleichzeitig weiB man, da8 fiir einige magnetisch! 
veranderliche Sterne die magnetische Feldstirke an der Oberflache des 
Sterns gréBenordnungsmafkig kleiner ist als die nach Bedingung (6,8) be-+ 
stimmte Grenzfeldstirke. Die mittlere Feldstarke liegt daher wahrscheinlichi 
nahe der Grenzfeldstarke, aber die Periode der adiabatischen, Pulsationen is ; 
bedeutend gréBer als die ohne Beriicksichtigung des *Magnetfeldes be 
rechnete [27]. : 
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b) Thermokonvektion im Magnetfeld 


Zu den Stabilitatsproblemen von statischen Zustanden leitender Medien im 
Magnetfeld gehért auch das Problem der Konvektionsinstabilitat von unten 
erwarmter Fliissigkeitsschichten. In der gewohnlichen Hydrodynamik ist die 
Thermokonvektion sowohl theoretisch wie experimentell gut untersucht 
worden. Die wesentlichsten dort erhaltenen Resultate sind die folgenden: 
Die Stabilitat einer Flissigkeitsschicht gegen Thermokonvektion wird durch 
die dimensionslose Rayleigh-Zahl 


Re — 9216! a (6,10) 
“wy 


charakterisiert. g ist dabei die Gravitationsbeschleunigung, a der kubische 
Ausdehnungskoeffizient, 6 der Temperaturgradient (entgegengesetzt zur 


- Schwerkraft gerichtet), ~ der Warmeleitungskoeffizient, y die kinematische 


 Zahigkeit und d die Dicke der Flissigkeitsschicht. Thermokonvektion tritt 
dann auf, wenn der dimensionslose Parameter Ra einen gewissen (von den 


Randbedingungen abhangigen) Grenzwert Ray, erreicht, der von der GréBen- 
ordnung 10° ist. Im Fall der stationaren Thermokonvektion zerfallt die 
horizontale Flissigkeitsschicht in einzelne Zellen (Benardsche Zellen) derart, 
daB die Bewegung in jeder Zelle in gleicher Weise verlauft. 

Die Untersuchung des analogen Problems in der Magnetohydrodynamik 
[143, 26, 33] zeigte, daB das Magnetfeld wesentlich die Ausbildung der 
Thermokonvektion behindert. Die ausfithrliche Behandlung der Thermo- 
konvektion in zahen Flissigkeiten endlicher Leitfaihigkeit bei Anwesenheit 
eines Magnetfeldes [26, 33] ergab, da8 der kritische Wert der Rayleigh-Zahl, 
bei dem die Thermokonvektion auftritt, eine monoton wachsende Funktion 
des dimensionslosen Parameters 


stipes es (6,11) 


ist. Dabei ist H, die Vertikalkomponente der magnetischen Feldstarke. Das 
heiBt, je groBer die Leitfahigkeit des Mediums und je gro8er die Vertikal- 
komponente des Magnetfeldes ist, um so mehr wird die Entstehung der 
Thermokonvektion erschwert. Der Zusammenhang zwischen Ray, und Q 
wurde in [26] fiir folgende drei Randbedingungen abgeleitet: a) beide Grenz- 
flachen der Flissigkeitsschicht sind frei, b) die Schicht ist durch zwei starre 
Flachen begrenzt, c) die eine Seite der Flissigkeitsschicht ist durch eine 
starre Flache begrenzt, die andere ist frei. Die entsprechenden Kurven sind 
in Bild 7 wiedergegeben. Fiir groBe Q ist die Abhangigkeit des Ray, von Q 
linear. 

Ist das Magnetfeld vertikal gerichtet, so hat die Thermokonvektion die 
iibliche Zellenstruktur. Wenn aber eine Horizontalkomponente des Magnet- 
feldes existiert, so entsteht die Thermokonvektion an der Stabilitatsgrenze 
in Form von ,,Rollen‘‘, deren Achsen parallel der Horizontalkomponente 
des Feldes liegen. In beiden Fallen hangt Q, und folglich auch die kritische 
Rayleigh-Zahl. nur von der Vertikalkomponente des Magnetfeldes ab. 
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Die experimentellen Arbeiten zur Thermokonvektion in Quecksilber, das sic i) 
in einem Magnetfeld von etwa 1500 Oerstedt befand [115], ergaben guty 
Ubereinstimmung mit der Theorie von CHANDRASEKHAR [26]. 
Die theoretischen Betrachtungen fiihrten zu dem SchluB, daB die Konveki 
tions-Instabilitat im allgemeinen sowohl als stationare Konvektion wie aucl} 
als Schwingung wachsender Amplitude auftreten kann. Der letztere Fall wird 
auch ,,Uberstabilitat‘‘ (overstability) genannt. Dieser Terminus geht auij 
EDDINGTON zuriick und hat folgende Bedeutung. Bei Abweichungen des} 
Systems aus dem stabilen Zustand entsteht eine Kraft, die das System i “| 
den Ausgangszustand zuriickzieht. Bei der ,,Uberstabilitat’: sind diese } 
Krafte auBergewéhnlich gro: sie ziehen das System nicht nur in den Aus: 

gangszustand zuriick, sonderr 


hervor, die eine gréBere Ampli:| 
tude als die urspriingliche Ab] 
weichung hat, d. h. sie fihren} 
zur Entstehung von Schwingun, 
gen wachsender Amplitude. Die 
oben erwahnten zwei Moglich,| 
keiten folgen einfach aus der} 
Tatsache, daB bei der angenom.| 
men zeitlichen Abhangigkeit den 
Stérung von der Form e-‘#! den 
Ubergang von dem _ stabilen} 
1,0 20 3,0 40 /g@ Zustand, dem Im (w) <0 ent- 

Bild 7. (Re = Ra,,) spricht (die Stérung wird imi 

Laufe der Zeit kleiner), in den 

instabilen, fir den Im (w)>0 gilt (die Storung wachst im Laufe de 
Zeit), sowohl fiir Werte w = 0 wie im allgemeinen auch fiir Werte + 0 
aber Im (w) = 0 moglich ist. Der erste Fall entspricht den stationdren)} 
Storungen, der zweite den Schwingungen an der Stabilitatsgrenze. 
Bekanntlich tritt die Thermokonvektion bei Abwesenheit eines Magnetfeldes4 
bei Erreichen des Wertes Ra,,; in Form stationarer Zellen der Konvektion auf. | 
Kin Auftreten der Instabilitét in Form von Schwingungen wachsender} 
Amplitude, oder anders ausgedriickt, ein Auftreten von Uberstabilitat, ist | 
nicht méglich. (Wie CHANDRASEKHAR [30, 35] gezeigt hat und experimentell|l 
in der Arbeit [66] bestatigt wird, ist iibrigens eine derartige Instabilitat in 
rotierenden Fliissigkeiten méglich.) In der Magnetohydrodynamik ist die} 
Situation anders [143, 26]1). Fir », > kann die Instabilitat nur als} 
stationire Konvektion auftreten. Diese Bedingung ist in vielen Labora-|| 
toriumsexperimenten der Magnetohydrodynamik erfillt. Fir Quecksilber ist 
zum Beispiel »,, = 7,5 - 108 cm2/sec, x = 4,7 - 10-2 cm?/sec. In der Astro-|| 
physik ist jedoch in der Regel x > vm. Unter dieser Bedingung entsteht die In- || 
stabilitat als stationare Konvektion, wenn Ra,,; erreicht wird und Q < 27 EVm/v || 
ist. Als Schwingung wachsender Amplitude tritt sie auf, wennR > 27 m4 + ¥_/4 7 


i. 


1) Siehe auch [142]. ~“ 
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und Q > 272 - m/v ist. Im letzteren Falle ist die Schwingungsfrequenz an der 
Stabilitatsgrenze gleich w =2/d VH?/470. 

Im Zusammenhang mit Problemen der Thermokonvektion zitieren wir [34, 
38], wo theoretisch der gleichzeitige Einflu8 von Magnetfeld und Rotation 
auf die Konvektions-Instabilitét untersucht wird. Jeder dieser Faktoren 
erschwert fiir sich genommen die Entstehung der Thermokonvektion. Die 
gleichzeitige Wirkung beider Einfliisse fiihrt zu einer komplizierten Ab- 
hangigkeit des Ra,, von Q und der die Rotation charakterisierenden dimen- 
sionslosen Taylor-Zahl 


 4Q2 


T = ds, (6,12) 


yp 
Q ist dabei die Vertikalkomponente der Winkelgeschwindigkeit des Mediums. 
Das Problem der Entstehung der Thermokonvektion ist fiir die Anwendungen 
in der Physik der Atmosphare und der Astrophysik wichtig. Im Zusammen- 
hang damit mu8 man jedoch bemerken, daf die oben unter der Voraussetzung 
der Isotropie von elektrischer und Warmeleitfahigkeit abgeleiteten Ergeb- 
nisse nicht auf die Ionosphare und die oberen Schichten der Sonnen- 
atmosphire angewandt werden konnen [67]. Dort hangen die elektrische und 
die Warmeleitfahigkeit wesentlich sowohl von Richtung und Betrag des 
Magnetfeldes ab. Entsprechende theoretische Betrachtungen werden in [68] 
-durchgefihrt. ; 


c) Stabilitat einfacher Stromungen im Magnetfeld 


Eine Besonderheit der Magnetohydrodynamik findet man auch bei der 
Untersuchung der Stabilitat von Stroémungen leitender Medien im Magnet- 
feld, Viele Bewegungen, die bei Abwesenheit eines Magnetfeldes instabil sind 
und zur Entstehung von Turbulenz fihren, verlaufen in hinreichend starken 
Magnetfeldern stabil. Die gegenwartig bekannten Ergebnisse der Unter- 
suchungen lassen folgenden SchluB tiber den EinfluB des Magnetfeldes auf die 
Stabilitat der hydrodynamischen Bewegung leitender Medien zu: Das 
Magnetfeld kann nur dic Stabilitit einer gegebenen Geschwindigkeits- 
verteilung vergréBern. Dieser SchluB ist physikalisch einzusehen, wenn man 
beriicksichtigt, da jede Verwirbelung der Stromung wegen des ,,fest ein- 
vefrorenen* Magnetfeldes zu einem Anwachsen der magnetischen Energie 
fahren wiirde (s. Abschnitt 5), wodurch aber gerade diese Verwirbelung er- 
schwert wird. Wie man feststellt, ist jedoch der Fall méglich, daB das 
Magnetfeld die Anfangsverteilung der Geschwindigkeiten in der Stromung 
wesentlich verandert, so da die Bewegung instabil wird. Das wurde zum 
Beispiel an Quecksilber experimentell peobachtet [91, 92, 96]. Eine solche 
veranderte Geschwindigkeitsverteilung ist jedoch in Ubereinstimmung mit 
der oben aufgestellten Behauptung auch in Abwesenheit eines Magnetfeldes 
instabil. 

Das einfachste Problem zur Erzielung strenger und hinreichend allgemeiner 
Ergebnisse ist die Stabilitat der tangentialen Sprungfliche [140]. Wir unter- 
suchen dieses Problem fiir eine inkompressible Flissigkeit. Die mit der Ebene 
x = 0 zusammenfallende tangentiale Sprungflache moge eine kleine Storung 
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erfahren, so daB x = Re(&e!*:"), wobeik, = {0, ky, k,} ein reeller Vektor 
und ¢ die im Verhaltnis zur Stérwellenlainge 27/k, kleine Stéramplitude. Eiijj 
beliebige Stérung der Sprungflache kann offenbar durch Uberlagerung vil 
solchen Stérungen erhalten werden. Da die Storung als klein vorausgeset 
wird, kann in jedem der durch die Sprungflache getrennten Halbraun 
«> Qund x <0 das linearisierte System (2,3) der magnetohydrodynamischq 
Gleichungen verwendet werden. Wir suchen Lésungen dieses Systems, der¢| 
raumliche und zeitliche Abhangigkeit die Form 


ci(ker— ot) (6,11) 


besitzt. Dabei ist k = (k,,k,, k,). Die Lésungen dieser Form miissen def 
Gleichungen (2,6) geniigen, die fiir inkompressible Fliissigkeiten in | 


(co — kyv) u’ + (k,n) 0’ = 0, (6,14) 


ee , 1 , , 

(wo — kyv) v' + (kyu)u Ft va: + ouw)k =0, (6,14) 

(ku’)=0, (kv') =0 (6,14) 

iibergehen. Dabei wurde beriicksichtigt, da8 am tangentialen Sprung v, =| 
und uw, = 0 ist und folglich (kv) = (k)v) und (k u) = (Kyu). ess si I 
man die Gleichung (6,15) skalar mit k, so erhalt man 
k*(p’ + guu') =0. (6,17) 


Daraus folgt, daB entweder k? = 0 ist oder p’ + ouu =0. Im letztere} 
Fall folgt aus den Gleichungen (6,14) und (6,15) ) 


(wo — kyv)? — (kyu)? = 0. (6,18) 


Da aus dieser Gleichung ein reeller Wert fiir w folgt, die Instabilitat aber n ! 
mit einem komplexen w zusammenhangen kann, miissen wir | 


W=ke+ he =0, hk, = +ik, , (6,19) 


setzen. Das Vorzeichen von k, wird so gewihlt, daB die Stérung in groBe} 
Entfernung vom Sprung endlich bleibt: minus im Gebiet x <0 und pluj 
im Gebiet x > 0. Die sich auf diese Gebiete beziehenden GréBen werden wii 
weiterhin mit den Indizes 1 und 2 bezeichnen. 
An der Sprungflache werden die Lésungen der Gleichungen (6,14) — (6,16) 


fir die beiden Gebiete unter Beachtung folgender Randbedingungen bes 
x = 0 aneinandergestiickt: 


Un — t(kyu,)é = 0, 
Ws _ — i(kyUy) é = 0, 


Pi + 0, UU, = py + 02 Ug Uy. 


(6,20) 


Diese Bedingungen besagen die Nichtexistenz einer N ormalkomponente der 
magnetischen Feldstarke und die Stetigkeit des »gesamten‘! Druckes an der 


gestorten tangentialen Sprungflache. Eliminiert man aus (6,14) — (6,16) und 
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(6,19), (6,20) die GréBen u’, v’, p’, k, und é, so erhalt man folgende Gleichung 
fiir w: 


01(@ — ky)? + @2(@ — Ko%2)” — 01 (Kot)? — 2 (Koy)? = 0. (6,21) 


Die in w quadratische Gleichung (6,21) besitzt zwei konjugiert komplexe 
Wurzeln, wenn 


oa (Fig ty)? + Oo (Ky Ue)® — 22 fig (V2 — 0s)}? <0 (6,22) 

; 01 + Qe 
erfillt ist. Andernfalls sind die beiden Wurzeln reell. Aus (6,13) ist ersichtlich, 
daB die komplexe Wurzel mit dem positiven Imaginarteil ein unbegrenztes 
zeitliches Anwachsen der Stérung und damit Instabilitat der tangentialen 


Sprungflache zur Folge hat. Beachtet man u = H/V 420, soerhalt man also als 
Stabilitatsbedingung fiir den tangentialen Sprung in inkompressiblen 


Medien 
4 
(ki) Hy)? + (Ky Hy)? — ners (Kye)? > 0. (6,23) 


2 

Dabei sind H,, 9, und Hy, 0, magnetische Feldstarke und Dichte des Mediums 
auf den beiden Seiten der Sprungflache, v9 = V2 — V, ist die Geschwindigkeits- 
differenz am Sprung und k, der Wellenzahlvektor der Stérung, der die Rich- 
tung der ,,Krauselung“ an der Sprungflache charakterisiert. Aus der Be- 
dingung (6,23) folgt, daB® das Magnetfeld einen positiven Beitrag zur linken 
Seite der Ungleichung liefert und daher einen stabilisierenden Einflu8 auf 
die Stromung hat. Die Bedingung (6,23) hangt nicht vom Absolutwert des 
Wellenzahlvektors k, ab (d.h. nicht von der Wellenlange der Strung), 
wesentlich dagegen von seiner Richtung. Der Sprung ist zum Beispiel immer 
dann gegen Stérungen stabil, wenn kV) = 0 ist, d. h. wenn die ,,Krause- 
lungen“‘ der Sprungflache parallel zur Relativgeschwindigkeit v, liegen. Aus 
(6,23) sieht man weiterhin, da® der stabilisierende Einflu8 nur durch dic in 
Richtung des Vektors ky liegende Komponente des Magnetfeldes hervor- 
gerufen wird. Das war auch zu erwarten, da nur diese Komponente bei der 
Deformation der Sprungfliche einer ,, Dehnung“ ausgesetzt ist. 

Im allgemeinen Fall nicht-paralleler Hy, H, und Up werden die ,,gefahr- 
licheren‘‘ Stérungen und folglich auch die Stabilitatsbedingung fir die 
tangentiale Sprungflache gegen beliebige kleine Storungen durch das 
Minimum der linken Seite von (6,23) iber alle méglichen Werte des Vektors 
k, bestimmt. In einem Koordinatensystem, in dem die y-Achse in Richtung 
des Geschwindigkeitssprunges 0) gewahlt ist, hat diese Bedingung die Form 


(Hy Ho, — Hey Ai:)” 470102 K 
eat dade SRM 1 Renae LL pene eee OES Oot (6,24) 
Hi, + 3, 01 + @e2 , 


Wenn das Magnetfeld auf beiden Seiten des Sprunges in Richtung des Ge- 
schwindigkeitssprunges liegt, so hangt die Bedingung (6,23) im allgemeinen 
nicht von k, ab. Der Sprung ist dann also stabil gegen beliebige kleine Sto- 
rungen, wenn 


4 
H? + H3 — aranies ve > 0 (6,25) 
1 2 


484 8. I. SvRovaTskIJ 


gilt. Dieser letzte Fall ist deshalb sehr interessant, weil, wie wir schon gesehen| 
haben, die Bewegung des Mediums in Magnetfeld-Richtung auch in in4| 
homogenen magnetischen und Geschwindigkeitsfeldern stationadr sein kann,| 
Sind speziell die Dichte des Mediums und die magnetische Feldstarke stetig,| 
d.h. erfahrt nur die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit eine} 
Sprung, so wird aus der Bedingung (6,25) die folgende: 


H? 1 ov. 
Ste 4 


| 
(6,26) 
Das heiBt, der Sprung wird gegen kleine Stérungen stabil, wenn die magne-. 
tische Energiedichte 41/, der kinetischen Energiedichte der relativen Be-! 
wegung des Mediums am Sprung erreicht. 
In [141] wird gezeigt, daB die Stabilitatsbedingung fiir tangentiale Spriinge 
in kompressiblen Medien bei Anwesenheit eines magnetischen Langsfeldes: 
mit der Bedingung (6,26) zusammenfiallt, auBer fir Geschwindigkeiten in der 
Nahe der Schallgeschwindigkeit, wo die Bedingung aber nur unwesentlich| 
abgeandert wird. 
In Abschnitt 4 haben wir exakte stationére Losungen der magnetohydro- | 
dynamischen Gleichungen untersucht, bei denen Geschwindigkeit und) 
magnetische Feldstarke durch die Beziehung | 
Ptiguidb o (6,27) | 

V4z0 | 

verknipft waren. Wir hatten festgestellt, daB diese Lésungen speziell durch | 
einen Strahl, eine Schleife oder ahnliche, durch tangentiale Sprungflachen | 
begrenzte Stroémungen, realisiert werden konnten. Wir zeigen jetzt, daB diese 
Strémungen wegen der Stabilitét der tangentialen Sprungflachen selbst | 
stabil sind. Setzt man (6,27) in die allgemeine Stabilitatsbedingung (6,23) ein, | 
so erhalt man folgendes Stabilitatskriterium fiir stationare Sprunglésungen, | 
die der Bedingung (6,27) unterliegen: | 


{Ver (oH) + Vox (Kot) }? > 0. (6,28) } 


Diese Bedingung ist offensichtlich immer erfillt. Die Stabilitat unstetiger | 
Lésungen der Form (6,27) wurde in [44] behandelt. 

Die Untersuchung komplizierterer Stromungen als siedie tangentialen Spriinge 
darstellen, ist sehr schwierig und kann im allgemeinen nur mit numerischen 
Methoden durchgefiihrt werden. Einige qualitative Ergebnisse kénnen 
jedoch aus den Betrachtungen iiber die Stabilitat tangentialer Sprungflachen 
gefolgert werden. So wird zum Beispiel ein magnetisches Liangsfeld, das die 
Stabilitat eines tangentialen Sprunges sichert, auch ein sich nicht sprunghaft, 
sondern mehr flieBend anderndes Geschwindigkeitsprofil mit derselben 
maximalen Geschwindigkeitsanderung stabilisieren. Daher wird jede laminare 
Stromung in Richtung eines konstanten Magnetfeldes stabil sein, wenn die 
Bedingung (6,26) erfiillt ist. Fiir 1) muB man die maximale Geschwindigkeits- 
differenz in der Strémung einsetzen. 

Die oben angefiihrten Ergebnisse beziehen sich auf eine ideale Fliissigkeit, 
in der man Viskositaét und elektrischen Widerstand vernachlassigen kann. 

Mies ee , 
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Theoretische und experimentelle Untersuchungen iiber die Stabilitat von 
laminaren Strémungen realer Fliissigkeiten bestatigen die allgemeinen 
Vorstellungen iiber den stabilisierenden KinfluB des Magnetfeldes. 

In [112] wird gezeigt, daB — genau wiein der gewohnlichen Hydrodynamik fir 
laminare Stromungen einer inkompressiblen Flissigkeit — im magnetischen 
Langsfeld Langs-Storungen 4uBerst ,,gefahrlich“ sind,d. h. Storungen, deren 
Wellenzahlvektor in Richtung der Geschwindigkeit der Flissigkeit legt. 
Diese Stérungen fihren schon bei den kleinsten Reynoldszahlen zur 
Instahilitat. 

Die Stabilitat einer zwischen zwei parallelen Ebenen flieBenden laminaren 
Strémung in einem magnetischen Langsfeld wird in [138] unter der Voraus- 
setzung untersucht, daB die magnetische Reynoldszahl Ry < 1 ist. In dieser 
Arbeit wird gezeigt, daB der kritische Wert der Reynoldszahl Ry, bei dem 
die Stromung instabil wird, mit wachsender magnetischer Feldstarke oder 
genauer mit dem Anwachsen des dimensionslosen Parameters 


q= (6,29) 


monoton anwachst. o/ = a/c? ist dabei die Leitfahigkeit in elektromagne- 
tischen Einheiten, d die Halbwertsbreite der Stromung und U, die Ge- 
schwindigkeit im Zentrum der Stromung. Man tiberzeugt sich leicht, daB der 
dimensionslose Parameter q durch die Reynoldszahl R und die oben ein- 
gefihrte Zahl Q [Gleichung (6,11)] oder M [Gleichung (4,24)] ausgedriickt 
werden kann: 

Q _ WM’ 


== 5° (6,30) 


Um mit den Ergebnissen anderer Untersuchungen vergleichen zu kénnen 
und auch im Sinne einer einheitlichen Bezeichnungsweise ist es zweckmaBig, 
statt der Zahlen g und Q iiberall den dimensionslosen Parameter 


M =Hd (6,31) 


VC, 
wa. verwenden. 
Die Abhangigkeit von Ry, von M fiir das in [138] behandelte Problem der 
Stabilitat einer Stromung zwischen parallelen Ebenen bei Anwesenheit eines 
magnetischen Langsfeldes wird durch die punktierte Linie in Bild 8 ge- 

eben. 

Die Untersuchung der Stabilitat einer analogen Stromung in einem trans- 
versalen Feld (senkrecht zu den begrenzenden Ebenen) wird — auch unter 
der Voraussetzung Ry <1 — in [98] durchgefiihrt. In diesem Fall besteht 
der wesentliche EinfluB des Magnetfeldes in einer Anderung des Geschwindig- 
keitsprofils. Der dirckte Einflu8 des Magnetfeldes auf die Stabilitét der 
Stromung ist im Vergleich hierzu vernachlassigbar. Wie schon in Abschnitt 4 
erwahnt wurde, tritt im transversalen Magnetfeld an Stelle des parabolischen 
Geschwindigkeitsprofils eine fast homogene Geschwindigkeitsverteilung in 
der Mitte der Stromung auf, die in einer schmalen Wandschicht stark ab- 
fallt. Da die Ubergangsschicht die Ordnung d/M hat, so fallt mit wachsender 
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magnetischer Feldstarke die effektive Reynoldszahl fiir die betrachtete 
Stromung stark ab. Daher kann man natiirlich erwarten, daB die Stabilita 
einer solchen Stromung mit VergréBerung der Feldstarke wachst [104]. In[98 
ausgefilhrte Rechnungen bestatigen diesen Schlu8. In diesem Fall ist die 
stabilisierende Wirkung des Magnetfeldes noch starker als im Langsfeld. Di oy 
Abhangigkeit von Ry; von M ist durch die ausgezogene Linie in Bild 84 
wiedergegeben. 
Experimentelle Untersuchungen an Quecksilber-Strémungen in recht-| 
winkligen Kandlen und Rohren im magnetischen Querfeld, die in (75, 113, J) 
114] beschrieben wurden, bewiesen, da8 hinreichend starke Magnetfelder die 
Turbulenz unterdriicken kénnen. So wurde in [114] experimentell gezeigt, | 
daB fir M > R/900 die Strémung laminar wird. In diesen Experimenten) 
gelang es, laminare Strémungen bis zu Reynoldszahlen R — 10° herzu- |} 
stellen. Der stabilisierende> 
Kinflu8 des Magnetfeldes; 
wird also auch direkt durch || 
die Experimente bestatigt.| 


j 


zaihen,inkompressiblenFlis- |} 
sigkeit zwischen zwei kon- || 
zentrischen, rotierenden Zy- | 
lindern. Dieses Problem || 
wurde in [29] behandelt. | 
Dabei war das Magnetfeld | 
parallel zur Zylinderachse 
gerichtet und die Zylinder rotierten in gleichem Drehsinn. Nimmt man 
an, daB die Differenz der Zylinderradien klein gegen die Radien selbst |} 
ist, so kann man eine Beziehung zwischen der kritischen Taylorzahl, || 
bei der die Bewegung instabil wird und dem oben definierien dimensions- | 
losen Parameter Q = M? ableiten. Die kritische Taylorzahl wachst stark | 
mit wachsendem @ an. Nach den Ergebnissen dieser Arbeit ist der stabili- 
sierende Kinflu8 des Magnetfeldes so groB, daB er in einem Feld von etwa | 
104 Oerstedt bereits in Elektroyten gefunden werden kann. 

AbschlieBend bemerken wir, da8 der Einflu8 des Magnetfeldes auf die 
Stabilitat aller betrachteten Strémungen einer inkompressiblen, zahen 
Flissigkeit endlicher Leitfahigkeit durch ein und denselben dimensionslosen 
Parameter M beschrieben wird. Dieser Parameter kann in der Form 


H es 


geschrieben werden, wobei L die charakteristische Ausdehnung des Systems 
ist. M ist also das Verhaltnis der magnetohydrodynamischen Geschwindig- 
keit H/V420 zu dem geometrischen Mittel der beiden Geschwindigkeiten 
Y¥m/L und v/L, die den Ausgleich der Inhomogenititen des Magnetfeldes und | 
des Geschwindigkeitsfeldes infolge der Jouleschen und der Viskositats- _ 
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Verluste charakterisieren. Der dimensionslose Parameter M ist die charak- 
teristische Zahl, die den EinfluB des Magnetfeldes auf das dynamische 
Verhalten der leitenden Fliissigkeit beschreibt. Die Bedingung M > 1 ist die 
Bedingung starker Wechselwirkung des Magnetfeldes mit der hydrodyna- 
mischen Bewegung, wie aus dem Ausdruck (4,24) fiir das Geschwindigkeits- 
profil im transversalen Magnetfeld, aber auch aus den Ergebnissen der 
Stabilitatsbetrachtungen, die in diesem Paragraphen durchgefiihrt wurden, 
ersichtlich ist. In allen Fallen, in denen man die Viskositét des Mediums 
nicht vernachlassigen kann, mu8 man also als Ma fiir die Rolle, die die 
magnetohydrodynamischen Effekte spielen, an Stelle des in [104] vorge- 


schlagenen dimensionslosen Parameters H L/vp_ V4a0 den Parameter M 
verwenden. Ersterer beschreibt den Einflu8 des Magnetfeldes fiir Falle, in 
denen die Viskositat keine Rolle spielt. 


7. Magnetohydrodynamische Turbulenz 


In Abschnitt 5 wurde gezeigt, daB jede Bewegung eines leitenden Mediums, 
bei der sich die auf derselben Kraftlinie liegenden Punkte der Flissigkeit von- 
einander entfernen, zu einem Anwachsen der magnetischen Feldstarke fihrt 
(wenn nicht die Dissipierung das Feld abklingen 14Bt, bevor es uiberhaupt an- 
wachsen kann). Dieselbe Eigenschaft zeigt auch speziell die turbulente Be- 
wegung, da im turbulenten Medium der Abstand zwischen zwei beliebigen 
Fliissigkeitsteilchen im Laufe der Zeit im Mittel anwachst. Die Turbulenz im 
leitenden Medium ist daher ein méglicher Mechanismus zur Verstaérkung eines 
schwachen Anfangsmagnetfeldes. Dieser Mechanismus ist deshalb im Zu- 
sammenhang mit dem Ursprung der kosmischen Magnetfelder von beson- 
derem Interesse, weil die Leitfahigkeit der kosmischen Gasmassen wegen des 
hohen Ionisationsgrades in der Nahe der metallischen Leitfahigkeit liegt und 
weil wegen der ungeheuer groBen Ausma8e die Bewegung unbedingt turbulent 
sein muB. 

Jedoch gibt es leider bis jetzt noch keine strenge Theorie der magnetischen 
Turbulenz. Eine solche Theorie fehlt selbst fiir die gewohnliche Turbulenz. 
Man hat nicht einmal zuverlassige qualitative Vorstellungen tiber den Cha- 
rakter der Turbulenzbewegung eines leitenden Mediums in einem Magnetfeld. 
Das liegt weniger an der Kompliziertheit des Problems, das sich einer konse- 
quenten theoretischen Behandlung widersetzt, als daran, daB experimentelle 
Daten praktisch tiberhaupt nicht vorliegen. Wie weiter unten ersichtlich 
wird, erfiillen Quecksilber und geschmolzene Metalle nicht die Bedingungen, 
die zur laboratoriumsmaBigen Untersuchung der wichtigsten Eigenschaften 
der magnetischen Turbulenz gefordert werden. Diese Eigenschaften werden 
wahrscheinlich nur unter kosmischen Bedingungen beobachtet. Die direkte 
Gewinnung von Daten iiber die kosmische magnetische Turbulenz ist jedoch 
ein auBerst schwieriges Problem der Astrophysik, von dessen Lésung wir 
noch weit entfernt sind. Gegenwartig liegen daher trotz des groBen Inter- 
esses und der grofen Zahl an Arbeiten, die sich mit der magnetischen Turbu- 
lenz befassen, nur ziemlich vereinzelte und sich zum Teil widersprechende 
Uberlegungen qualitativer Art vor oder auch Untersuchungen, die die Metho- 
den der gewohnlichen Turbulenztheorie formal auf dieses Gebiet ausdehnen. 
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Die Anwendbarkeit dieser bekannten Methoden auf ein véllig neues Gebi¢ 
ist aber in vielen Fallen umstritten. 
Verweilen wir ausfiihrlich bei den Grundfragen der magnetischen Turbulenz 
theorie. 


a) Bedingung fiir das Anwachsen eines Magnetfeldes im turbulenten M ediut| 


Das Problem der Verstarkung eines schwachen Magnetfeldes in einem turbu 
lenten, leitenden Medium ist weniger kompliziert (obwohl es auch hier, wil 
wir sehen werden, verschiedene Standpunkte gibt), da bei gentgend kleinen} 
Magnetfeld die Turbulenz den iiblichen Charakter haben muB. Tatsichlic}} 
geht ja das Magnetfeld in die Bewegungsgleichungen (1,22) des Mediums nul 
durch die in H quadratischen Glieder ein, deren Einflu8 fiir kleine H vernach 
lassigbar ist). | 
Die Kigenschaften der gewodhnlichen Turbulenz fiir groBe Reynoldszahley 
sind gut bekannt. Bewegungen in Turbulenzelementen, die bedeutend kleine! 
sind als der Fundamentalbereich, unten mit | bezeichnet, sind isotrop, un 
ihre Eigenschaften werden vollstandig durch die GréBe der Dissipierungs} 
energie ¢ pro Zeiteinheit und Masseneinheit des Mediums bestimmt. Dif 
Viskositaét ist nur fiir solche Turbulenzelemente wichtig, die von der GréBen 
ordnung des kleinsten, ,,inneren‘‘ MaBes Ay sind. Die kleine Zahl der Parameter} 
die die Kigenschaften von Turbulenzelementen bestimmen, die kleiner sing 
als der Fundamentalbereich, erlaubt einfache Dimensions- bzw. Ahnlichkeits}, 
betrachtungen. Die Relativgeschwindigkeit zweier im Abstand A(A,;<1< 


voneinander befindlicher Punkte wird gré8enordnungsmafig durch i] 


vy ~ (eA)ils (7,1) 


bestimmt. In konkreten Fallen kann man die Konstante ¢ — fiir die Praxid 


wobei v die Geschwindigkeitsinderung bei der Ausdehnung des gré8ten Turi 
bulenzelementes / ist. Der innere Mischungsweg der Turbulenz und die dafiill 
charakteristische Geschwindigkeit vy werden groBenordnungsmaBig durch 
die Ausdriicke 


/y3\Ma | 

dy. (=) und = % = (ev)'/« (7,3) 

bestimmt. | 
Wir nehmen an, in einer turbulenten, leitenden Flissigkeit entstehe auf irgend|| 
eine Weise ein schwaches Magnetfeld. Es gibt etliche Mechanismen (auf di¢| 
wir nicht naher cingehen wollen), die die Entstehung eines solchen Feldes| 


1) Strenggenommen kann der EinfluB des Feldes nur wahrend eines begrenzten, von der 
Feldstarke abhingigen Zeitraums vernachlassigt werden. Fiir groBere Zeitraume wird 
selbst der EinfluB eines schwachen Magnetfeldes wesentlich. Das igt bei der Betrachtun ! 
stationarer Prozesse besonders wichtig. a ‘ 
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durch Stréme erklaren, die durch ungleichmaBige Erwarmung auftreten oder 
durch inhomogene Bewegung des Mediums [130]. Uns interessiert das weitere 
Verhalten dieses Feldes. Wir nehmen die Flissigkeit als inkompressibel an. 
Das Verhalten des Magnetfeldes wird dann durch das Induktionsgesetz (1,20) 
beschrieben, das fiir ein inkompressibles Medium nach skalarer Multiplika- 
tion mit Hf auf beiden Seiten in der Form [s. (5,4)] 


2 

4 CHE = H(HV)» +m HAH (7,4) 
geschrieben werden kann. Wie schon oben gezeigt wurde, spielen die durch das 
erste Glied der rechten Seite ausgedriickten Induktionseffekte, die allein zu 
einem Anwachsen der magnetischen Feldenergie fiihren kénnen, die Haupt- 
rolle nur, wenn Bedingung R,, > 1 erfiillt ist. Im umgekehrten Falle tiber- 
wiegt die Dissipierungsform in (7,4), und eine Induktionsverstarkung des 
Feldes wird unméglich. Daraus folgt sofort, daB das durch die Linge A 
charakterisierte Magnetfeld nur durch die Turbulenz verstarkt wird, wenn 
die Bedingung erfillt ist 


Ry (a) =24 > 1 (7,5) 


Dabei ist v, die Turbulenzgeschwindigkeit eines Wirbels der Ausdehnung 4. 
Beachtet man die Ausdriicke (7,1) bis (7,3), so erhalt man folgendes Krite- 
rium fiir das Anwachsen des Feldes, dessen InhomogenitatsmaBstab A ist: 


A> dg ("= = UR. (7,6) 
Dabei ist Rp = vl/rm die magnetische Reynoldszahl fiir die gesamte turbu- 
lente Bewegung. Da A in jedem Fall nicht groBer als die 4uBere Turbulenz- 
lange J ist, ist R, > 1 eine notwendige Bedingung fiir die Verstaérkung 
des Feldes durch Turbulenz. In Laboratoriumsexperimenten mit Queck- 
silber ist R,, von der Ordnung 10-7 und fir fliissiges Natrium <1. Unter 
diesen Bedingungen unterdriickt die Dissipierung die Induktionseffekte, und 
man kann keine Verstarkung eines schwachen Feldes beobachten. 
Wir schatzen die Wachstumsgeschwindigkeit der magnetischen Energie ab, 
indem wir annehmen, daB R,,(A) > 1 bis zu den kleinsten Turbulenzelementen 
herab (das entspricht den Bedingungen im interstellaren Gas) und da die 
magnetische Energiedichte verglichen mit der kinetischen Energiedichte bei 
kleinsten Turbulenzelementen klein ist, d.h. H? < @ (ev)/:, Man kann dann 
die Dissipation des Feldes und die Riickwirkung des Magnetfeldes auf die turbu- 
lente Bewegung vernachlassigen. Unter diesen Voraussetzungen folgt aus (7,4) 
durch Mittelung 


(7,7) 


Vi acs i H? Ovq/0 Xn a Ovg (7) 
Ss Ne H2 CES 


Dabei ist Ovz/0 xy die raumliche Ableitung der Geschwindigkeitskomponente 
parallel zum Feld in Feldrichtung. Man sieht leicht, daB diese Abschatzung 
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der Vorstellung von der Dilatation der magnetischen Kraftlinien im turbu-| 
lenten Medium entspricht, da die auf der rechten Seite stehende GréBe die} 
mittlere Geschwindigkeit bezeichnet, mit der sich eine Strémungslinie ver 
langert. Den Hauptbeitrag zu dieser GrdBe geben die kleinsten Turbulenz-} 
elemente. Beachtet man (7,3), so erhalt man daher (v,/A) = U9/Ap ~ (e/v)'/2. Dass 
urspringliche Magnetfeld wachst daher, solange seine Energie noch klein ist 
zeitlich exponentiell mit einem Koeffizienten der Ordnung (e/y)'/: im Expo- 
nenten an: 
alee 


mm 


(7,8), 


a ist dabei eine dimensionslose Konstante der Ordnung Eins. Der exponen-4 
tielle Charakter des Anwachsens des Feldes folgt direkt aus der Linearitati 
der Induktionsgleichung in H unter der Voraussetzung, daB die Turbulenz-4 
geschwindigkeitsverteilung nicht von der Feldstarke abhangt. | 
Am starksten wachst der Teil der magnetischen Energie an, der mit den} 
kleinsten Elementen des Feldes verkniipft ist, da wegen der Turbulenzeigen-} 
schaften v,/A fir diese Elemente maximal wird. Das Feld wachst jedoch auchij 
fir gréBere Elemente an, wenn auch wesentlich langsamer [130, 120]. Die: 
Wachstumsgeschwindigkeit fiir einen Bereich 4 > 4, wird nach (7,7) durchi} 
das Verhaltnis v,/A bestimmt. Wegen (7,1) ist dieses Verhaltnis gleich (e/A2)'/s,) 
d. h. gleich der Ausdehnung des homogenen Feldteils hoch 2/3. Ist speziell |) 
Ym > v und die Bedingung (7,6) fiir kleinste MaBstiibe nicht erfiillt, so ist ein) | 
Wachstum des Feldes nur fiir Elemente mit R,,(A) > 1 méglich. Die Wachs-. 
tumsgeschwindigkeit wird durch das Verhaltnis v,/A fiir die kleinsten dieser} 
Elemente bestimmt. 
Das Anwachsen des Feldes in einem turbulenten, leitenden Medium wurde 
erstmalig von BATCHELOR[J2] untersucht. Da seine Schliisse in etlichen Punk- | 
ten von unseren oben angefiihrten wesentlich abweichen, werden wir hier 
etwas ausfihrlicher. BATCHELOR ging von der Analogie zwischen der Induk-|| 
tionsgleichung und der Wirbelgleichung w = 1/2 rot » der gewohnlichen | 
Hydrodynamik aus. Letztere kann ahnlich wie (7,4) fir inkompressible } 
Flissigkeiten auch in der Form 


1 dw? | 
3 ar =o (w/)v + rw8Aw (7,9) 


geschrieben werden. Fiir homogene Turbulenz folgt daraus eine Beziehung |} 
fiir das mittlere Wirbelquadrat : 


1 dw? As 


3 ae = wW Ox~ —— (V @;)?. (7,10) 


Das erste Glied der rechten Seite von (7,10) driickt den gewohnlichen Mecha- | 
nismus des Anwachsens der Turbulenzwirbel infolge der Dilatation der Wir- || 
belrdhren aus. Dieser Mechanismus fallt mit dem Anwachsen der magnetischen | 
Feldstarke durch Dilatation der Kraftlinien zusammen... Der Versuch zeigt, | 


daB bei der gewéhnlichen Turbulenz immer jw? 00/0 Ly > ONst. AuBerdem | 
sind fiir groBe R beide Glieder der rechten Seite von (7,10) groB gegen ihre | 
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Differenz, d.h. dieDampfung der Wirbel durch die Viskositat wird naherungs- 
weise durch das Anwachsen infolge der Dilatation der Wirbelfaden kompen- 
siert. 

Bine (7,10) analoge Gleichung fiir das mittlere Quadrat der Feldstarke kann 
aus (7,4) unter der Annahme abgeleitet werden, da8 infolge der Turbulenz- 
yermischung das Magnetfeld schnell statistisch homogen iiber den ganzen 
Raum verteilt wird (und eine stationare, zufallige Funktion der Koordinaten 
wird): 


— om (V Hi)? (7,11) 


BATCHELOR macht folgende wichtige Annahme: Die statistischen Verteilungen 
yon w und H sind (bis auf ihre Absolutwerte) gleich oder werden wenigstens 
wihrend einer Zeit gleich, die klein ist gegen die Zeit, in der sich das mittlere 
Quadrat des Feldes wesentlich andert. Wenn man (7,10) und (7,11) ver- 
gleicht, folgt fir », =v, daB bei stationdarer Turbulenz beide Glieder der 


rechten Seite von (7,11) einander kompensieren’). Fir »,, > tberwiegt die 


Dissipation, und das Feld wird ausgeléscht. Fir v, < ¥ tiberwiegt die In- 
duktionsverstarkung des Feldes. Die Bedingung fir das Anwachsen des 
Feldes durch Turbulenz ist also nach BATCHELOR 


Pails . (7,12) 


Diese Bedingung unterscheidet sich von der oben angegebenen Bedingung 
(7,6). Sie fallt mit dieser nur dann zusammen, wenn der MaBstab der Inhomo- 
genitaten des Magnetfeldes mit der inneren Turbulenzlange zusammenfallt, 
oder anders ausgedriickt, wenn das mittlere Feld fir Ausdehnungen groBer A, 
vernachlassigbar klein ist. Im allgemeinen Fall ist das Kriterium von BATCHE- 
LOR, indem keine charakteristische Lange fiir die Inhomogentitaten des Feldes 
enthalten ist, nicht anwendbar. Tatsachlich ist fur groBe Bereiche der Hin- 
fluB der Jouleschen Dissipation kleiner, und das Feld wachst schon unter 
der weniger scharfen Bedingung (7,6) an. 

BATCHELOR nahm an, daB die Bedingung (7,12) fiir ein beliebiges anfangliches 
Feld giiltig ist. Seine Argumentation zur Ahnlichkeit der statistischen Eigen- 
schaften von H und w beruht auf der Annahme, daB das Auseinanderziehen 
der magnetischen Kraftlinien magnetische Energie von Pulsationen von H 
im groBen Ma8stab in solche von kleinem MaBstab tiberfihrt und auf diese 
Weise die Verteilungen von H und @ einander annaihert. Zu dieser Annahme 
mu man jedoch bemerken, daf wegen der Linearitat der Induktionsglei- 
chung beziiglich H kein Ubergang der magnetischen Energie von groBen MaB- 
staben in kleine stattfindet. Die mit kleinen MaBstiben verkniipfte magne- 


1) Unter entsprechenden Randbedingungen der Turbulenzgeschwindigkeit und des 
Magnetfeldes wiirde das Stationaritat der Turbulenz sowie auch des Magnetfeldes be- 
deuten. Wir betonen jedoch, daB man im stationaren Zustand die Riickwirkung des 
Magnetfeldes auf die Turbulenz nicht vernachlassigen kann (s. vorhergehende FuB8note) 
Das Verhalten von H und » fallt daher schlieBlich selbst in dem giinstigsten Fall, daB das 
anfangliche Magnetfeld tiberall proportional der Wirbelstarke sowie” und 7p ist, nicht zu- 
sammen. 


492 S. I. SyROVATSKIJ 


Mediums im kleinen MafSstab. Andererseits- kann die Energie der makrosky 
pischen Inhomogenitaten des Feldes nur infolge der Dissipation oder dur 
Ubergang von magnetischer Energie in kinetische Energie des Mediums aj 
nehmen. Der letzte Mechanismus erméglicht einen indirekten Ubergang vé 
makroskopischer magnetischer Energie in mikroskopische tiber die kinetisc}} 
Energie des Mediums. In dem hier betrachteten Fall ist dieser Ubergai} 
jedoch schon deshalb nicht moglich, weil das Feld als schwach angenomm#¢) 
wurde und deshalb nicht auf die Bewegung des Mediums einwirkt. Dies} 
Verhalten des Magnetfeldes bei turbulenter Bewegung unterscheidet sii 
wesentlich von dem Verhalten der Wirbel. Die von BATCHELOR gemachi# 
Annahme iiber das schnelle Angleichen der Verteilungsfunktionen von Fef 
und Wirbeln trifft also in Wirklichkeit nicht zu. 
Formal tritt dieser Unterschied in der nicht vollstandigen Analogie df 
Gleichungen fiir die Wirbel und die magnetische Feldstarke auf. Die Analog! 
wirde ausreichen, wenn die Abhangigkeit der Wirbel von der Geschwind 
keit nur durch Gleichung (7,9) beschrieben wiirde. Das ist aber tatsachlit 
nicht der Fall. Die Wirbelverteilung ist kinematisch direkt mit der Geschwi! 
digkeitsverteilung durch die Beziehung w = rotv/2 verkniipft. Das fih 
zur Nichtlinearitét der Wirbelgleichung (7,9) und zu den damit verkniipft¢ 
Ubergangsprozessen von Wirbeln aus groBen MaBstiben in kleine. Die} 
Uberginge sind eine wichtige Eigenschaft der gewéhnlichen Turbulenz. F 
das Magnetfeld fehlt eine derartige zusatzliche Verkniipfung mit der G 
schwindigkeit. Folglich gibt es auch keine Ubergange von magnetischy 
Energie eines Mafstabes in einen anderen. Das Verhalten eines unregelmaf 
gen, chaotischen Magnetfeldes unterscheidet sich also wesentlich von de} 
eines turbulenten Geschwindigkeitsfeldes, was haufig bei den Versuchen, eit} 
Theorie der magnetischen Turbulenz aufzustellen, nicht beachtet wird. 


b) Problem des stationéren Zustandes 


Eine wichtige Frage der Theorie der magnetischen Turbulenz ist das Probles 
des stationéren Zustandes, d.h. die Beantwortung der Frage: Wie lang 
wachst die magnetische Feldenergie in der oben betrachteten Weise an, wer} 
die die Turbulenz verursachende auBere Wirkung unverandert fortdauert| 
Diese Frage ist bis jetzt noch nicht gelést worden [13]. Es gibt zwei wesentlid} 
verschiedene Standpunkte. Aber gegen beide lassen sich ernsthafte Einwandf 
erheben. | 
Die von BATCHELOR [12, 13] gemachte Annahme besagt, da8 das Anwachse| 
der magnetischen Feldenergie so lange dauert, bis die mittlere magnetiscl 
Energiedichte nicht mehr mit der kinetischen Energiedichte fiir sehr kleir 
Turbulenzma8stabe vergleichbar ist. Da letztere wegen (7,3) gleich o(er)}} 
ist, so gilt nach BATCHELOR im stationaren Zustand | 
ihe v? ’ 

Ba Te lenin = YS tlle 
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Dieser Zustand wird in einer Zeit erreicht, die gréBenordnungsmaBig durch 
den aus (7,8) folgenden Ausdruck 


/ Is 1, 
nie (Z) in owe ler) (7,14) 
é He 


gegeben ist. Die Hypothese von BATCHELOR beruht auf der oben unter- 
suchten formalen Analogie zwischen den Gleichungen fiir die Wirbel und die 
magnetische Feldstarke sowie auf der Annahme iiber die gleichen statistischen 
Rigenschaften von w und H. Wie oben bereits erwahnt, ist die Analogic 
zwischen den Wirbeln und der Feldstarke nicht vollstandig. Auch die Vor- 
stellung itiber das Zusammenfallen ihrer statistischen Eigenschaften erweist 
sich bei naherer Betrachtung als nicht richtig. Praktisch bedeutet dies, dah 
die Annahme von BATCHELOR das Anwachsen des Feldes in TurbulenzmaB- 
staben, die groBer als der innere sind, ignoriert. Da die zu einer Bewegung in 
diesen MaBstaben gehorige kinetische Energie gré8er als der durch (7,13) 
gegebene Ausdruck ist, ist nicht einzusehen, warum die mittlere magnetische 
Energie nicht auf Werte, die gréBer als die in (7,13) angegebenen sind, an- 
wachsen sollte. 


 Gegenwirtig ist die Hypothese sehr verbreitet, daB die Energie bei der ma- 


gnetischen Turbulenz im stationaren Zustand gleichmaBig auf den magne- 
tischen und den kinetischen Anteil verteilt ist (s. z. B. (61, 120, 57)). Da die 
kinetische Turbulenzenergie hauptaschlich mit sehr groBen MaBstaben der 
Turbulenz verbunden ist und groBenordnungsmafig gleich gv?/2 ist, wobei v 
die Pulsationsgeschwindigkeit ist, so gilt nach dieser Hypothese im statio- 
naren Zustand 


a 75 pea (7,15) 


Das Verhaltnis der Abschatzungen (7,13) und (7,15) wird dann gréBenord- 
 nungsmaBig gleich 


v2 vl\"/2 
peetiee Werd Gt) ies as 7,16 
(ev)'!s | ) Man 


also fiir das interstellare Gas, wo R ~ 10° ist, sehr groB. 

Diese Hypothese st6B8t auch auf ernsthafte Schwierigkeiten. Tatsachlich tiber- 
steigt die der Bedingung (7,15) geniigende magnetische Feldenergie um ein 
Vielfaches die kinetische Energie der mikroskopischen Pulsationen. Das be- 
deutet, daB die Maxwellschen Spannungen des magnetischen Feldes die hydro- 
dynamischen Krafte, die die Bewegung in kleinen TurbulenzmaBstaben her- 
yorrufen, bedeutend iiberwiegen und daher die Bewegung in diesen Be- 
reichen vollstaindig bestimmen. Wenn man die Bewegungsgleichung (1,22) 
fir das Medium betrachtet, so folgt aus der Bedingung (7,15), daB die Span- 
nungen des magnetischen Feldes im Mittel die Wirkung des nichtlinearen 
Tragheitsgliedes(v/)v kompensieren. Mit diesem Glied ist der fiir die turbu- 
lente Bewegung grundlegende ProzeB der Ubertragung von kinetischer Ener- 
gie von groBen BewegungsmaBstaben in kleine verknipft. Bereits wenn die 
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magnetische Feldenergie mit der kinetischen Energie der Flissigkeit vi 
gleichbar wird, kann man also nicht mehr von turbulenter Bewegung im i 
lichen Sinne reden. Das Magnetfeld unterdriickt die Bewegung im klei 
Bereich und stért daher den normalen DissipationsprozeB der Energie I} 
der stationaren Turbulenz. Um einen stationéren Zustand zu erhalten, || 
also bei konstantem Energiezuflu8 von auBen irgendein anderer Energ} 
DissipationsprozeB notig. 

Wenn also die Hypothese der Gleichheit von magnetischer und kinetise 
Energie der Wirklichkeit entspricht, so wird man unvermeidlich zu de 
Schlu8 gefiihrt, daB das Magnetfeld die turbulente Bewegung wesentli| 
verandert oder sie sogar vollstandig unterdriickt. | 
Dieser SchluB folgt auch aus den in Abschnitt 6 durchgefiihrten Stabilitai 
untersuchungen fiir die Bewegung eines leitenden Mediums im Magnetfe} 
Stabilitatsfragen haben eine direkte Beziehung zur magnetischen Turbulea}, 
da sich die Turbulenzbewegung bekanntlich aus der Instabilitat irgendeiny 
laminaren Stromung entwickelt. AuBerdem kann der fir die turbulente H 
wegung grundlegende Ubertragungsmechanismus der Energie von maki 
skopischen Bewegungen in mikroskopische auch als Instabilitat der mak1 
skopischen Bewegung, die zur Entstehung einer mikroskopischen Beweguy 
fihrt, ausgelegt werden. Denn formal werden sowohl die Energietibertragud 
in den mikroskopischen Teil des Turbulenzspektrums wie auch die Instabi 
tat durch dasselbe nichtlineare Glied (v//)v der Navier-Stokesschen Gli 
chung hervorgerufen. i 
Die Untersuchung der Stabilitét einer tangentialen Sprungflache und di 
anderen oben betrachteten Strémungen zeigte, daB das Magnetfeld die 
wegung des leitenden Mediums stabilisierte und folglich auch die Ausbildu} 
der Turbulenz erschwert. In [84] wird die entgegengesetzte Behauptung g 


gilt [s. Gleichung (1,51)]. Diese Aussage beruht aufeinem MiBverstandnis. DI 
Erhaltungssatz fiir Wirbel 14Bt keine Schliisse tiber die Stabilitat zu: In i 
gewohnlichen Hydrodynamik gewahrleistet das Erfiilltsein dieses Satzes nic} 
die Stabilitat einer Strémung. Andererseits zeigen die Untersuchungen, al 
in allen bisher betrachteten Fallen das Magnetfeld die Stabilitat der Bewegull 
nur vergroBert hat. | 
Nach der Bedingung (6,26) stabilisiert ein longitudinales Magnetfeld ein)j 
tangentialen Sprung, wenn seine Energiedichte gré8enordnungsmaBig gleiil 
oder gréBer ist als die kinetische Energiedichte des Mediums. Da eilf 
Glattung des Geschwindigkeitsprofils offensichtlich die Stabilitat nur v4 
groBern kann, bleiben diese Abschatzungen auch noch fir nicht sprunghaft| 
sondern mehr ausgeglichene Veranderungen, also ein Geschwindigkeitspra| 
giltig. Diese Abschatzung folgt auch direkt aus qualitativen energetisch\| 
Betrachtungen. Wenn die charakteristische Geschwindigkeit der Pulsation(| 


der Wellenlange 4 durch die Beziehung (7,1) ausgedriickt wird, so kann mj 
die Behauptung aufstellen, da8 das Magnetfeld die Turbulenz unterdriic 


1) Analoge Annahmen werden in [85a] gemacht. bik 
Mat, ys 
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oder sie wenigstens nicht isotrop macht fiir alle Bereiche, die der Bedingung 


ovr syiteen Ae 
~ ee 
oe AA ai res (7,17) 


genugen. 


Diese Uberlegungen stimmen gut mit den vorliegenden Experimenten tiber 


die Str6mung von Quecksilber in Réhren und rechtwinkligen Kanalen im 
transversalen Magnetfeld iiberein. Die in [75] und [113, 114] durchgefiihrten 
Experimente zeigen, daB die VergréBerung des transversalen Magnetfeldes 
bei der turbulenten Bewegung anfangs zur VergréBerung des Druckgradienten 
fiihrt, der den konstanten Fliissigkeitsverbrauch aufrechterhalt. Dann wachst 
der Druckgradient proportional M/R, wobei M der dimensionslose Parameter 
(6,32) ist. Das ist in guter Ubereinstimmung mit den in [74] fiir die laminare 
Strémung im transversalen Feld erhaltenen theoretischen Resultaten. Das 
bedeutet eine Unterdriickung der Turbulenz und einen Ubergang vom Turbu- 
lenz-Widerstand zum laminaren Widerstandsgesetz.. Nach [114] tritt fir 
900 M > R laminare Strémung auf. Die Stroémung wird dabei bis zu den 
maximal im Experiment auftretenden Werten R = 10° stabilisiert. Da der 
Ubergang von der Turbulenzbewegung zu der laminaren fir alle benutzten 
Werte von R nur durch das Verhaltnis M/R bestimmt wird und nicht direkt 
von R abhangt, kann man natiirlich annehmen, daB dieser Ubergang durch 
einen nicht von den charakteristischen GroBen » und v,, der Flissigkeit ab- 
hangenden, dimensionslosen Parameter bestimmt wird. Dieser Parameter ist 


FAN ecrres cpt abs: 
RV) vV4r0— 


Man sieht leicht, daB Q2 das Verhaltnis der magnetischen Energie des Systems 
zu seiner kinetischen Energie ist. Da der Ubergang zur laminaren Stromung 
nach [114] bei Quecksilber fiir M/R > 1/900 erfolgt, wobei fir Quecksilber 
y/¥m = 1,5 - 10°’ ist, so ist der einer vollstandigen Unterdriickung der Turbu- 
lenz bei Strémung im Querfeld entsprechende kritische Wert des Parameters 


Q : Qur = 1/900 V1,5 - 107 ~ 3. Dieser Wert stimmt innerhalb einer Gr6oBen- 
ordnung mit der oben (7,17) angegebenen Abschatzung fiir den das Magnetfeld 
stabilisierenden Wert iiberein. Man mu8 diese Ubereinstimmung als be- 
friedigend ansehen, da hier einmal statt einer tangentialen Sprungfliche ein 
Querfeld in Erscheinung tritt und da zweitens der fir den Parameter Q er- 
haltene Wert einer vollstandigen Unterdriickung der Turbulenz entspricht, 
die offenbar unter viel scharferen Bedingungen erfolgt als das Auftreten von 
Turbulenz infolge Instabilitat. Sowohl die theoretischen Betrachtungen wie 
auch die Ergebnisse der vorliegenden Experimente zeigen also, daB unter der 
Bedingung Q > 1 magnetische Turbulenz nicht méoglich ist. 


Q (7,18) 


c) Zweidimensionale Turbulenz 


Im Zusammenhang mit den Verstarkungsproblemen des Magnetfeldes im 
turbulenten Medium besitzen die Arbeiten [139, 132] ein besonderes Inter- 
esse. In ihnen wird das Verhalten von Magnetfeldern in inkompressiblen 
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leitenden Flissigkeiten bei zweidimensionaler Turbulenzbewegung unter 
sucht. Im allgemeinen ist es nicht offensichtlich, daB die gewohnlichen Vor} 
stellungen von der Turbulenz auch auf den zweidimensionalen Fall ubertray 
gen werden kénnen. Es ist jedoch wichtig, daB man Verstarkungsproblemq 
des Magnetfeldes bei zweidimensionaler Bewegung fiir ganz allgemeine, be: 
liebige Geschwindigkeitsfelder untersuchen kann und dabei zu strenge 
Resultaten gelangt. | 
Wir gehen ausfiihrlich auf ebene zweidimensionale Bewegungen ein, bei dene} 
die Geschwindigkeit von. einer der Koordinaten, etwa z, unabhangig ist, als¢ 
in der (x, y)-Ebene liegt [132]. Man iiberzeugt sich dann leicht, dal 
der Verstarkungsmechanismus nicht die zur Bewegungsebene senkrechtd 
Komponente des Magnetfeldes beeinfluBt. Diese Komponente kann durcl 
‘Dissipation infolge der endlichen Leitfaihigkeit des Mediums nur abnehmeny 
Tatsachlich finden wir bei der zweidimensionalen Bewegung fiir die Feld! 
komponente H, aus (5,1) ) 


aH ) 

aL -+ oV H, = %%4AH,. (7,19) 
Diese Gleichung ist der Warmeleitungsgleichung im bewegten Medium analo. | 
Aus ihr folgt, daB bei Abwesenheit auBerer Felder H, an der Begrenzung dey 
betrachteten zweidimensionalen Gebiets H, im Laufe der Zeit auch im In 
nern gegen Null strebt. H, ist also weiterhin uninteressant und wird gleick 
Null gesetzt. | 
Verwendet man die Beziehung H = rot A, so kann man das Induktionsge 
setz in eine Gleichung fiir das Vektorpotential Y des Magnetfeldes umformen: 

aA | 

Oe = [vrot A] + mAA. (7,20 


Der beim Ubergang von (5,1) zu (7,14) auftretende Gradient einer willkiir} 
lichen Funktion kann durch eine entsprechende Kichtransformation beseitigy 
werden. Fir das uns interessierende zweidimensionale Magnetfeld (H, = 0 
kann das Vektorpotential in der Form A = (0, 0, A) gewahlt werden, so dal 


OA OA 
H=(5. —g5 0), =A} (7.24 


gilt. Wegen (7,20) geniigt A der folgenden Gleichung 


ry yoR + (vV) A =mA A. (7,224 
Diese Gleichung bedingt, genauso wie (7,19) fiir H,, eine Abnahme von A} 
wenn an den Grenzen des Gebiets A = 0 ist (Fehlen eines éuBeren Feldes)} 
Tatsachlich finden wir, wenn wir (7,22) mit A multiplizieren, iiber den ganzerj 
Raum integrieren und wegen des Fehlens aufserer Felder die Oberflachen) 
integrale weglassen 


aad 


eT aoe —%m [ (VAP dV = — mq | HRV. (7,23) 


: 


Ss 
TSN 
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Daraus folgt, daB A? solange monoton abnimmt, bis das Magnetfeld im 
ganzen Raum Null wird. Das bedeutet, daB ein stetiges Anwachsen des Feldes 
oder ein Stationarwerden im Mittel fiir eine zweidimensionale Bewegung 
niemals méglich ist. Dieses Ergebnis ist im wesentlichen nur eine andere 
Formulierung der in Abschnitt 5 bewiesenen Unméglichkeit eines zwei- 
dimensionalen stationéren Dynamos. 
Die monotone Abnahme von A? bedeutet noch nicht, daB auch H? monoton 
abnimmt. Da H? = (VA)? ist, so kann das Magnetfeld trotz der Abnahme 
von A anwachsen, namlich, wenn der Gradient von A infolge kraftiger Ver- 
mischung durch Turbulenz anwachst. Das Anwachsen des Gradienten von A 
ist jedoch durch die Dissipation begrenzt, und schlieBlich wird (VA)? genau 
wie A selbst abnehmen. Das Anwachsen des Feldes ist also nur im Anfangs- 
stadium des Prozesses méglich unter der Bedingung, daf das urspriingliche 
Feld hinreichend homogen ist. Den Maximalwert des Feldes und die Zeit, in 
der er erreicht wird, kann man folgendermafen abschatzen [132]: Angenom- 
men, das urspriingliche Feld wird durch eine Lange A, die gréBer als der 4uBere 
Turbulenzparameter / ist, und durch eine Amplitude A, des Vektorpotentials 
charakterisiert 
A 

Hy = ra : 
Die Zeit fir den makroskopischen Ausgleich des Feldes durch die Turbulenz- 
yermischung kann durch die Turbulenzzahigkeit vu ~ lv ausgedriickt 
werden — v ist die Pulsationsgeschwindigkeit —: 


Pe iti (7,24) 
Veurb Ly 


Nach Ablauf dieser Zeit wird H? = (V A)? nur abnehmen. Daher folgt aus 
Gleichung (7,17) 


oder 
YH? ~ VRn Ho» (7,25) 


wobei Rm = vil/vm die magnetische Turbulenzzahl ist. Das Anwachsen des 
Feldes bei zweidimensionaler Turbulenz erfolgt also nur wahrend der Zeit t 
und nur, wenn die Bedingung Rm > 1 erfullt ist. Das stimmt mit der oben 
erhaltenen notwendigen Bedingung fir die Verstarkung eines Magnetfeldes 
im turbulenten Medium iiberein. 

Ein analoges Resultat wurde in [139] erhalten, wo magnetische Turbulenz 
bei einem zylindersymmetrischen Problem untersucht wurde: Das Feld und 
die Turbulenzgeschwindigkeit liegen auf Ebenen durch die Symmetrieachse. 
Die Ergebnisse dieser Arbeit beziehen sich auch nur auf die zweidimensionale 
Bewegung, obwohl das in dieser Arbeit nicht besonders betont wurde. Tat- 
sichlich geht der Autor von der Annahme aus, da8 das Anwachsen des Feldes 
infolge der ungeordnetenVerwirrung der Kraftlinien unvermeidlich mit einer 
Verminderung des InhomogenitatsmaBstabes des Feldes verbunden ist und 
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daher auch mit einer Zunahme der Dissipation, die schlieBlich das Anwacl]| 
sen des Feldes beschrankt. Der in dieser Arbeit untersuchte ProzeB ist schij 
matisch in Bild 9 dargestellt. / ist dabei der urspriingliche MaBstab des Feldi 
und d der Mafstab seiner Inhomogenitaten infolge der Verwirrung der Kraft 
linien. Die Uberlegungen des Autors sind nur fiir die zweidimensionale Turbt 
lenz richtig, da bei der dreidimensionalen Turbulenz das Feld auch ohne Veq 
minderung seiner MaBstaébe anwachsen kann, d.h. auch ohne entsprecher 
verstarkte Dissipation, wie man aus Bild 10 leicht sehen kann. AuBerder 
ist fir die reale dreidimensionale Turbulenz auch die EHinfihrung eing 
»,Turbulenz-Leitfahigkeit’ nicht tberzeugend, die nach [139, 48] zu eine} 
stérkeren Dissipation des Magnetfeldes im turbulenten Medium fihr e| 
sollte. Die Behauptung, daB das Anwachsen des Magnetfeldes bei der turb | 
lenten Bewegung durch reine Dissipationsprozesse beschrankt wird, ist als} 
nur fiir zweidimensionale Bewegungen richtig und kann nicht auf die rea 


ee | 


dreidimensionale Turbulenz ausgedehnt werden. Man hat hier dieselbe Situa 
tion wie bei der Wechselbeziehung zwischen dem zweidimensionalen uni 
dem dreidimensionalen Dynamo. Man kann natiirlich nicht annehmen, da 
die unter der Voraussetzung hoher Symmetrie des Magnetfeldes und des Get 
schwindigkeitsfeldes erhaltenen Ergebnisse auch auf die chaotische, drei} 
dimensionale Turbulenz des Magnetfeldes angewendet werden kénnen. 


d) Anwendung der Methoden der Theorie homogener, isotroper Turbulenz in de4 
Magnetohydrodynamik 


Neben den oben dargelegten halbquantitativen Betrachtungen zur magne} 
tischen Turbulenz gibt es viele Arbeiten, in denen die Methoden der gewohny 
lichen Turbulenztheorie auf die magnetische Turbulenz angewendet werde | 
Hierher gehéren vor allem (24, 25, 104]. In ihnen werden Tensorgleichunger| 
der Korrelationen von Geschwindigkeit und magnetischer Feldstarke an zwel 
Punkten einer inkompressiblen Flissigkeit unter der Voraussetzung abge}l 


leitet, daB die magnetische Turbulenz homogen und isotrop ist. Analog 


Medien verwendet. Wie in der gewdhnlichen Turbulenztheorie kann ma 
mit dieser Methode kein abgeschlossenes Gleichungssystem erhalten, da dig 
Zahl der unbekannten Korrelationen starker als die fiir diese Korrelationen 
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der gewohnlichen Hydrodynamik. Eine Losung kann nur bei volliger Ent- 
artung der Turbulenz erhalten werden, wenn die Reynoldszahl klein ist und 
die nichtlinearen Glieder in den Bewegungsgleichungen vernachlassigt wer- 
den kénnen [104, 88, 97]. Das Endstadium dieser Entartung der magnetischen 
Turbulenz bei Anwesenheit eines homogenen, duBeren Magnetfeldes wird 
in [97] in linearer Naherung behandelt. Dabei zeigt sich, da die Tur- 
pulenz eine stark ausgepragte Anisotropie besitzt: Die Harmonischen der 
Turbulenz mit Wellenzahlvektoren in Richtung des auBeren Feldes nehmen 
bedeutend starker ab als die iibrigen Anteile. In dieser Arbeit wird auch der 
Einflu8 der Corioliskraft untersucht, wenn die magnetische Turbulenz in 
einem rotierenden Koordinatensystem stattfindet. 

In [98] wird die Erzeugung von Schallwellen bei isotroper magnetischer 
Turbulenz untersucht, sowie auch die Anregung von magneto-akustischen 
Wellen und magnetohydrodynamischen Wellen bei Anwesenheit eines kon- 
stanten auBeren Magnetfeldes. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Korre- 
lationen vierter Ordnung durch Korrelationen zweiter Ordnung ausgedrickt 
werden kénnen. Bei den Korrelationen zweiter Ordnung wird dann einfach 
eine GauBsche Abhangigkeit vom Abstand vorausgesetzt. Unter diesen Vor- 
aussetzungen fand man, daB die Erzeugung von Schallwellen bei der ma- 
gnetischen Turbulenz wesentlich starker zunimmt als bei der gewohnlichen. 
Das Ziel der Arbeit war, zu zeigen, da cine Erwaérmung der Sonnenkorona 
durch Schallwellen, die infolge Turbulenz in der Konvektionszone erzeugt 
wurden, méglich ist. 

CHANDRASEKHAR [36] gelang es, ein abgeschlossenes Gleichungssystem fiir 
die Korrelationstensoren bei isotroper magnetischer Turbulenz aufzustellen, 
indem er sie als Mittel aus den Produkten der Geschwindigkeiten oder magne- 
tischen Feldstarken an zwei verschiedenen Punkten zu verschiedenen Zeiten 
berechnete. Die von CHAN DRASEKHAR benutzten instantanen Korrelationen 
und die gemachte Voraussetzung, da8 die Korrelationen vierter Ordnung 
durch Korrelationen zweiter Ordnung ausgedrickt werden k6nnen, ermog- 
lichten es, die oben erwahnten Schwierigkeiten der Unvollstandigkeit des 
Systems zu tiberwinden. Diese Lésung des Problems ist jedoch in bekanntem 
Sinne nur eine scheinbare, da die Anfangsbedingungen zur Bestimmung der 
Korrelationen in verschiedenen Zeitpunkten gerade die unbekannten in- 
stantanen Korrelationen sind. 

Fine zweite Methode in der Theorie der Turbulenz, die in [81, 82] und spater 
in [37] auf die isotrope magnetische Turbulenz angewendet wurde, besteht 
in einer Aufstellung von Gleichungen fur die Spektraldichte der kinetischen 
und der magnetischen Energie. Dabei werden die nichtlinearen Effekte 
naherungsweise durch gewisse phanomenologische Glieder beriicksichtigt, die 
intuitiv unter Beachtung der nétigen Dimensionsbedingungen gewahlt 
wurden. Schon in der gewohnlichen Turbulenztheorie fihrt diese von OBU- 
CHov und HEISENBERG unabhangig entwickelte Methode zu wesentlichen 
Abweichungen vom Experiment. Bei der magnetischen Turbulenz ist die 
Willkiir in der Wahl der nichtlinearen Glieder wegen der vielen méglichen 
Parameter gleicher GréBenordnung noch gréBer. In [82] und [37] werden 
speziell zwei verschiedenene Ausdriicke fiir die nichtlinearen Glieder postuliert. 
Die Ergebnisse dieser Arbeiten sind auch wesentlich voneinander verschieden. 
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Diese Willkiir in der Wahl der Gestalt der nichtlinearen Glieder in den 
Gleichungen fiir die Spektralfunktionen nimmt dieser Methode jegliche 
Glaubwiirdigkeit, um so mehr, als es gegenwartig keine Moglichkeit gibt, 
irgendeine Folgerung aus diesen Theorien experimentell nachzupriifen. 
Zu den oben betrachteten Arbeiten, in denen Methoden der gewohnlichen 
Turbulenztheorie auf die magnetische Turbulenz angewendet werden, 
mussen noch folgende allgemeine Bemerkungen gemacht werden. Diese Ar- 
beiten beruhen wesentlich auf der Voraussetzung, daB es keine prinzipiellen 
Unterschiede zwischen der gewdhnlichen und der magnetischen Turbulenz 
gibt. Insbesondere wird angenommen, daB der natiirliche Bewegungszustand 
in Bereichen, die kleiner als der Fundamentalbereich sind, ein Zustand lokaler 
Isotropie ist. Oben hatten wir aber gesehen, daB das Magnetfeld die Turbu- 
lenz unterdriickt oder wenigstens zu einer Anisotropie in allen MaBstaben 
fiihrt, deren kinetische Energie klein gegen die magnetische Energiedichte 
ist. Dadurch wird die Analogie zwischen der gewohnlichen und der magne- 
tischen Turbulenz duBerst zweifelhaft, und man braucht vermutlich quali- 
tativ véllig neue Vorstellungen. 

Ubersetzt von H.-W. Streitwolf 
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Atomic energy levels shifts in hydrogen-like atoms 
A. PETERMANN 
CERN. Theoretical Study Division, Geneva (Switzerland) 


I. Introduction 


One of the puzzling problems in the past few years has unquestionably been 
the so-called “1/, Megacycle discrepancy” existing between the experimental 
and the theoretical Lamb-shifts for hydrogen and deuterium. It might seem 
rather strange that the high precision measurements of these level-shifts 
which confirmed the success of quantum electrodynamics had, at the same 
time, raised doubts as to the validity of that theory. But this situation is not 
so surprising if one considers that the Lamb-shift itself is a very small part 
of the binding energy of the 2 S atomic electron in hydrogen; therefore the 
agreement of one in 10° parts of this binding energy between theory and 
experiment represents an indisputable success for the efforts made by men 
in trying to understand nature. And just because this agreement is so good 
one immediately puts questions as to whether it could not be better and why; 
the experimental error was 0.1 Mc/s, the theoretical uncertainty amounted 
to 0.15 Mc/s, whereas the theory deviated from experiment by 0.7 Mc/s. As, 
from these considerations, it was in principle possible to reach a still better 
coincidence of the two values, it was quite natural to wonder why such a 
powerful tool as quantum electrodynamics failed to solve the 1/, Mc dis- 
agreement. 

The most tempting explanation has been, of course, to make the next term 
in the fine structure expansion responsible for this. But the hypothetical 
agreement obtained this way for the hydrogen and deuterium atoms would 
increase the Lamb-shift in single ionized helium by an amount of about 
30 Mc/s and destroy the agreement — inside the error limits — between 
theory and experiment which exists for the helium ion without taking into 
account the next order term. 

Second, one might feel that some structure effects of the nucleus had not 
been accounted for correctly. Here again, one could easily see that such 
structure effects would be of different magnitude for hydrogen and deu- 
terium, whereas the measured difference of the Lamb-shift for these two 
atoms is well explained by the theory, inside the limits of error*). 


1) Since the experiments on proton-electron scattering at high energies have been per- 
formed, these structure effects have been evaluated quite well and confirmed therefore 
the feeling one had for the last few years. 
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Three other kinds of explanation were still possible: 
a) the possibility of some systematic error in the measurements which wer 
done always by the same method. 
b) the possibility of a computational error in the elaborate fourth orde 


corrections. 


c) a breakdown of the theory. 


The third possibility was certainly the most exciting from the point of vie 
of the fundamentals of the theory. Nevertheless, one knows by now tha} 
b) was at the origin of the discrepancy. This came out in the followin} 
manner: at the end of 1956, the results of new measurements of the proto} 
magnetic moment in “Bohr magnetons” units were published. Combine} 
with the very accurately known ratio of the magnetic moment of the electro; 
to that of the proton, they gave a value for the electron magnetic momen} 
from which the theoretical one deviated far outside the limits of exper} 
mental error although it had been in agreement with previous measurement 
Moreover, the fourth order magnetic moment was, together with the fourt# 
order radiative shift, the only correction to the Lamb-shift for which thy 
original computations had never been checked by an independent calculatior 
It was thus soon observed that the removal of the magnetic moment discréf 
pancy would be such as to remove simultaneously the 1/, Mc deviation of th 
shift. Three independent checks of the original magnetic moment caleulej 
tion were done at once, all agreeing together but differing from the origin} 
value by the expected order of magnitude and direction. | 
In addition to the value of the anomalous magnetic moment of the electro} 
which can be considered as a separate problem in itself, all fine structu | 
effects in the hydrogen-like atoms had to be recomputed. The present agre¢ 
ment of the new values evaluated to the fourth order with the experimenta} 
data available is so complete that it convinced the author of the necessitd 
of a detailed publication on these electrodynamical observables, compili 
the last numerical data. It is doubtless that such a review will remain up-tq 
date for a great many years. If the experimental data on the fine structu 
could certainly be refined by an order of magnitude in the near future, t 
progress to be achieved to improve the theoretical situation to the ne 
order in the fine structure constant is so enormous that one can actuall} 
doubt whether it will ever take place. 

The next section will be devoted to the anomalous magnetic moment of t 
electron. Its close connection with the 1/, Mc discrepancy justifies its inclusio 
in this paper, mainly concerned with the fine structure. Moreover, the refine 
measurement of this quantity would provide a nice confirmation, perhaps th] 
cleanest, of the predictions of quantum electrodynamics. A brief referend 
to the magnetic moment of the “-meson will be made in this connection. | 
The third section will show the influence of the new magnetic moment anq 
maly taken as auxiliary variable on the fundamental constants computed 
least-squares adjustment. 

In the fourth section, a detailed examination will take place of-the fine-stru 
ture data for hydrogen and deuterium, from both experimental and theor 

ver aN 
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eal points of view. References to the single ionized helium data will be 
cluded. 

he hyperfine structure of the hydrogen atom will be treated in the fifth 
1d last section. In this connection it will include the few last questions not 
st quite understood, mainly related to the structure of the proton. 


II. Anomalous magnetic moment of the electron 


he Dirac theory of an electron predicts for it a magnetic moment equal to 
he unity if expressed in Bohr magnetons, that is, in multiples of the quantity 
[2 mc, where m is the mass of the electron. But the so-called radiative 
orrections — in other words the changes introduced by the quantized 
lectromagnetic field — modify the value of this magnetic moment. In this 
aper, it would be too long to deal with the details of the techniques of 
nodern quantum electrodynamics, but one will restrict oneself in saying 
hat the electron, influenced by the coupling with the quantized electro- 
aagnetic field, will emit and reabsorb so-called virtual photons. The coupling 
ing relatively weak, one can treat these modifications by the application 
fa perturbation theory and make an expansion in the coupling constant. 
*herefore the higher the order in this expansion, the larger will be the number 
£ the virtual photons to be taken into account. For the time being, the 
nagnetic moment has been computed to the fourth order in the coupling. 
e. the processes with a maximum of two virtual photons have been taken 
nto account. 

Che origin of the anomalous magnetic moment lies in the fact that a free 
lectron of energy-momentum p,, with pj = — m?, has been scattered in an 


sxternal electromagnetic potential Ai(q), giving up a certain amount of 
mergy-momentum q, then following freely its way with the energy-momen- 


“am Po =P, —q. This first order in the Af scattering process, like all 
scattering processes, is handled in a very easy way by the S matrix-forma- 
ism). Looking at the process of interest in this section in the interaction 
representation, one is led to the well-known calculations of the anomalous 
magnetic moment performed by SCHWINGER [7] and LUTTINGER [S] for 
the second order terms in the coupling constant. The fourth order terms 
evaluation follows from the method given by KARPLUS and KROLL [9]. A 
handy way to memorize and then write down analytically the different terms 
of the perturbation expansion contributing to a given process is the so-called 
Feynman-diagram method. One represents graphically, for instance, the 
electron (positron) way by a solid line, whereas the photons interacting 
with that electron are represented by a dotted line. Moreover, every angle 
‘in the electron path which does not give rise to an emission or an absorption 
of photon is supposed to be figurative of the interaction of the electron 
with the external field. The number of meeting points between electron and 
photon lines is therefore equal to the order in the coupling constant of the 


4) For general information on the S matrix formalism, see, for instance, reference 
} ~ a 

ifs 2, 3, 4, 0, 6]. 
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represented term or, better, the number of virtual Pee is equal toy 


symbolic description, the terms of the dit process giving rise t¢ 
extra magnetic momen 
the electron are illustr4 
in Fig. 1, to the order || 
The term labelled 0, | 
only one to be of first | 
in a, has been calculé| 
\ first by SCHWINGER. || 
example of practical cf 
() putation will be given}} 
those the reader is refex 
| to the original papers, 
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Fig. 1, Schematic repesentations to the 2nd order in a-of the ice | 
scattering processes giving rise to an extra magnetic po — oe ( 
moment for the electron. 2nx | 


The terms labelled I, 
IIc, Id and IIe, proportional to «?, have been evaluated first by KARP} 
and KROLL (ref. [9]), but unfortunately, as said in the introduction, |} 
veral errors spoiled the original result. Checks have been performep 7 
recently by SOMMERFIELD [10] using the mass-operator technique 4] 
PETERMANN [11], following the same method as KARPLUS and KROLL dy 
SOMMERFIELD’s grouping of terms is different from that of PETERMAY 
which evaluated the terms I, IIa, IIc, IId, Ile separately. The agreement} 
the two calculations, combined with a recheck made by KROLL hims¥ 
makes the result quite certain. The breakdown for the contribution to j} 
magnetic moment of these a? terms reads as follows in Bohr magnetd 


m=S(etettsS ¢(8) — atin 2) = — 0.467 (Ij 
tank ar (ag + 7p) = 0778S (I 
ans ar | spits 768) + zatng— 5m Z) — 

= — 0.564% a 5 In ae (II 
pura = a (5q — Tg + yn) = — 0.0008 45 m* (II 
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ed eae al CK Se I 
Mrie = 72 \ 36 a aN. xe (II.6) 
ga) oF 197 au 3 1 a 
Hiotal = 75 tra ae p “ir ve ¢(3) — a In 2) = — 0.328 (II.7) 


here 42 is a small rest mass of photons to avoid infra-red divergences and 
3) stands for the Riemann zeta function of argument 3. 

"one compares (II.2) — (II.6) with the values given for the same terms 
_ ref. [9], one sees that both wy and p;7, were erroneous; mu, differing by 
ae? 1/32 = 0.031 a?/n?, urr, by 


a? (F 61 i 109 


a2 
~asl 2 2 aay) ete — ies 
3 3 me? + 5 7c? In 2 Z £(3)) 2.614 5 - 
he combination of (II.1) and (II.7) gives the total electron magnetic 
joment anomaly: 


bh 


eh 1 « a2\ ech 
= 0.0011 = 328: — ‘ 
due = 0.0011596 Smee (5 0.3 8°) Snes (11.8) 
nd a total moment: 
ch 1 oa ; a? \ eh 
= 1.001 —— = a One . . 
Me 0011596 Sale (1 + Ste 0.3285 ) span (11.9) 


he experimental determination of u, proceeds in two steps. First the value 
f the proton magnetic moment expressed in Bohr magnetons Lp|y is deter- 
jined; second the experimental ratio ,/up of the moment of the electron to 
hat of the proton. Combined, the two experimental values determine (44/19. 


the determination of p/p has been done for the first time by GARDNER 
nd PURCELL [12] and GARDNER [13]. They found 
| Mol-tp eit) = 657.475 + 0.008, (II.10) 


where the subfix (oil) refers to a spherical sample of mineral oil. 
. second determination of the same quantity has been performed quite 
scently by FRANKEN and LIEBES [/4], which disagrees with (II.10). This 
cond value is reported to be 

Mole win == 657.462 + 0.008, | (11.11) 
there 0.008 is a limit of error. 
‘wo independent experiments have also been done in order to measure 
eli. The first, chronologically, by KOENIG, PRODELL and Kuscu [15]. 
iving 

Mel[p oil) = 658.2288 + 0.0006. (11.12) 


‘he second by BERINGER and HEALD [16] with the result 
Helup iy = 658.2298 + 0.0002. (11.13) 


is it is easy to point out, the determination of j4,/pcoiry is Much more precise 
han that of wo/upeiry and even the discrepancy between (II.12) and (11.13) 
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does not amount to two parts in 108; on the other hand, po/Upoir 18 
known to about 1 part in 10°. Therefore any hope for comparing theory 
experiment with an improved accuracy, which would allow oneself to ¢ 
unambiguously the «? terms of the magnetic moment, must depend 0) 
improvement of the jy/upi determination. Nevertheless a discussion 
already be made of the two conflicting values (II.10) and (I1.11), from 
point of view of the theory. Taking an average value for (II.12) and (I 
one gets \] 


Helteproinlaverage = 658.2293 + 0.0010 (ij 
which gives, together with (II.10), 
[e/g = 1.001146 + 0.000012, dd 


and with (II.11) 
Me/My = 1.001166 + 0.000012. ( 


The theoretical value predicted by (II.9) lies outside the limits of ern 
(II.15) but inside that of (II.16)1). Of course, what is wanted, is not 4 
crimination of two experimental results on the basis of the theoretical 
diction, but one would like to test the theoretical result by experiment 
far, the error in the determination of f/mpoi) is much too big to per 
this comparison and second the discrepancy between (II.10) and (Hi 
should be cleared up experimentally. That is, new experiments on Mo/j 
are needed, at least if one remains bound to this way to measure the mag} 
moment?). ! 
Before concluding this section, a few words should be said on the ele 
magnetic contribution to the magnetic moment of the u-meson. If one} 
siders the schemes drawn on Fig. 1, the same scattering processes oce¢ 
the u-meson takes the place of the electron; that is, every full line iy 
symbolic representation shows the “-meson travel, whereas the dotted} 
still represent photons. But one has to consider, in the same order 13 
coupling, one process more, similar to Ile but where the vacuum polarig 
effect (the closed loop on the drawing) is due to electrons. This term iny 
the ratio of the electron mass to that of the u-meson logarithmically an 
been computed by SUURA and WICHMANN [17] and by PETERMANN# 
This extra term, u7z., yields 
; CLAS | Mi 1 25 a 

vin = 5 [qm Ga + yn — 3 te] ~ Hi 108 ( 
m, and m, being respectively the w-meson and the electron masses, an| 
error € being of the order of m,/mz. i| 
(11.17) being added to (II.8), the total magnetic moment of the w-m 
due to the electromagnetic radiative corrections, amounts to | 


a 
) 


a a? 
OUmy = 9.0011654 = 0.50 — + 0.75 — (1 
ea ae i Oe a 7 aU : 
') That (II. 15) checked so well with the original theoretical calculations by Ka 
and KROLL has been one of the major reasons for nobody, checked-it before (II.1| 


_ known. ‘ i 
2) Siehe Anmerkung am SchluB der Arbeit (Seite 522). ~~ °>* 


See ee ee 
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Very accurate measurements of the u-meson g factor are not yet available’). 
However, if one considers the fast progresses achieved last year in this 
measurement, the value (II.18), now still of academic interest, could yield 
very interesting information, once the experimental g-factor is known pre- 
cisely. The last experimental data for it by LEDERMAN and TELEGDI [J8] 


have been Imu = 2(1.0015 + 0.0006) (11.19) 
where the mass error of 0.0005 is included. Also one knows that 
Imu = 2 (1.0011 + 0.0004) (11.20) 


from the w-X rays. 

The interest of an experimental accuracy which could test first the « term 
would lie in the possible existence for the u-meson of a relatively strong 
interaction other than the electromagnetic interaction; if that possibility is 
excluded, extension of the accuracy to the a? terms would provide a test of 
the point nature of the electromagnetic interaction, because a non-local 
interaction with an extension of the order of the nucleon Compton wave- 
length would affect the magnetic moment anomaly by an amount as big as 
three times that of the a? terms’). 


lll. Least squares adjustment of atomic constants and the new 
magnetic moment anomaly 


All fine structure theoretical evaluations get contributions from the magnetic 
moment and the numerical data so far calculated used the erroneous value 


£8 a” = 1.0011454 IIL.1 
Poel oa 10 454. (II1.1) 


A reevaluation using (II.9) instead of (III.1) is therefore necessary and, as 
it will be seen in the next section, the changes for certain observable quan- 
tities are quite appreciable. As stated in the introduction this was indeed at 
the origin. of the 0.5 Mc discrepancy in the 2? S:;, — 2? Py, separation for 
hydrogen and deuterium. But apart from these explicit contributions, the 
new value for the anomaly affects the numerical data implicitly through its 
influence via the fine structure constant a. The latter is one of the four 
atomic constants which have been subject to least square adjustments in 
the past few years by COHEN, Du MonD and coworkers [19, 20]*). 

Referring the reader to the original publications, one still wants to show how 
the new value for a comes out of this adjustment. First, among the pieces of 
information, one has to make a distinction between three kinds of quantities 
with which one has to deal with: a) the “primary unknowns’’, which are the 
constants to be determined by the least squares procedure; b) the “input 


1) Prof. KE. NIKITIN and collaborators are now measuring (g — 2) for the “-meson with 
an accuracy of 5%. This is 20 times much better than the now available accuracy. The 
same is being done at CERN by L. LEDERMAN. 

2) roughly 10°°. 

3) Whereas the 53 adjustment involved five atomic constants, the 55 adjustment took c, 
the velocity of light as granted by the very accurate value obtained by BERGSTRAND[2/] 
and FROoME [22] by different methods. Doing this, simplified very much the problem 
by reducing the unknowns by one as well as the linearized equations from 13 to 11. 
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information data’’ which one subdivides in “measured numerical input data 
and in ‘‘auxiliary constants’. The measured input data are those which aij 
equated to a certain function of the unknowns which expresses what wej 
measured; the auxiliary constants are in fact also measured numerical inpw 
, data but distinguished from the former by the fact that they are so accurate 
known that it has not been felt necessary to consider them as unknown 
measured data subject to uncertainty. So are for instance the velocity «| 
light, the various Rydberg constants, the ratio of the electron magnet} 
moment to the proton magnetic moment (see ref. [15]), the electron magnetij 
moment anomaly and many other quantities. | 
The change in the magnetic moment anomaly of 15 parts in a million | 
presumably not big enough to overthrow the whole 1955 adjustment, i. 
the y? test will give results different from those of the 55 adjustment, but nq 
interverting the hierarchy of the different subsets. Of all the possible subset} 
with seven equations together with the hypothesis that the hierarchy he 
not been disturbed, only the set giving rise to the best y? in the 55 adjustme at 
will be discussed in the following. It nevertheless influences considerably thi 
precise determination of the constants, just because the magnetic momer} 
anomaly was listed among the auxiliary variables, by definition not subje 1) 
to uncertainties. | 
For these reasons, one follows exactly the same lines as Du MOND and CoHE} 
did. To reduce the number of the 1486 overdetermined subsets of the eleve} 
equations, one adopts the same selection rules, i.e. that not more than on} 
equation of the same algebraic form in its left-hand side should be include} 
in any subset, which procedure reduces to seven the number of linearize 
equations. 
The primary unknowns being «a (the fine structure constant), e (the electri 
charge), N (Avogadro’s number) and A (the conversion factor from thf 
Siegbahn scale of X-rays wavelengths to milliangstroems), the following origi 
values are adopted: | 


%& = 0.007297000 
€y = 4.802200-10?° [abs. e. s. u.] 
Ny = 0.6025000 - 1074 [g-mole]-? 
Ay = 1.0020200. (IIT.4) 
The linearized variables 2, x, x3 x4 are then defined with the aid of the actué 
values a, e, N and A by 
& = a)(1 + 10-52,) N = N,(1 --.10-°o,) 
e: =e) (14+ 10-52,) A= Ay (1 1078 a,): 
The sources of the seven linearized equations are the following experiment 
1.) W. L. BRAGG [23] value for the conversion factor A : 
A = 1.002020 + 0.000030 (30-10-8)}). (1. 


1) It must be pointed out that BircE [24] adopted a value 10-> higher than BRAGG fro} 
a weighted mean value based on four different measurements. J. W. M. Du Monp | 
planning together with H. KrrkpaTRICK to repeat the direct ‘determination of thi 
constant, by the method of TyREN (private communication). — 
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2.) BIRGE’s [24] average for NA obtained from the measurements of the 
densities, the geometry of the unit cells and the grating constants on the 
Siegbahn scale of five crystals: 


NA’ = (6.06179 + 0.00023) 10% (g-mole)"? (38- 10°). (III.5) 


3.) The 2?P;, — 2?P.), separation in deuterium measured in frequency 
units by DAYHOFF, TRIEBWASSER and LAMB [29]: 


2 
ABy = % Ryo[t + So + © (1 08805) |— 


= (10971.59 + 0.10) 108 sec" (9.10°). (III.6) 


4.) The gyromagnetic ratio for the proton before diamagnetic corrections, 
determined by THOMAS, DRISCOLL and HIPPLE [26]: 


y = [tp Ne(mpc)* = (2.67523 + 0.00006) 10* (sec -gauss)~1 (23-10-°). (III.7) 
5.) The determination of the FARADAY by electrolyses of the iodine 
(VINAL [27]) 

Ne/c = 9652.15 + 0.13 emu (g-mole)? (13-10°%). (II1.8) 
6.) The magnetic moment of the proton up uncorrected for diamagnetism 


in nuclear magnetons, by the omegatron method (SOMMER, THOMAS and 
HIpPLeE [28]) 


pp = 2.792685 + 0.00003 (11-10%). 


7.) The short wavelength limit of the continuous X-ray spectrum of 
BEARDEN and SCHWARZ [29] 


he?/Ae = (12370.77 + 1.03) emu-cm (83 - 10-8). (III.9) 


Taking into account the definitions (III.3) for 2... 24, the origin values 
(III.2) and the above seven experimental sources (their errors determining 
the weights), one gets, in the same order as above, the following linearized 
equations: 


Table 1 Linearized equations with their weight for the seven experiments 


ee 


Exp. Source 


Equation 


y= 1 

%gt3a,= 3.5 2 

Xy eee. 3 
32, — Xe = —3.7 4 
Lp + X3 ==) Noi 5 
—3a,+2%,+ % = 14.9 6 
— 4 + % — t= 5.6 7 
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They lead to the following normal equations!): | 
14.1152, — 5.565x, — 2.4902, + 0.0152, = — 26.334 (IIL.j 
—5.5652, + 4.105x, + 2.240%, — 0.015%, = + 31.791 (III.1 
—2.490z, + 2.2402, + 1.4802, + 0.2102, = + 19.050 (III.1 
0.0152, — 0.0152x, + 0.21025 + 0.7552, = + 0.819 (III.4} 
with the solutions: 


Table 2 
Adjusted values (1958) 


Linearized variables 


t= 2.53 a-! = 137.0392 —1.39 

2 = 11.07 e = 4.80273.10-10 — 2.65 | 
parts in 105 parts in 10° | 

t= 0.22 N = 6.02501.1028 + 2.59 | 

eenitad A = 1.002032 — 0.75 i| 


Performing the y? test gives y? = 2.75 to be compared with the valy 
4° = 3.25 obtaind by Du Monp and COHEN in their 1955 adjustmenj 
Thus, the modification in the electromagnetic moment anomaly alone hi 
led to a much better consistency between the basic experiments, as tk} 
value 2.75 lies below the expectation value of 3. (Note that complete} 
consistent equations would give the value 0 for z° as the residuals R, woul} 
identically be 0; therefore the lower y? is the better the consistency, and th] 
test provides in a certain sense a measure of the consistency of a set 
experiments relating given quantities). 
Looking now at the above table, one notices first that A comes out near 
to the input value than the 1955 value. One remembers that the BRAG] 
value of 1.002020 has been strongly influenced by the work of TYREN [30] 
TYREN’s original value was 1.00199. But the calibration wavelengths usef 


by TYREN were of course uncorrected for the LAMB shift. Only an estima 3 


1) We recall that these are obtained for a given variable by multiplying each of th} 
linearized equations by the coefficient of the variable in question in that equation an] 
by the weight assigned to that equation. These expressions are then added to give |} 
single normal equation. The same is done for each variable, giving a set of four equatio 
(in the case investigated here) for the four linearized variables. This formal operatio} 
for each variable corresponds to the condition that the partial derivation of > Til of 


with respect to that variable vanishes; r, being the relative fractional error in the med 
sured numeric N}, and oy, the rms deviation of the relative error. The weight is the} 
given by Wy = Co;? with C being an arbitrary convenient numerical factor. Finally 
if R, is the residual for the numeric N # computed using the solution of the normaj 
equations, y? is defined by >’ R3/j. One can show that the expectation value of y 


is equal to the degree of overdetermination, that is to the number of linearized equation 
minus the number of linearized variables: in the case consideréd here = 7—4=3. 
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can be made for the corrections which actually ought to be applied to them. 
It is thought by Du Monp and CoHEN that the corrected value ought to 
be at least as large as 1.002026. It has already been said that a new measure- 
ment was going to be performed with the wavelengths of the spark lines 
calculated on the basis of modern quantum electrodynamics, i.e. accounting 
for the LAMB shift. No comments are made here on the output value of e 


‘and N, as this paper is not devoted to the metrology. One notices finally 


that «, the quantity of interest for the purpose of fine structure effects, comes 
out with the value 
«71 = 137.0392. (III.14) 


It is this value which has therefore to be used to evaluate the fine structure 
separations in the hydrogen-like atoms as will be done in the next section. 
The only value which will be used in the following and has already been 
calculated using the old value for a} is p,/Mo, discussed in the second section, 
formula (II.9). Using the value (III.14) does not change the numerical figures 
quoted in (II.9): to see this, one points out that a change 6(«-1) = 30-104, 
which allows for the change from the 55 value to (III.14) of 19- 10-4 and the 
experimental limit of error in «+ of 12-10-4, leads to a change of 2.5-10-* for 
the term 1/,(«/z) in (II.9). The last figure in (II.9) being 6 at the seventh 
place, ,/%) is therefore known with a very great accuracy, irrespective of 
the small changes in a} considered here. This justifies its inclusion among 
the auxiliary constants. 


IV. Level displacements in Hydrogen-like atoms 


Owing to its interaction with the quantized electromagnetic field, the electron 
placed in the Coulomb potential of a nucleus will undergo effects not predicted 
by the simple Dirac theory. A well known example of such an effect is the 
so-called ‘“‘Lamb shift’”’ [31]: it is the total energy difference between the two 
n?Si),, n? P.), levels for a hydrogen-like atom. These two levels should coincide 
in the elementary Dirac theory of an electron placed in a Coulomb field. For 
the particular case n = 2, in hydrogen, this displacement was already 
qualitatively observed in 1939 and has been measured with an always 
increasing precision by microwaves techniques by Lams et al. [32]. The last 
experimental data have been established with the amazing accuracy of a 
tenth of a megacycle. 

The theoretical explanation of this effect proceeds by steps, owing to the 
fact that perturbation methods must be applied with a as development 
parameter. Owing to the smallness of the latter, the convergence of the 
expansion is very good and calculations up to the second order in a are 
enough to compare in hydrogen and deuterium the calculated energy dis- 
placement with experiment, with a comparable accuracy. For bigger values 
of Z, one term in a which involves Z® would be desirable, although not yet 
evaluated. Its contribution is already sizeable for ionized helium. 

Another kind of development is equally used, when corrections to the fixed 
Coulomb field are taken into account. This expansion in the ratio of the elec- 
tron and proton masses accounts fairly well for recoil effects when only the 
first term in m/M is kept. 
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One now investigates in a little more detail the processes responsible for thy 
energy shift of the levels. The method of comparison used in Section IT ti} 
analyze the various corrections to the magnetic moment is valid here ti 
give a scheme of the physical effects contributing to the shift. Here, il 
addition to the expansion in terms of the coupling with the quantized electra: 
magnetic field (giving rise to meeting points between full and dotted lines 0} 
a diagram), an expansion in the external potential is also performed, onl}} 
the first term of which was considered in the case of the anomalous magnetid 
moment corrections (represented by angles in the diagrams). Summarizing} 
the various approximations which will be used in the following, 


1.) an expansion in Za is used (ext. potential) 


2.) an expansion in a is used (interaction with the electromagnetic quantized} 
field) 
3.) an expansion in m/M is used (to account for the recoil effects). 


Finally corrections due to the structure of the nucleus will be discussed wit a} 
the denomination: finite size effects. The best way to analyze the different] 
types of corrections is to list them in a table and make comments on this} 
table systematically. Table 3.is intended for this purpose. A first column 
indicates the type of correction, particularly the order of the approximations 
in the quantized electromagnetic field, called radiative corrections. The 
second column exhibits the analytical form of the correction, showing at the} 
same time the order in the external potential by comparing the relative order} 
in Za. The third column indicates the technical name used to call each] 
correction, giving by the way the origin of the effect. Finally three columns 
give in Megacycles per second the contribution of each correction to thef 
2°S:), — 2?P.), displacement, respectively for Hydrogen, Deuterium andi 
single ionized Helium. At the bottom, the best experimental data nov 
available are given for comparison with the totals. 

The first group of correction, labelled by “2nd order radiative corrections” 
are those for which the electron has interacted twice with the quantized} 
electromagnetic field, i.e. has emitted, then reabsorbed a virtual quantum. || 
In the meantime it has interacted once (first three terms) or twice (fourth)| 
term) with the external potential. In the first line, the so-called 2nd order} 
radiative shift, which is among the lowest order terms both in a and Z a, isi} 
therefore due to a process similar to 0 of Fig. 1, with the obvious difference 
that the electron has to be considered as bound in the initial and final states, |} 
i.e. before and after the interaction with the virtual photon. More precisely, |} 
an effect such as 0 will turn out to provide one contribution proportional to 
the invariant square of the energy momentum exchanged with the external || 
potential as well as one proportional to the components of this energy momen- || 
tum via the combination o,, 4, O.»= (1/2t) (yuv» — y» yy). It is the first of || 
these two contributions which is meant by 2nd order radiative shift and is || 
reported in the first line of the Table, whereas the second contribution is || 
that due to the presence of an anomalous magnetic moment and is reported || 
in the second line of the Table. These two terms have been worked out by || 
different teams of workers [33]. In that line, the fact that the nucleus has a_ 
finite mass has been taken into account, and the first term in‘the expansion. | 
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in m|M has been explicitly written down. Whereas this type of correction is} 
generally of the form (u/M)? ~ 1 — 3m/M, with uw the reduced mass, a 

the magnetic moment term it is 1—2.75 as calculated by LAMB and KROL 

[34]. Moreover, a recoil term appears also in the bracket of the 2nd orde}} 
radiative shift under the form log (m/u) ~ + m/M due to the explicit appe: 
arance of the reduced mass in K,(2.0). In this bracket, these symbols Ko (2.0) 
K,(2.1) are representing average excitation energies respectively for the 2 
and 2P state. They have been calculated first by BETHE, BROWN anq 
4 


STEHN [35] and, with a better degree of precision by HARRIMAN [36], to mT 
K, (2.0) = 16.640 Ry. for 2S (IV.1) 
K,(2.1) = 0.9704 Ry,. for 2P. 


Ry,. being the Rydberg constant for an infinitely heavy nucleus. Th¢ 
reduced value effect on the Rydberg constant for nuclei with finite mass ha sf 
as said before, been accounted for by the additional terms m/M in thd 
parenthesis of the radiative shift. | 
The third line represents the theoretical data for the 2nd order vacuun 
polarization effect, illustra 
ted on Fig. 2, diagram bj 
Theelectronemitsa photor 
which creates a nucleon 
antinucleon pair, further) 
more interacting once witl| 
the potential of the nuc} 
leus. The possible existencd 
of such an effect had bee 
recognized long ago b 
iy ot (c) UEHLING [37] HEISE 

Fig. 2. Seca olattals, the interaction of the electron with BERG [ 38] and WEISSKOP 
[39]. But, once the relativy 

shift of the 2S, to thi 

2 P,), levels was discovered, this effect was unable to account either for the ma c| 
nitude, nor for the sign of the shift. The ignorance, by that time of other effect 
like the radiative shift and the anomalous moment effect therefore made thi 
vacuum polarization effect suspicious and probably empty of physical sens o| 
On the other hand, in the light of the present very accurate calculatio 
which, as will be seen later, check within 0.2 Mc/s with the best experimenta} 
data, the existence of the vacuum polarization with its — 27 Me/s contri} 
bution is no longer in doubt. \| 
The fourth line, the last term included in the 2nd order radiative corrections} 
is the second approximation in the external potential of the radiative shift 
It is schematically represented on Fig. 2 (c). As seen there, it is of exactl 
the same kind as is the radiative shift, except that it represents the ste} 
further in the expansion in Za. Nevertheless, only one virtual photon bein 
involved, it still remains included in the 2nd order radiative effects. Its com 
tribution to the shift has been computed by two separate ‘gtoups to agre} 
completely [40]. . 


—<D yO 


a4, 
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One next moves on to the 4th order radiative corrections described on lines 
5, 6 and 7 of the Table 3. They correspond, as far as the physical nature of 
the effects is concerned, term by term to the first three terms of the 2nd order 
category, except for the fact that here two virtual photons have been emitted 
and subsequently reabsorbed (instead of one for the 2nd order terms), as 
shown for instance on diagrams I—IIe of Fig. 1. 

The fourth order radiative shift reported on line 5 is again the contribution 
involving the invariant square length of the energy momentum transferred 
to the external field. Its contribution has been evaluated by BERSOHN, 
WENESER and KROLL [4J]. The uncertainty shown on the table for this 
term corresponds to the fact that, owing to the complexity of the calcu- 
lations, certain terms have not been evaluated analytically, but only esti- 
mated by rigorous analytic upper and lower bounds. 


The effect of the fourth order magnetic moment is reported on line 6. The , 
‘recent value for it computed independently by SOMMERFIELD [42], PETER- 
MANN [43] and KROLL [44] contributes the shift by —0.11 Mc for H and D. 


The older erroneous value contributed —0.94 Mc and was at the origin of 


the puzzling difference of about 0.7 Mc found between experimental and 


0 


theoretical 2S:),, 2P:), shift in H and D which survived for years. 

On line 7, the vacuum polarization at this order is examined. Its contribution 
has been worked out by BARANGER, DYSON and SALPETER [45] and KALLEN 
and SABRY [46]. An example of a process occurring in this connection is 
shown on Fig. 2 (a). 

The next term in the Za expansion as well as the mass corrections have not 
been calculated, this contributes very probably too low a percentage of a Me 
to be set against the existing inaccuracies, both experimental and theo- 
retical. 

Owing to the finiteness of the nucleus, and in addition to the reduced mass 
effects, are corrections coming from the relativistic bound state equation [47] 
when the infinite mass approximation is removed. This effect is therefore 
connected with diagrams of a quite different nature from those considered up 
to now, involving for instance the exchange of two virtual photons between 
the charged particles of the nucleus and the electron. These effects give 
indeed different contributions whether the 2S: or the 2P.), states are con- 
sidered. Their contribution has been given by SALPETER [48] and then by 
FULTON and MarTIN [49] who performed a careful reevaluation of these 
figures, including radiative corrections effects. They are given in the table, 
line 8. The internal structure effects of D and Het on the finite mass correc- 
tions are neglected. They are estimated to be less than ten per cent of the 


value. 


Finally, under the name ‘“‘finite size effects’, the quantitative effects of the 
proton’s, deuteron’s and the nucleus’ structure are reported on the last line. 
For hydrogen they have been evaluated by ARON and ZUCHELLI [50] and 
IVANENKO [51] using the CHAMBERS-HOFSTADTER shape for the proton 
charge distribution [52]. SALPETER [53] has. given the megacycles contributed 
to D by its structure. For the He* a similar calculation has been performed 
by Novick, LipworTH and YERGIN [53b]. The final comparison of the 
totals for H and D with experiment is amazing. They check within an overall 
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inaccuracy of 0.25 Me which, if compared with the total energy of the levit 
considered, represents a precision approaching 10-!°. It is neverthele 
worthwhile to point out that, both for H and D, the theoretical value excee} 
the experimental one by about 0.2 Mc. If one assumes, as one can reasonah 
do, that the Z® terms (third approximation in the external potential of t. 
2nd order radiative shift) should account for it, the same contribution | 
Het would turn out to be 64 times bigger, i.e. about 13 Mc/s, which is jul 
the excess of the theoretical over the experimental value. The evaluation | 
this term, as well as the removal of the + 0.13 uncertainty in the 4th oi i 


radiative shift would be the last betterments to seek for the theoreti 
analysis of the 2?S:, — 2?P,), shift. | 
Table 4 reports the final theoretical results for the n?S:,, — n?P.., level shilf 
for n = 3 and 4, then the level shifts in Mc/s for fixed Coulomb fields | 


Table 4 
Hydrogen 


Exact 2 Si), — m2 Ps, shift (Mc/s) i| 


Theoretical: 314.94 + 0.05 | 
Experimental: 315.0 + 0.3 
Theoretical: 133.10 + 0.02 | 


| 


Level shift for fixed Coulomb field (uncorrected for 4th order 
corrections) (Mc/s) 


18 8126.87 
28 1039.24 
38 309.69 
48 130.95 
2° Psy, —12.88 
2 Ps, 12.55 
3 P), —3.49 
3 Ps), 4.05 
ra —1.41 

3/9 i Lee 
3 Di), =1230 
3 Ds, 1.21 


four S, six P and two D states, for H, in first approximation in the extern} 
field, and without 4th order radiative corrections. Today only the 3°S.,, | 

3?P,, and the 1S level shifts are worth for comparing with experiment. T'} 
3?S., — 32P.,, shift has been measured with a high degree of precisié| 
recently by LAMB and SANDERS [54] with the result of (315.0 + 0.3) Mq 
which checks extremely well with the theoretical figure of 314.94 + 0.05. 
The energy difference between the 2P.,, and 18: states for D has bet 
measured by optical way by HERZBERG [55] with such a good degree | 
precision that the displacement of the 1S level can be deduced from it to 

(0.26 -- 0.04) em~!, which compares favourably with the theoretical value | 


Atomic energy levels shifts in hydrogen-like atoms 521 


0.2726 cm-! (without 4th order radiative corrections, very small compared to 
the experimental inaccuracy). 

Finally it is worthwhile to point out that, experimentally, the 2?Ps,, — 2?P.), 
separation has also been measured by microwaves methods, with the value 
of (10971.59 + 0.10) Mc/s for D [56]. The comparison with theory is not 
made here: the theoretical value for it, given by (III.6), has indeed been 
used for the determination of the fine structure constant «. 

An alternative way of determining «, would have been the inclusion, amongst 
the fundamental equations of section III, of the hyperfine structure formula 
for H [57], with the observed value obtained by atomic beam resonance 
methods [58]. However, in this formula a quantity closely related to the 
mean square radius of the charge and the magnetic moment distribution of 
the proton appears, which, nevertheless, is not expressible in terms of these 
mean square radii. It would require the exact knowledge of the charge and 
magnetic moment form factors. This is far from being obtainable today. 
Therefore the hyperfine structure formula is to be rejected as long as a 
precise determination of the fine structure constant is concerned. Taking the 
other way, the inclusion of a defined from the 2?P.,, — 2?P.), separation in 
the hyperfine structure formula gives, by comparison with experiment, an 
upper limit for this <r)em (mean mixed electromagnetic radius)!) of 
0.5-107 cm. 

Hyperfine structure problems being briefly discussed, one should mention 
that the hyperfine structure separation of the 2S state reads, in terms of the 
1S state separation: 


$B (28) =~ 6B (t8) E + zee (IV.2) 


to order a2. In view of the precision of the measurements of the ratio 


R = 6E(28)/6H(18) done for H and D [59]: 


Ra = a [1.0000346 -- 0.0000003] 
; (IV.3) 
Ry = =z [1.0000342 + 0.0000006]. 


Corrections to (IV.2) of order a? have been evaluated by MITTELMAN [61], 
with the result 


R E + 8 a + a 


= > 1.0000354 (IV.4) 
for H. . 

The disagreement between (IV.3) and (IV.4) should not be taken too 
seriously as SCHWARTZ [61] and ZWANZIGER [62] are checking MITTELMAN’S 


value for the a? coefficient of (IV.4). Yet, both have reached the conclusion 


1) f,(r) and fim (7) being respectively the form factors for the charge and magnetic mo- 
ment distributions, the convolution product fem (7) isdefined by fem (1) = [fe(v—S) fm(s) ds, 
and (7>em = [7 fem (r)dr See ref. [57] (ZEMACH). 
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that, among other errors, the leading term was erroneously computed. ||| 
Unfortunately, the corrected value of this coefficient is not known up to)] 
now, the evaluation being long and involved. Therefore, there is a reason- 
able hope that the theoretical value of R will agree very well with the: 
observation, as does the whole quantum electrodynamics. 


| 
Anmerkung zu FuBnote 2) Seite 510: 
Note added to the proofs: | 


H. R. CRANE and R. W. P1pp have just achieved the measurement of the g factor of 
free electrons (private communication). Their value is 


g = 2 (1.001162 + 0.000004) 


where the four parts per million is a maximum rather than a standard error. This is | 


a much sharper figure than (II.15) and (11.16) are, which agrees remarkably well. 
with the theoretical value (II.9). : 
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Statistische Theorie der Vielfacherzeugung von Teilchen’) |, 
Von S. Z. BELEN’ KIJ, V. M. MAKSIMENKO, | 
A. I. NIKISov, I. L. RoZENTAL’?) | 


1. Einfiihrung | 


In der letzten Zeit wurde gezeigt, daB beim StoB zweier stark wechselwirken} 
der Teilchen hoher Energie in der Regel einige Mesonen erzeugt werden} 
Kinstweilen fehlt noch eine folgerichtige Interpretation dieser Erscheinung} 
und es ist kaum zu erwarten, da8B in nachster Zukunft ein wesentlicher Forti 
schritt in dieser Richtung erzielt wird, da die quantitativen Ergebnisse de 
Mesonentheorie trotz der Vielzahl der Versuche, sie zu verbessern. noch uni 
zureichend sind. Dieser Umstand hingt damit zusammen, daB der gegeni 
wartige Formalismus die Vielfachprozesse in Form einer Reihe nach Potenze 
der GréBe g?/hc beschreibt. Fiir Mesonen ist g?/hc ~1, und diese Reihe 
konvergiert entweder schlecht oder gar nicht. AuBerdem ist die Vielfach: 
erzeugung ein Mehrteilchenproblem. Selbst bei verhaltnismaBig einfachen und 
gut bekannten Wechselwirkungen zweier Teilchen, wie zum Beispiel im Fall] 
der elektromagnetischen Wechselwirkung, kann dieses Problem nur nahe- 
rungsweise gelést werden. 
Infolge all dieser Umstande basieren alle vorliegenden Theorien iiber Viel-| 
fachprozesse [1—5] auf mehr oder weniger willkiirlichen Annahmen, deren} 
Rechtfertigung erst durch Vergleich mit den experimentellen Werten ge 
geben wird. 

In dem vorliegenden Artikel gehen wir ausfiihrlich auf die von FERMI [3 
vorgeschlagene statistische Theorie der Vielfachprozesse ein. Die Wahl dieser 
Theorie ist dadurch bedingt, daB man sie zum Unterschied von anderen} 
[Z, 2, 4] auch fiir die verhiltnismaBig niedrigen Energien von 1—5 GeV 
anwenden kann, fiir welche eine Vielzahl von experimentellen Werten vor-| 
liegt.) 


1) Uspechi fiziteskich Nauk 62, 1 (1957). | 
*) Die vorliegende Arbeit wurde nach dem Tode von 8. Z. BELEN’KIJ geschrieben undi 
ist eine Darstellung des Berichts, der von den Autoren auf der Konferenz iiber die¥ 
Physik der Teilchen hoher Energien gegeben wurde (Moskau 1956). 
) Wenn die Zahl der Sekundarteilchen n S 1 ist, wird ein rein statistisches Vorgehen 
unbrauchbar. In diesem Fall beginnt das Auseinanderfliegen der Teilchen eine wesent- 
liche Rolle zu spielen, zu dessen Beschreibung LANDaUu die Anwen ung der Hydro- 
dynamik vorschlug. Die hydrodynamische Theorie beschreibt die expermmentellen Werte» 
fiir die Wechselwirkung bei sehr hohen Energien qualitativ gut. . 
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Auf der Grundlage dieser Theorie macht man die Voraussetzung, dais sich 
in einem kleinen Volumen ein statistisches Gleichgewicht zwischen den ver- 
schiedenen Freiheitsgraden des Systems einstellt. Der Vorteil dieser Vor- 
stellung liegt in ihrer Allgemeinheit. Wenn die Vielfacherzeugung von 
Mesonen ein Prozef ist, an dem viele Teilchen beteiligt sind, so ist es ganz 
natiirlich zu glauben, daB einige Aspekte der Erscheinung statistischen 
Charakter tragen. Dafiir spricht auch die Tatsache, da andere Theorien 
uber Vielfachprozesse trotz ihres véllig verschiedenen Vorgehens in mehr oder 
weniger hohem MaBe statistische Elemente enthalten [4, 6]. 

Der Behauptung, daf das statistische Vorgehen verhaltnismaBig allgemein 
sei, kann man cine einfache mathematische Form geben. Bekanntlich ist die 
Wabhrschcinlichkeit S, fiir einen Ubergang des Systems aus dem Zustand A 
in den Zustand B bei Erzeugung von n-Teilchen gleich’) 


Sa 22 ap Oran (1,1) 


wobei Hy, das dem Ubergang vom Zustand A in den Zustand B ent- 
-sprechende Matrixelement und gz,,, die Zustandsdichte im Endzustand 
‘ist, wenn die Gesamtenergie des Systems gleich Ey ist. Die Funktion @z,,, 
hat fiir einen gewissen Wert mmax cin Maximum, dessen Steilheit mit einer 
Vergr6Berung von n anwachst. Man kann daher erwarten, daB, wenn Hy; 
eine hinreichend glatte Funktion ist, der Einflu8 des Matrixelements klein 
sein wird und die wesentlichen Eigenschaften der Prozesse durch den stati- 
-stischen Faktor bestimmt werden. 
Es ist jedoch klar, da ein solches Vorgehen, welches den Einflu8 des Matrix- 
elements vernachlassigt, eine Naherung ist. Eine der Hauptaufgaben dieses 
-Artikels soll aber die Klarung der Rolle des statistischen Faktors sein, d. h. 
der Grad der Naherung bei diesem Vorgehen. 
Wir machen einige allgemeine Bemerkungen zu Formel (1.1). Der statistische 
Faktor oz,,, sollte im allgemeinen alle Erhaltungssatze berticksichtigen : 
Energie, Impuls, Drehimpuls, elektrische Ladung, die Differenz der An- 
| zahlen der Nukleonen und Antinukleonen, Strangeness, isotopen Spin. Wir 
beriicksichtigen alle aufgezahlten Gesetze bis auf den Drehimpulssatz. Eine 
solche Vernachlassigung kann man in folgender Weise behandeln. Wir nehmen 
_an, unser System habe klassischen Charakter; dann zeigen Abschatzungen, 
die von FERMI [3] durchgefiihrt wurden, daB die Beriicksichtigung des Dreh- 
impulssatzes das statistische Gewicht nur sehr wenig andert. Vom Stand- 
_ punkt der Quantenmechanik bedeutet die Vernachlassigung dieses Satzes, 
_daB die Endzustinde nach ihren Impulsen klassifiziert werden; es ist selbst- 
-yerstandlich, da& wir bei dieser Klassifizierung die Entartung durch den ge- 
wohnlichen Spin beriicksichtigen mitissen, aber den Bahndrehimpuls, der 
nicht mit dem Impuls kommutiert, nicht beriicksichtigen dirfen. 


) 


} . . . * . 
1) Wir verwenden hier und im weiteren das System von Einheiten, in dem 


! A=c=M=1 


ist (IM ist die Nukleonenmasse). 
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Wir finden jetzt einen Ausdruck fir das Matrixelement, welches der Hii 

stellung des statistischen Gleichgewichts entspricht. Dazu schreiben w 
Ox,,n in der Form 

oe © dQn(Bo) 

Czn = (873)"-2 fr,s,--- iat aes 


Exponent »—1 (und nicht m) ist eine Folge des Impuls-Erhaltungssatz 


der die Zahl der Freiheitsgrade um 3 vermindert. Eine solche Darstellung ij 
natiirlich nur bei Vernachlassigung des Bahndrehimpuls-Erhaltungssatz) 
moglich. | 
Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorhandensein des Zustands B dur 
ein statistisches Gleichgewicht unter der Bedingung bestimmt wird, da8 dj 
System im Volumen V eingeschlossen ist, so ist 


yes dQu(Ey) 


| 


Sas CD dB, OF 

Vergleichen wir (1,1), (1,2) und (1,3), so erhalten wir | 
V m-1 | 

|\Has? = (5) (Hy 


Dieser Ausdruck hat eine einfache physikalische Bedeutung: Das Quadr} 
des Matrixelements ist gleich der Wahrscheinlichkeit, alle Teilchen im Vol 
men V zu finden. 


i 
2. Wechselwirkung zwischen den Teilchen. Wahl des Volumens | 


Die Annahme, daB sich im Verlauf einer kurzen Zeit ein statistisches Glei¢ 
gewicht einstellt, ist auf den ersten Blick innerlich widerspruchsvoll. De4 
einerseits ist dazu eine sehr starke Wechselwirkung zwischen den Teilc n| 
notwendig; andererseits beschreibt aber Formel (1,3) eine Statistik nid 
wechselwirkender Teilchen. Die strenge Loésung dieses Widerspruchs li¢ 
in der Berechnung des Matrixelements H4 3. Jedoch kann man sie gegd 
wartig, wie schon erwahnt, noch nicht durchfiithren. Daher besteht uns¢ 
Aufgabe in der Abschitzung des effektiven Matrixelements im Sinne vj 
Formel (1,3). Zu diesem Zwecke untersuchen wir die physikalische Bedeutu} 


Volumens V (welches nicht gleich dem Anfangsvolumen ist). Wir gehen dav 
aus, daB zu einem gewissen Zeitpunkt, der nicht notwendig mit dem Begil 
des StoBes im Volumen V zusammenfallt, Teilchen existieren, deren Abstaj 
gleich dem Wechselwirkungsradius ist; in diesem Fall kann man zur I 
schreibung des Systems die Statistik der idealen Gase verwenden. 
In seiner grundlegenden Arbeit nahm FERMI [3]-an, daB das Volumen 
ein lorentz-kontrahiertes Volumen mit linearen AusmeSényvon der Gra 
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des Wirkungsbereichs der Kernkrafte R ~ 1/u ist (wu ist die Masse des z- 


Mesons), d. h. 
2 
V —we Yo By’ (2,1) 


wobei V, = 47/3-(1/u)* das effektive Volumen ohne Beriicksichtigung der 
Lorentzkontraktion ist. Eine solche Definition ist offenbar méglich, wenn 
entweder die Zahl der erzeugten Teilchen etwa Eins ist oder wenn ihr Wir- 
kungsquerschnitt vernachlassigbar klein gegen (1/u)? ist. Gegenwartig liegen 
noch nicht gentigend sichere Werte ftir den Wirkungsquerschnitt o,_, 
der x—z-Wechselwirkung vor. Eher erlaubt der Vergleich der Ergebnisse 
der statistisch-hydrodynamischen Betrachtungen mit den experimentellen 
Werten einige Schliisse auf die GroBe dieses Wirkungsquerschnitts [5, 7]. 


Mit FERMI nehmen wir an, da das Volumen V durch die Beziehung (2,1) 


definiert ist. Man mu jedoch betonen, daB diese Wahl nicht eindeutig 
ist. +) 

Wir gehen jetzt zur Frage der Teilchenzahl tiber. Die Zahl n entspricht dem 
Augenblick des Aufhérens der Wechselwirkung, es ist jedoch keineswegs 
sicher, da diese Zahl gleich der beobachteten Zahl ist. Es ist ‘moglich, daB 
infolge starker Resonanz-Wechselwirkung die Teilchen Komplexe (Quasi- 
teilchen) bilden, deren Lebensdauer groBer als F# ist. Eine Einfithrung solcher 
Komplexe, ohne daf hinreichend experimentelle Daten darter existieren, 
ware willkiirlich (und daher nicht von groBem Wert). Jedoch haben Ver- 
suche iiber die Streuung von z-Mesonen an Nukleonen das Vorhandensein 
eines scharfen Maximums des Streuquerschnitts fiir Energien der 7-Mesonen 
bei etwa 200 MeV ergeben, was einer starken Resonanz-Wechselwirkung des 
z-Mesons mit dem Nukleon entspricht [8], die mit Hilfe des sogenannten 
isobaren Zwischenzustands [9—10] beschrieben werden kann, der einem 
Teilchen mit gewohnlichem und isotopem Spin %/, entspricht.?) Daher kann 
man annehmen [//], daB beim StoBprozeB solche Quasiteilchen mit ge- 
wohnlichem und isotopem Spin 3/, erzeugt werden.*) Die Masse eines solchen 
Quasiteilchens wird in Ubereinstimmung mit [9] gleich 1,32 angenommen. 
Selbstverstandlich mu8B man im Sinne aller statistischen Betrachtungen 
annehmen, da8 ihre Erzeugungswahrscheinlichkeit durch das statistische 
Gewicht bestimmt wird. Nach Beendigung der Wechselwirkung zerfallt 
jeder isobare Zwischenzustand in ein x-Meson und ein Nukleon. Die Méglich- 
keit, die Resonanzwechselwirkung durch ein solches Modell zu beriicksich- 
tigen, kann auch von einem anderen Standpunkt aus begriindet werden [14]. 


1) Wenn fiir den Wirkungsquerschnitt gilt: 07 1 ~ (1/u)®, so muB die Beriicksichtigung 
der Wechselwirkung der Sekundarteilchen im Sinne der statistischen Betrachtungen 
durch eine Anderung der GréBe des Volumens V erfolgen [7]. 

2) Anm. d. dt. Redaktion: Vgl. auch BETHE-DEHOFFMANN, Mesons and Fields II; 
Row, Peterson and Co, New York (1955). 

3) Die ersten Ausfiihrungen iiber die bedeutende Rolle der isobaren Zustande bei 


-Prozessen, die mit der Erzeugung von Mesonen verkniipft sind, wurden von BELIN- 


FANTE [12] und PEasLee [13] gemacht. Die Vorstellung der isobaren Zustande selbst 
wurde schon verhaltnismafig frith in Zusammenhang mit den bekannten Schwierig- 
keiten der Mesonentheorie gebracht [55, 59]. 
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Betrachten wir zunachst ein Beispiel, das von LANDAU [1/4] angegeben wurde}, 
Wir werden in nullter Naherung mit nicht wechselwirkenden Teilchen rechnert}) 
und in erster Naherung nur paarweise Wechselwirkung beriicksichtigeny 
Dann kann das durch die Wechselwirkung bedingte Zusatzglied in der Zui} 
standssumme in der Form 
Z=4,4+2, (2,2) 
geschrieben werden [15], wobei Z, = Le-'/*? (e, ist der Energiewert im 
Zustand n) die Zustandssumme beziiglich des diskreten Spektrums und Z4 
die Zustandssumme beziiglich des kontinuierlichen Spektrums bei Beriicky 
sichtigung der paarweisen Wechselwirkung ist. Dieses Glied ist gleich i 


1 *T dd, 
ie a 214+ 1) oo e-PimkT dp, 2,31} 
A= Ef eta p ed 
0 


wobei 6, der Phasenwinkel der Streuung mit dem Drehimpuls / ist und i} 
der Impuls. Wenn der Streuquerschnitt fiir irgendeinen Wert / resonanzq 
artigen (in der Grenze 6-formigen) Charakter annimmt, so ist | 


Zz = a e piimkT (2,41) 


So kommt also zu der statistischen Summe ein Glied hinzu, das gewisseri 
maBen einem Zustand mit der Energie p;/m entspricht. | 
Im allgemeinen Fall kann man die paarweise Wechselwirkung analog be} 
riicksichtigen. Man kann zeigen, daB das statistische Gewicht Seek eine; 
Systems von x z-Mesonen und einem Nukleon bei Beriicksichtigung de) 
paarweisen Wechselwirkung gleich | 


21+ 1 
M4 


Sn (1) a So, 2 (1) cs 


06 | 
ete +e+#, vee diy, (2,5) 


ist, wobei 7' der isotope Spin des Systems ist, S, das statistische Gewich 
ohne Beriicksichtigung der Wechselwirkung, Spo,,-; (M+ uw + £,) dad 
statistische Gewicht des Systems aus »—1 Mesonen und einem ,,Teilchen 
mit der Masse M + uw + EF, (H, ist die kinetische Energie des Nukleons un 
des Mesons im Schwerpunktsystem). Wenn der Phasenwinkel der Streuun} 
Resonanzcharakter fiir ein gewisses J annimmt, so wird das zweite Glied de 
Formel (2,5) gleich 


(20 + 1) So,n-1 (Ah), oul 
wobei M, = M+ + E, ist. 
Dieses Glied entspricht also genau einem Isobar mit der Masse M,, d. h. dil 
Resonanzwechselwirkung kann mit Hilfe eines Quasiteilchens der Mass} 
M, beschrieben werden. | 


3. Isotoper Spin, Identitiat, Verteilung beziiglich der Ladungszustinde | | : 


Der Faktor fp, s,...in der Formel fiir das statistische Gewicht kann in d | 
drei Faktoren gs, 1/m!n!, und p, (7') aufgespalten werden: 
aaa GS ar | Prl(T). ° ies (3,1 


TPS st 
oo) 
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Der Faktor gs beriicksichtigt den Spin der: Teilchen, der Faktor 1/m!n! 
beriicksichtigt die Identitat, wenn n 7-Mesonen und m Nukleonen vorhanden 
sind, und die Funktion p,(T7') schlieBlich folgt aus der Forderung nach der 
Erhaltung des isotopen Spins beim StoB. FERMI [3, 16] zog den gewohnlichen 
Spin der Teilchen nicht in Betracht. Man sieht leicht, daf eine Beriicksichti- 

ng nichts andert, wenn man sich auf Energien beschrankt, bei denen die 
Wahrscheinlichkeit der Entstehung von Antinukleonen vernachlassigbar 
klein ist. In der Tat ist der Spin der 7-Mesonen gleich Null, und die Zahl der 
Nukleonen andert sich beim StoBproze8 nicht. Folglich ist der Faktor 


@s = m (28 + 1), wobei m die Zahl der Nukleonen und S ihr Spin ist, allen 


Reaktionen gemeinsam und kann daher weggelassen werden. Ks ist eine 
andere Situation, wenn Nukleonen sich in isobaren Zustanden befinden 
kénnen. In diesem Fall werden wir fir Prozesse ohne Beteiligung von Iso- 
baren gs = 1 setzen und gs = 2k fiir Prozesse mit k Isobaren (da die 
isobaren Zustande mit S = 3/, beziiglich des gewohnlichen Spins doppelt 
so stark entartet sind wie die Nukleonen). 

Dementsprechend wird der Faktor 1/m!n! gleich 1/2! n! fiir Prozesse, bei 
denen zwei Nukleonen (oder zwei Isobare) und n z-Mesonen entstehen und 


gleich 1/1! n! fiir Prozesse, bei denen n Mesonen, ein Nukleon und ein Isobar 


entstehen. 


@ehen wir zur Betrachtung des isotopen statistischen Faktors p,(7’) uber. 


Per definitionem ist der Faktor p,(T) gleich der Anzahl der verschiedenen 
isotopen Zustande bei gegebenen 7 und Ts, in denen sich die Produkte der 


‘betrachteten Reaktion befinden kénnen. Die Werte fiir p, (7) kann man aus 


der Regel der Vektoraddition der Drehimpulse gewinnen. Fir Systeme, die 
aus n Mesonen und m Nukleonen bestehen, erhalten wir [17] 


Eee, \tat 24 1 
ty Sa ee oT eee Ue 


Wenn sich unter den m Nukleonen eines in einem isobaren Zustand befindet, 
so wird p, (7) folgenderma8en durch die Funkion pm, » (7) ausgedrickt: 


PNn’,m-1,0 (1) = Pm,n+1 (LT) — Pm,n (T). (3,3) 


Der Index N’ bei py’m—1,n (7) weist auf die Existenz eines Isobars hin. 
Entsprechend erhalten wir ‘fir zwei Nukleonen in isobaren Zustanden folgen- 
den Ausdruck fiir p, (7') als Funktion der durch (3,2) und (3,3) gegebene 
Ausdriicke: 


PN’N',m—2,n (1) bors? Dawes (lL) > 2DNn’,m—1,n (T) = Da all): (3,4) 


Zahlenwerte fiir die Funktion pm, » (7 )atur verschiedene Werte von 7, m 
und n sind in [17] angegeben. 

In einigen Fallen besitzt das System der stoBenden Teilchen keinen definier- 
ten isotopen Spin. So hat beim StoB eines z-Mesons mit einem Proton das 
System mit einer Wabhrscheinlichkeit a = */; den isotopen Spin 7 = °*/, und 
mit einer Wahrscheinlichkeit 6 = 2/, den isotopen Spin 7' = 1/,.1) In diesem 
Fall mu8 man die Berechnung der Wabhrscheinlichkeiten fiir beide Werte 
von 7 getrennt durchfiihren, die fir T = 7; und 7 = T, erhaltenen Wahr- 
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scheinlichkeiten in der gleichen Weise normieren (z. B. so, daB ihre Sum} 
fiir jedes 7 gleich 100 wird) und sie schlieBlich mit den Gewichten a ull 
b fir die Faille 7 = 7, baw. T= T, addieren. Am Ergebnis andert si 
jedoch wenig, wenn man in diesen Fallen den Faktor, der die Erhaltung dj 
isotopen Spins beriicksichtigt, einfach in der Form Pn = 4D, (T;) + bpn( i 
verwendet: 


1 
lrg k= 3 Par {ap,(T), a= bp, (T.)}. 


] 
q 


In Tabelle 1 sind die Werte von fy, s,. . . fiir eine Reihe von Fallen aufgeschri 
ben. Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Verteilung der Reaktionsproduk4 


Tabelle 1 
Werte fiir die Koeffizienten fr,s,---» die den isotopen Spin, die Teilchenidentitat und aq 
gewohnlichen Spin beriicksichtigen ' 


| | 
Zusammen- | 


Zusammen- t 
wanes | — wensnee [aon nal 
p—pT= at—p|T=}/, a7 
Reaktions- Pet Reaktions- T = “lp | 
produkte produkte } 
| 
NN Y, Yi, Y, N1 1 1 Lai 
NN’ 2 0 1 N2 1 1 14 
NN1 Sa tk alli. N11 2 2 2 | 
N’N’ 2 2 2 N3 of 2/5 a 
NN’ 4 2 3 N22 o 2 Tl, Bl 
NN2 1 % vy N4 ‘Is She | 
NINA 6 2 4 N’3 "Is */s “ly if 
NN’2 5 2 of N5 ala he ie | 
NN3 ¥ | % | 2), 4 /SaP wk "Iq 
N’N’2 7 3 5 
NN’3 dev) Se Aas | 
NN4 "he hie he 
N’N’3 6 fe eo fe 
NN’4 dE 1 a 
NN5 0,212 | 0,087 | 0,15 
N — Nukleon, N’ — Isobar, NN’3 — Zustand mit einem Nukleon, einem Isobar un | 
3-Mesonen usw. 


nach Ladungszusténden iiber. Die Wahrscheinlichkeiten der Ladungs| 
zustande fiir verschiedene Prozesse sind in den Tabellen 2—6 aufgefiihrt 
Die Wahrscheinlichkeiten sind so normiert, da8 ihre Summe fiir einen BC 
gebenen ProzeB gleich 1 ist. Wie friiher wird der ProzeB durch die Anzahl de| 
Isobaren unter den Reaktionsprodukten und die Mesonenzahl charakteri| 
siert. Der Kiirze halber fiihren wir nur die Wahrscheinlichkeiten der Ladungs; 


*) Im allgemeinen Fall werden die GréBena und b durch die isotgpem Spins der stoBerp 
den Teilchen bestimmt. ; 
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zustande unter Berticksichtigung des Zerfalls von Isobaren an. Wie gewohn- 
lich rechnen wir so, daB die Zerfallswahrscheinlichkeit eines Isobars derart ist, 
daB 


1 2 
N+ > (p0), N° > = (p) + 3 (00), 


' | 
Weep) +5 0), We) 


Tabelle 2 


Ladungsverteilung der Produkte beim a —p-StoB 
Far den xt+—n-Sto8 mu8 man die Vorzeichen der Mesonenladungen vertauschen sowie 
p durch n und n durch p ersetzen 


N’(m — 1) 


Me- Reaktions- ees 
sonen- dukt a (7, T3) = 
zahl m REIL? mT Pl (5/yy —/s) (ars 


0,222 0,248 
0,200 | 0,170 0,178 0,174 
0,462 | 0,505 0,511 0,508 
0,103 0,070 
"Is 
0,356 | 0,358 | 0,335 0,320 0,326 
0,222 |0,210] 0,212 0,240 0,229 
0,089 |0,095| 0,094 0,080 0,085 
0,311 | 0,316| 0,346 0,333 0,339 
0,022 | 0,021} 0,013 0,027 | 0,021 
9 10 7 5 17/, 
ee ees et ee ae 6) ree 
p++———| 0,119 0,136 |0,129| 0,114 0,127 0,121 
p+— —00 0,305 0,300 | 0,302| 0,283 0,280 0,281 
Delete 0 0,333 0,340 | 0,337} 0,352 0,362 0,358 
5 n+ — 000 0,191 0,177. | 0,182} 0,199 0,187 0,192 
p — 0000 0,043 0,040 | 0,042} 0,040 0,038 0,039 
n 00000 0,009 0,007 | 0,008| 0,012 0,006 0,009 
Ps 30 21 24 18 12 14 
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Tabelle 3 


Ladungsverteilung der Produkte beim 2 —n-StoB 
Fir den 2*—p-StoB muB man die Vorzeichen der Mesonenladungen vertauschen sowie p 
durch n und n durch p ersetzen. | 


Me- 


Me- F ‘ : 
e Reaktions- Reaktions- Isobaren 
sonen sonen- 
Pies produkte S44 oe produkte 


1) 


Pi (°/2) 


Ps (7/2) 


Tabelle 4 
Ladungsverteilung der Produkte beim n—p-StoB 


NN’ (m — 1) N’N’(m —2) 


rae [i elen 


Reaktions- 
produkte 


Mesonen- 
zahl m 


(0,0) toa 
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Tabelle 4 (Fortsetzung) 


NN’ (m —1) N’N’ (m—2) 


Reaktions- 
produkte 


Mesonen- 
zahl m 


(0,0) | (1.0) 


gilt (N*+-Zustand mit t; = */s, N+-Zustand mit t, = 1/,), d.h. das Isobar 
N+ zerfallt mit der Wahrscheinlichkeit 2/, unter Aussendung eines 7r°-M esons 
und mit der Wahrscheinlichkeit1/, unter Aussendung eines 7*-Mesons usw. 

In den Tabellen sind fiir jeden ProzeB auch die Werte p, (7) aufgenommen. 
Wenn man dieWahrscheinlichkeiten der Ladungszustandemitdemzu gehorigen 
p,(7) multipliziert, erhalt man die isotopen statistischen Gewichte de1 
Ladungszustande. Im allgemeinen sind letztere jedoch nicht verwendbar. 
Die Berechnung der Ladungsverteilung nach der statistischen Theorie wurde 
fiir verschiedene Falle in den Arbeiten [16, 28—22] durchgefihrt. Hinzel- 
heiten der Rechnung sind in Anhang I enthalten. Mégliche Abweichungen 
von der nach der statistischen Theorie berechneten Ladungsverteilung 


werden in Anhang ITI diskutiert. 
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Tabelle 5 
Ladungsverteilung der Produkte beim. p—p-StoB 


Mesonen- 
zahl 


Reaktionsprodukte N’N’(m — 2) 


Pa 
; pp 00 
2 pn +0 
Lae Se 
Pe (1) 
1) Ui eke ak!) 0,267 0,280 0,244 
pn+-+— 0,333 0,360 0,422 
pp 000 0,033 0,033 0,030 
3 pn + 00 0,233 0,247 0,252 
n++0 0,134 0,080 0,052 
Ps (1) 9 5 | 3 
ppt++--— 0,122 0,131 0,119 
pp + — 00 0,180 0,190 0,186 
MOS oe) == 0,408 0,431 0,480 
4 nn+ + 4+ — 0,082 0,060 0,036 
pp 0000 0,012 0,013 0,014 
np + 000 0,106: 0,110 0,112 
nn + + 00 0,090 0,065 0,053 
Py (1) 21 12 7 
Tabelle 6 
Ladungsverteilung der Produkte bei der Vernichtung von Nukleonen (n oder p) mit | 


Antinukleonen (n oder p). Die Verteilung fiir pn erhalt man aus der Verteilung fiir p pn, | 
indem man die Vorzeichen der Mesonenladungen vertauscht?) 


Ladungs- pa(Z, T= | 
zustainde =i (1 al) 


Mesonen- 
zahl 


Ladungs- 
zustande 


000 0 0,200 | 0,150 +-—— 0,700 
3 +—0 1 0,800 | 0,850 — 00 0,300 


Ps 1 3 2 Ps (1) 3 : 


1) In der kiirzlich erschienenen Arbeit [23] wurde fiir die Wahischeinlichkeit von Zu- 
standen mit nur neutralen Mesonen ein analytischer Ausdruck erhalten? 
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Tabelle 6 (Fortsetzung) 


Mesonen- 
zahl 


Ladungs- 
zustande 


0,400 | 0,400 +—-—0 0,800 
n 0,600 | 0,578 — 000 0,200 
0,000 | 0,022 
6 */s Pa (1) | 6 
| 

++—-—0 0,667 | 0,629 |0,640; + + —— — 0,286 
5 + — 000 0,333 0,342 | 0,340 + — — 00 0,629 
00000 0,000 0,028 | 0,020 — 0000 0,085 

Ps 6 15 71/p Ps (1) 15 


4, Das Phasenvolumen 


Es ist auGBerordentlich schwierig, allgemeine Formeln fiir die Gré8e Q, (Zo) 
des Volumens im 3(n — 1)-dimensionalen Phasenraum zu erhalten, welches 
ein System von n-Teilchen bei Beriicksichtigung der Erhaltungssatze fiir 
Energie und Impuls einnimmt. Die aus der statistischen Physik bekannten 
Ausdriicke sind véllig unbrauchbar, da zu ihrer Ableitung die Bedingung 
Inn S>1 (Benutzung der Stirlingschen Formel) vorausgesetzt wurde, die 
in den uns interessierenden Fallen keineswegs gilt. AuBerdem beriicksichtigt 
man meist nur den Energieerhaltungssatz, wahrend der Impulserhaltungs- 
satz vernachlassigt wird.’) 

In seiner grundlegenden Arbeit [3] hat FERMI die GroBe Q, (Hp) unter strenger 
Beriicksichtigung des Energieerhaltungssatzes berechnet. Der Impulserhal- 
tungssatz wurde in seinen Formeln nur naherungsweise fiir zwei Grenzfalle 
beriicksichtigt, indem er » durch n—1 ersetzte: im nichtrelativistischen 
Fall, wenn die Gesamtenergie des Teilchens durch # = M + p?/2M gegeben 
ist (p ist der Impuls des Teilchens, M seine Masse) und im ultrarelativisti- 
schen Fall, wo HE = p ist. 

Er gab auch einen Ausdruck fir Q,,(Z) in dem ,,gemischten“ Fall an, wenn 
einige Teilchen als nichtrelativistisch und die tbrigen als ultrarelativistisch 
betrachtet werden kénnen. Dabei wird der Impulserhaltungssatz nur fiir die 
nichtrelativistischen (schweren) Teilchen genahert beriicksichtigt. Es ist 
jedoch einerseits bekannt, daf der Anwendbarkeitsbereich dieser Formeln 
sehr begrenzt ist und andererseits die GréBe des Fehlers bei Verwendung 
dieser Naherungsrechnung unbestimmt bleibt. Fiir einen quantitativen Ver- 
gleich der theoretischen und experimentellen Ergebnisse ist daher eine genaue 
Berechnung von W,,(H,) notig. 

In einigen Arbeiten wurden die von FERMI erhaltenen Formeln verbessert. 
YANG und CHRISTIAN [24] sowie BLock [25] haben die statistischen Ge- 
wichte mit Hilfe von elektronischen Rechenmaschinen numerisch berechnet. 


1) Anscheinend sind beide Naherungen in dem Sinne aquivalent, daB fiir n > 1 der Ein- 
flu8 des Impulserhaltungssatzes vernachlassigt werden kann. 
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Aber die Schwierigkeiten dabei sind so gro8, daS man die Rechnungen njj| 
fiir Teilchenzahlen bis 4—5 durchfihren konnte. In den Arbeiten [26, 24) 
sind Ausdricke fiir das statistische Gewicht von drei Teilchen abgeleitet untij 
der Voraussetzung, daB eines der Teilchen éinen fest vorgegebenen Impuls4 
hat. In den beiden Grenzfallen, dem ultrarelativistischen und dem nich] 
relativistischen, erhalt man verhaltnismaBig einfach allgemeine Ausdriicll) 
fiir x Teilchen unter strenger Beriicksichtigung sowohl des Energieerhaltungy| 
satzes als auch des Impulserhaltungssatzes [28, 29]. SchlieBlich erhie}| 
MILBURN [18] eine Formel ftir W,(H#,), wenn die Masse eines der Teilchej, 
exakt beriicksichtigt wird und die iibrigen n Teilchen (nm < 3) als ultre 
relativistisch angenommen werden kénnen. 1) 
Wir beschreiben hier eine allgemeine Methode zur Berechnung von Q, (Ej 
[30]. Die mit ihr erhaltenen allgemeinen Ausdriicke schlieBen als Spezia 
falle die oben erwahnten Formeln ein. Das Phasenvolumen Q,(E,) des Teil 
chensystems, fiir welches die Bedingung!) 


x VR < Hy und Spi=0 


t=1 


; 


gilt (wir betrachten das Schwerpunktsystem; zur Verallgemeinerung de} 
Formeln auf den Fall, daB die Impulssumme von Null verschieden ist} 
s. u. § 5), ist per definitionem folgender Ausdruck: | 


Ont) =f [0(S vm) U(B—S Vera) Map. (a 
ar ro | 


wobei 6 (z) die Delta-Funktion ist und U (z) die Heavisidesche Sprungfunktio | 


die gleich 1 fiir positive Argumente und Null fiir negative Argumente ist 


Benutzt man die Identitat dU(z)/dz = 6(z), so erhalt man folgende Formell} 


Wo(By) = GE? = [... (3 p,) (2 — ¥ verti) [haps | 
d Ky é Y v2 t=] <1 
3n 


die folgendermafSen umgeschrieben werden kann (s. Anhang III) 


n"( [] ) eT 
W (E,) = sats URE / [ eee(e4 y)" (x — y)? 
Aaa: y Bn? (xy) a 


‘ | 
x [JT H® (20, Vry)dudy. (4,3}] 
t=1 


Dabei ist H(z) die Hankelfunktion zweiter Ordnung, »; =;/E,. Man kann} 
den Wert des Integrals in (4,3) in Form einer Reihe nach Potenzen von v3] 


hy 


') p; und y; sind Impuls und Masse des i-ten Teilchens. SAF FEN 
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und 7 In 1/»,entwickeln. Die allgemeine Methode zur Berechnung der Glieder 
dieser Reihe wird in Anhang III dargelegt. Hier fiihren wir nur die Ausdriicke 
fiir die ersten Glieder auf, wenn W,,(E,) in der Form 


zy \"- 1 es) 
Walle) =(F) Bar-4 S Poy. (4.4) 


i=1 


geschrieben wird. 


a) Alle Teilchen haben die gleiche Masse u (¥;"==\9)2 


— 


P,(v) = D®,  Py(v) = Ch DD v2, 
1 


" : 


a(t) == C. D® yt In 
3 gl 2\ 7 (2) WS ae! be 
Pa(v) = \(—p Cn + Cn) Dn’ + > Cn Fn’ v4, 
P5(v) = + os 2c? D® y6In 
5\Y) = | — 3 n n n S ’ (4,5) 
4 
P.(v) = |(—ae Cnt = Ch + or) Der (- Zon + ch) #? |, 
P,(v) = 02 DY 9 In? ; 


Soy ano Nhat ey 3\ np . 92 p®| si, 
Ps) = \\og Cn + zag Cn + 3Cn Dn + C,F, v® In s 


usw. ') 
Hierbei wurden die Bezeichnungen 
y (4n — 2A — 4)! 
(3n — 2A — 4)! (2n — A — 1)! (Qn — A — 2)! 
F, = Dy {2(4n — 2A —4)la(4n —2A — 3)—2(8n — 2A —4)! x } (46) 
x a(3n — 2A — 3) — (2n — A—1)!a(2n — A) — (2n — A — 2)! x 
x a(2n — A — 1)}, 


Di) = (—1) 


a(z) = \-——— 


eingefthrt. Ck sind die Binominalkoeffizienten. 


') Wir haben 12 Reihenglieder berechnet, fiihren sie hier aber nicht alle auf, da die 
Ausdriicke sehr umfangreich werden. 
41 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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b) Alle Teilchen haben verschiedene Massen’) 


n n 1 

1 (2 u 
Pa (yj, 2-05 ¥a) = DP Sv, Ply. --->. Me) = De a In AB 
i=1 t= t 


_ pe [Satya Syl pte > o 
P,(v1, --+) Yn) = Ne \a a" 4 Pah Viv; =F 5} Py 2 | (4,7) | 


4,j=1 


P, (4, .-- Yn) = 
1 n 1 1 n 1 1 
ipa 6 Ty ee 8) (oF In + on TF 
Ds 3 a” " V; 2 2 eae ( i oa =) 


Der Strich am Summenzeichen bedeutet, daB bei der Summation der Term || 
mit i = 7 ausgelassen wird. . | 
Die Berechnung der tibrigen Glieder ist nicht schwierig; wir wollen sie aber} 
wegen ihres Umfangs hier nicht aufschreiben. Fir 1; — 0 miissen die Teil- 
chen als ultrarelativistisch betrachtet werden. Dann erhalt Formel (4,4) die? 


Form 
n—l 
Warder =(H) De Ht * = 


(ay? (4n — 4)! oi | 
= ($) Gal @n — 1) an — By ; 


Die Ableitung von (4,8) wird in [28], [29] gegeben. 
Der Ausdruck (4,4) stellt die strenge Lésung des Problems dar. Die Reihe} 
konvergiert jedoch fiir groBe v schlecht, und selbst die Berechnung von 10—1 >| 
ihrer Glieder reicht noch nicht aus, um W, (EH) bei Werten der kinetischen} 


n 
Energie 7) ~ >) 4; 2u berechnen. Man muB also fiir diesen Energiebereich} 
j=1 


bequemere Formeln ableiten, speziell kann man die ,,gemischten* Formeln} 
verwenden, muB aber dabei den Impulserhaltungssatz streng beriicksichtigen } 
da seine Vernachlassigung offenbar die Ursache betrachtlicher Fehler ist} 
Diese Rechnungen wurden auch in der Arbeit [30] durchgefihrt. | 


In dem ,,gemischten™ Fall (m ,,schwere‘ Teilchen mit der Masse M und 
relativistische Teilchen) erhalt der Ausdruck (4 2) folgende Form: 


li\ter 28 y 
» ee = n 
x ( fe-wensonap) ( [effet om ap) s (4, 


Nach einer umstandlichen Rechnung erhalt man folgenden Ausdruck : 
27h + 3/2(m — 1) (mm M3" + (8/2) m — 4 YY B/2)m . 
(2n — 1)! 


Wm,n (Ey) == (4,1 U 


. & 2 * 
1) Der Wert von P, (%, «+; %) hangt nicht von »; ab und ist fiir alle Falle gleich. 
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S ist verschieden definiert, je nach dem ob m gerade oder ungerade ist 
[a = 2(E,) — mM)/mM}: 
a) m gerade 


1 —_3n+3m/2 —3 
= 7 (ores Ve D> © Peatsnpcecyetttime 3 =e. 
b 3 k=1 


= 


/— 3n+3m/2 —5 
— ya 3" a’), (4,11) 


wobei 
(—1)F-1 (2k — 1)! (2n — 3/2 — by! 
[(k — 1)!]? (3 + 3m/2 —3 — ky! 22#-3 Vx’ 


P3n+3m/2—-3—k = 


(4,12) 
a : i Pi-i 
% es No) 2641’ 
b) m ungerade 
2n—-1 n+3m/2—3 
S= (1+ a)*t3m2-3 SY a(1+ a) + D> sbrat, (4,13) 
k=0 r=0 
_wobei 
ee Oe: (k — 3/2)! 
ay, ( 1) Cen-1 + 3m]2 — 3)l” re 
4) 
2n—1 ! ? 
~e Seo: (k — 3/2)! 
sigs a, ae Con —1 + 3m/2 —r — 3)! 7! 


Fur den Fall, daB die ,,schweren“’ Teilchen verschiedene Massen haben, 
“mussen in den oben gegebenen Ausdriicken folgende Ersetzungen vor- 
-genommen werden: 


™ m 2 
mM >> M;; M3"?-> [J] Myf. (4,15) 
i=1 i=1 
Wenn wir (4,10) in eine Potenzreihe nach « entwickeln und uns auf das erste 
_Glied beschranken, so erhalten wir den von FERMI [3] (und auch in der Uber- 
sicht [14]) abgeleiteten Ausdruck 
Qnrt 3/2(m 1) (mM)3" + 3m/2 —4 M3m/2 qgent3 m/2 — 5/2 
(3n + 3m/2 — 5/2)! 
Dieser Ausdruck unterscheidet sich wesentlich von (4,10) (Bild 1). Bei n = 0 
geht die Formel (4,10) in 


Yn, n (Eo) Fermi ae 


(2M z)3/2 (m — 1) 
a, (3™ >)! 


iiber, also die Formel fiir den Fall, daB alle Teilchen nichtrelativistisch sind. 
41° 


Wm (Eo) = Te ale (4,17) 
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Zur geometrischen Interpretation der letzten Formel ist es niitzlich, ih i 
Ableitung anzufihren. 


m . ™m 
Die Gleichungen > p}/2M = Ey) —mM und > p, =O definieren ei 
i=1 


i i=1 
gewisse Flache zweiter Ordnung im 3(m — 1)-dimensionalen Phasenraumy 


Man kann leicht zeigen, daB diese Flache ein Ellipsoid ist, bei dem drei Halhj 


Ron (Eo) 


R Ferm 
Ay 
Fermi 


4 
re 
15 Yt Bes 
aed 


05 


_— 
Sh wk Jin AS eS ae Fa 8 9 AO eth Ey Mee 
Bild 1. Verhaltnis Ro,» (Zo) =We,n(Ho)/W2,n(Ho)u.r. der statistischen Gewichte zu den bei Vernachlassiguiy 
der Ruhmasse erhaltenen Werten fiir folgende Systeme: zwei Nukleonen und vier Meson 
(R,,) und zwei Nukleonen und finf Mesonen (R,;). Die statistischen Gewichte sind nach den Forme 
(4,4) und (4,18) bestimmt worden. Die punktierten Kurven geben die nach der Fermischen Forn 
(4,16) berechneten Werte wieder. Auf der Abszisse ist die Energie im S-System in Vielfachen von 2} 


aufgetragen. 


achsen gleich a, = V2M(E, — mM)/m und die ibrigen 3m—6 Halbachs 
gleich a, = Y2M (E, — mM) sind. Man erhalt Q,, (H)), wenn man die Form} 


Ran (£0) 

10 n= 
n=? 
n=2 
nz? 
n=4 

= 5 


2 3 4 5 6 7 8 9 10° Wi 12 Eg / Mee 


Bild 2. Verhiltnis R,,,(Z,) fiir Systeme aus zwei Nukleonen und m Mesonen. Die Anfan steile der Kurven si 
nach Formel (4,18) berechnet worden, die Werte fiir groBe Energien nach Fornte} (4,4). Das punkti 
Stiick ist zwischen beiden Formeln interpoliert. ‘ 
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fir das Volumen des 3(m — 1)-dimensionalen Ellipsoids 


y q3(m—1)/2 3 (m —1) 

verwendet. Durch Differentiation nach EZ, finden wir (4,17): 

Wir geben noch graphisch den Verlauf von W m,n (Zo) fiir den interessantesten 
Fall von 2 Nukleonen und n z-Mesonen an (Bild 2). 


Die Anfangsteile der Kurven wurden nach den Formeln (4,10) berechnet, die 
in unserem Spezialfall die Form (M = 1) 


W, ,(£)) = 82? {tas + 6a + 5) arctg Va — (> a+ 5) Va\ 


j ? 
W,, 2 (Ho) = 


1 1 105 231 — 
a Tere ae 3 2) drogen Fried fe, 
(se a + 5a? + 35a? + 9 a + io) arete Ve 


1 56 553 224 231\ ~- 
| eek ea (plate, EP 2 | 3 ape ag Winzze eT 
( amnion teers: 5 +55) Va}, 


(4,18) 


eel al 1 1 7 , 105 
4 Se en ORE ia Hated et 66 been ag SUA 
W,,3 (Zp) or" 7% = 7 ¢ 3% =f z¢ + 231.05 + 


1001 
7 


7293 — ae 79 
2 tite if hil ag aed A, 6 
a? + 429a + 55) arete Va + ae (a 7+ 


e467 . 2129 , 772409 , 107393 
a Ce 0) 5 


| 


a? — 21593a — 7293) Va 


usw. annehmen. 


A (Eo) 
| 
5 
4 
4 
3 2 
2 
hs 
1 15 2 25 3 Ye 
a ee a i Ss a Se ee Pati 
ry) 2 4 6 8 170 124s Ey (GeV) 


Bild 3. Abhangigkeit n(Z,) der wahrscheinlichsten Zahl von erzeugten Mesonen bei der p — p-Wechselwirkung 
fiir die isobare Variante: Kurve 7 — Gesamtzahl an z-Mesonen, Kurve 2 — Zahl an geladenen z- 
Mesonen. Auf der Abszissenachse sind Ex, die kinetische Energie des Nukleons im L-System und 
Ye = 1/V1 — V* abgetragen, wobei V die Geschwindigkeit des S-Systems beziiglich des L-Systems ist. 
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5(%) Der iibrige Teil der Kurvery 
ie wurde mit der Reihe (4,4) aus 

. gerechnet. Auf der Ordinaten} 

achse der Figur wurde det} 
Bequemlichkeit halber dié¢) 


30 
GroBe 
20 Ws, n (E,)/ Ws, n (Eo)u.r. — 
= Re n( 
ye aufgetragen, wobeiW,, n(Lo)u. 


den ultrarelativistischen Teil} 

chenentspricht[Formel (4,8) }} 

ae CST ee ie ee ea ee AbschlieBend stellen wir noc} 

Bild 4. Relative Wahrscheinlichkeit fir die Erzeugung von ) 
mnasonen beim Sod cer Nokieonen de Ene. wahrscheinlichsten | Anzai 
der erzeugten z-Mesonen voy 

s 


der isobaren Variante. | 
der Energie (Bild 3) und dij 


relative Wahrscheinlichkeit der Erzeugung von verschiedenen Mesoner 
zahlen beim StoB von Nukleonen der Energie 10 GeV dar (Bild 4). 


5. Impulsverteilung der Sekundarteilchen | 


Bis jetzt haben wir uns nur far die Verteilung beziiglich der Anzahl der Teil 
chen interessiert. In diesem Abschnitt betrachten wir die Impulsverteilu i 
der Seckundarteilchen. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit w, (Ho, p)4 
dafiir, daB in dem aus » Teilchen bestehenden System eines mit der Masse 
einen Impuls (im S-System) aus dem Intervall (p, p + dp) besitzt.*) B 
achtet man, daB das von diesem Teilchen im Pha enraum eingenommer) 
Volumen 42 p2dp und der Impuls des Gesamtsystems gleich Null ist, so erhaj 
man leicht | 
@n(Eo, p) dp = 4p? Was (Bo — VP + HH, p) dp. (5.) 
Um «, (Ep, p) zu berechnen, mu8 man die friiher erhaltenen Ausdricl} 
fiir die GroBe W,,(E,) (s. §4 und Anhang III), in denen der Gesamtimpy 
des Systems als Null angenommen war, auf den Fall p + 0 verallgemeiner} 
Sei W,,(E, p) die gesuchte GroBe. Wir betrachten den allgemeinen Fall [3]}] 
Die Verallgemeinerung der Formel (4,4), die die exakte Lésung des Probler} 
fiir p = 0 war, wird in folgender Weise durchgefiihrt : | 


a) Die GroBe »; = wi/H muB durch 


ersetzt werden, 


1) Wir erinnern daran, daB Ho die Gesamtenergie der stoBenden Teilchen im S-Sys 


war. 


2) Die Berechnung von W, (H, p) im ultrarelativistischen "Fall. wurde in [29] dur 
gefiihrt. 
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b) Die GréBen D™ und FY werden nach den Formeln 


Di — Ee 2 blew | (1 + &)*-7+1 (10k) is 
Fey) Pas (2x —r—A—1)!(n+r—A—2)! 
(L-+ my" (1 — Bye 
Wien an AO) Wat ea ea) 
und 
7): Sofa + oer a — a x. 
a(n +r— A) a(2n —r—A —1) ee \ 
leet SamereseL eG pores 


x [ea a(2n —r — A) || 


(Qn—r—A—1)!" 2+r—A — 2)! (5,3) 


berechnet (p/H = k). In den erhaltenen PUL SDR mu8 zur Berechnung 
der Impulsverteilung wegen (5,1) 


E=E,—Vp+ 


gesetzt werden. 


Betrachten wir jetzt den gemischten Fall (n ultrarelativistische Teilchen und 
m nichtrelativistische). Hier gilt 


Q3n 71” (27)2@— D2 ane | p 3n + 3m/2—5/2 
Wa, m(£, p) {ictal eS — 5) x 
p k 
[ee 
2mM 
x D) Crten—1(— 1)* (2k +4 1) aT) x 
| (snare) 
k C%, 2mMT — p? 
ated, ay Se ENTER, Co aie SS Rae eT. (5,4) 
ori 1" (p+ 3n + — ee = r)! 


Man sieht leicht, da8 fiir p = 0 alle abgeleiteten Ausdriicke in die ent- 
sprechenden Formeln von § 4 tibergehen. Eine einfache Form erhAlt (5,4) fiir 
n = 0 (alle Teilchen werden als nichtrelativistisch angenommen) [29]: 


W,(#) = 


3(m — 1)/2 2 \3m/2 —5/2 
(27M)3™ ( p ) (5.5) 


1, (2™ >)! mM 
fet bes alt 
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Wir fiihren noch die exakte Formel fiir ein System aus drei Teilchen an: 


(Ey p) dp = p* (By — Ve? + we { — BYP BY) + 
+ 212(1 — B) 02 + 8) — (B+ #) OF + DX 


ht Let eee 
x Vi-Mm+ v)*] [1 : (v, — %2)"] dp. (5,6) |} 
(1 — k?) 
Dabei charakterisieren v, und », die Massen der iibrigen beiden Teilchen. 


wr (EP) 


10 


Q/ 02 03 04 05 06 07 08 09 10 P/Mc 


-Mesonen bei der Vernichtung von Antinukleonen in Ruhe. 


Bild 5. Normierte Impulsverteilung der x 


Zur Illustration sind in Bild 5 die Impulsverteilungen der 2-Mesonen bei det 
Vernichtung eines ruhenden Nukleon-Antinukleon-Paares aufgetragen.*) || 


6. Vergleich der theoretischen und experimentellen Werte fiir 
(N = N) - und (x — N)-Stéfe bei Energien von 1 —5 GeV”). 


Betrachten wir zuerst Nukleon-Nukleon-Sté8e. Der Kirze wegen wollet 
wir die Rechnungen ohne Beriicksichtigung von , lsobaren‘‘, d. h. ohne Bal 
ricksichtigung der Meson-Nukleon-Wechselwirkung im Zustand (3/2, 3/2)} 
die Variante A der statistischen Theorie nennen und die Rechnung m 
Beriicksichtigung dieser Wechselwirkung die Variante B. Die statistische} 
Gewichte fiir die verschiedenen Prozesse sind in Tabelle 7 aufgefiihrt. 


1) Ausfiihrlich wird die Vernichtung von Antinukleonen in § 7 betrachtet. 

2) Kine Analyse des StoBes von Nukleonen der Energien > 10 GeV. mit schweren Kern 
wurde vom Standpunkt der statistischen Theorie von I. A. IVANQVSKAJA und Di 
GeRNavskiy [56] durchgefihrt. ae . 
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Tabelle 7 


Statistische Gewichte der Prozesse bei n—p- und p—p-StéBen 
Bei der Variante A sind nur die Prozesse NN, NN1, N N2 usw. méglich 


eds E,=1,7 GeV 
n — P)z, =2,3 GeV 


E, =2,3 GeV 
p— p\ E, =3,0 GeV 
E, = 5,3 GeV 


Statistische 
Gewichte 


StoBe von Neutronen mit Protonen bei mittleren Energien der einfallenden 
Teilchen EZ, = 1,7 GeV wurden in Arbeit [24] experimentell untersucht. Es 
wurden 185 dreistrahlige Reaktionen gefunden und nicht eine einzige finf- 
strahlige, die als (pp + — —) interpretiert werden kdénnte. Die Autoren 
nehmen daher an, daB die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzeugung von drei 
Mesonen vernachlassigt werden kann. Unter den dreistrahligen Reaktionen 
waren Falle mit der Erzeugung eines Mesons (pp—) und solche mit der Er- 
zeugung von zwei Mesonen (pn + —) und pp — 0). Das Verhaltnis (pn + —) 
+ (pp — 0)zu (pp —) schwankt in den experimentellen Fehlergrenzen zwischen 
3 und 4. Die Rechnung fir dieses Verhaltnis ergibt nach Variante A den 
Wert 0,2, wahrend die Variante B den Wert 3,5 liefert [11]. AuBerdem tiber- 
zeugt man sich aus den Tabellen 4 und 7 leicht, daB die Wahrscheinlichkeit 
zur Erzeugung eines fiinfstrahligen Sterns fiir beide Varianten klein ist in 
Ubereinstimmung mit dem Experiment. 

Wenn man versucht, den Parameter R, der die Ausma8e des Wechsel- 
wirkungsgebietes bestimmte, zu verandern, um den Wert des Verhaltnisses 
(pn + —) + (pp — 0)2u (pp —) nach Variante A in Ubereinstimmung mit dem 
Experiment zu bringen, so findet man nur eine starke Vergroferung der 
Wahrscheinlichkeit fir die Erzeugung von drei Mesonen, also einen noch 
starkeren Widerspruch zum Experiment. 

Das Verhaltnis zwischen (pn + —) und (pp — 0) ist experimentell nicht sehr 
genau bestimmt. Der experimentelle Wert des Verhaltnisses (pn + —)/(pp—9) 
ist gleich 3, aber die Werte 7 und sogar 11 widersprechen den Versuchen auch 
nicht. Nach Variante A ist dieses Verhiltnis gleich 2,5—3 und hangt nicht 
von der Energie ab. Fiir die Variante B ist dieses Verhiltnis gleich 2,5 fir 
Energien unterhalb der Schwelle fir NN’1 (1 GeV); fir Energien zwischen 
1 und 1,4 GeV liegt es zwischen 3 und 4, und fiir E, = 1,7 GeV schlieBlich 
ist (pn + —)/(pp—9) = 6. Bei weiterer VergroBerung der Energie nimmt 
dieses Verhaltnis wieder ab. 
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Das in [24] verwendete Neutronenbiindel umfaBte Teilchen mit Energ}} 
zwischen 1 und 2,3 GeV. Ein bedeutender Teil des Neutronenspektrums ) 
nahe der Schwelle fiir Prozesse N’N’ oder dicht unter ihr. Dieser Umstal, 
erlaubt es nicht, die Impulsverteilung der Reaktionsprodukte nach Variantif 
zu berechnen, da die Theorie nahe der Schwelle nicht anwendbar ist. 4 
Winkelverteilung der Reaktionsprodukte muB man noch folgende Bemerk 
machen. Bei der experimentellen Untersuchung der StéBe von Neutronen 1} 


HH) 
Protonen und auch der StéBe von z-Mesonen mit Nukleonen wurde e}|| 


| 


Besonderheit der Wechselwirkung festgestellt: Das einfallende Teilchen ze: } 
die Tendenz, seine Bewegungsrichtung wahrend des StoBes beizubehalt¢ 
Diese Besonderheit kann nicht erklart werden, wenn man von der Annahij 
ausgeht, daB sich ein statistisches Gleichgewicht im System einstellt (sell ! 
dann nicht, wenn man den Drehimpulserhaltungssatz beriicksichtigt). 
Winkelverteilung der Reaktionsprodukte ist also sehr wesentlich abhang 
von der Form des Matrixelements und kann nicht durch die statistis¢ 
Theorie beschrieben werden. 1) 
Betrachten wir p—p-StéBe bei 2,7 GeV. Vergleichen wir das Verhiltnis af 
Zahl der vierstrahligen Reaktionen zu der Gesamtzahl an unelastise hy 
StoBen. (Die Produkte einer vierstrahligen Reaktion sind vier geladene Tey 
chen und beliebig viele neutrale.) Der experimentelle Wert des Verhiltniss| 
O4-strahl/Ounelast. ist 0,16 [32], [33]. Die berechneten Werte sind 0,11 na 
Variante A und 0,19 nach Variante B. Der experimentelle Wert des Vé 
haltnisses der Fille mit Erzeugung von einem, zwei bzw. drei Mesonen | 
gleich 36:48:16. Rechnerisch erhalt man dafiir nach Variante A 68:28:4 uil 
nach Variante B 36:52:12. | 
Fir die Energie 5,3 GeV ist der Vergleich der berechneten und der experime} 
tellen Verteilung der Produkte bei p—p-StdBen in Tabelle 8 gegeben [22].| 


Tabelle 8 
Verteilung nach der Anzahl der Strahlen bei p—p-StéBen und 5,3 GeV 


Zahl der 
Strahlen 
unelastischer 


Statistische Theorie 


Verweilen wir noch ein wenig bei dem Verhailtnis 0 = 2*/x~, der Zahl der bei 
StoB erzeugten x*-Mesonen zur Zahl der 2--Mesonen. Fiir p—p-StoBe bi 
2—3 GeV und fiir p + ,Be® bei 1—2,3 GeV sind die berechneten und dj 
experimentellen Werte in Tabelle 9 zusammengefaBt [34]. Dabei wird voll 
ausgesetzt,daB beim p + ,Be®-Sto8 das einfallende Proton mit einem Nuklec 
des Be wie mit einem freien Teilchen wechselwirkt. sat, ist 
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Tabelle 9 
Experimentelle und theoretische Werte von 9 = x*/a” fiir p-p-StéBe und p + ,Be® 


Wert von 9 = 2 /x nach der 
statistischen Theorie 


Kinetische Energie des 
einfallenden Protons 


Experimenteller 
Wert von 


Variante B Variante A 


Jetzt untersuchen wir die Vielfacherzeugung von Mesonen beim StoB von 
z-Mesonen mit Nukleonen [20], [37]. Im Schwerpunktsystem bewegen sich 
das stoBende Meson und das Nukleon mit verschiedenen Geschwindigkeiten. 
Wir nehmen wie beim Nukleon-Nukleon-StoB an, daB das Volumen des 
Wechselwirkungsgebiets durch die infolge der Bewegung des Nukleons 
lorentz-kontrahierte Mesonenwolke des Nukleons bestimmt wird. Die 
statistischen Gewichte fiir die verschiedenen Prozesse bei z-—p-Sté6Ben fir 


Energien zwischen 1,4 und 4,5 GeV sind in Tabelle 10 angegeben. 


Tabelle 10 
Statistische Gewichte der Prozesse z-p fiir 1,4 und 4,5 GeV 


peel ati 


he 
N2 N’1 N3N’2 | N4.N’3 
1 


Zahl der sekundaren Mesonen 


Art des Prozesses 


Statistisches { Z, = 1,4 GeV 
Gewicht E, = 4,5 GeV 


Verwendet man die in Tabelle 3 gegebene Verteilung nach Ladungszustanden, 
so findet man leicht die Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Reaktio- 
nen. Fiir die Energie 1,4 GeV nimmt das fir die elastische Streuung berech- 
nete statistische Gewicht einen geniigend grofen Wert an. Der so fiir die 
elastische Streuung berechnete Wert bezieht sich nur auf die sogenannte 
inkoharente elastische Streuung [18]. Diese Streuung wird dadurch hervor- 
gerufen, daB das Teilchen aus dem Gebiet starker Wechselwirkung heraus- 
fliegt als Folge einer Reaktion mit nur einem Meson. AuBerdem hat nach der 


1) In Arbeit [35] wird nach Variante A bei der Energie Ey, = 2 GeV der Wert 9 = 1,7 
angegeben. Das ist wahrscheinlich einfach ein Druckfehler. Aus den Tabellen 4—5 
findet man leicht, da8 @ nur dann gleich 1,7 ist, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir die 
Erzeugung eines Mesons gegen die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzeugung von zwei 
Mesonen vernachlassigbar ist (s.a. [36]). Bei dem betrachteten Fallist fiir die Variante A 
eher das Gegenteil der Fall. 
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Quantenmechanik jede unelastische Streuung eine elastische Diffraktions-} 
Streuung in kleine Winkel zur Folge.) Zur experimentellen Bestimmung de 
GréBe der elastischen inkoharenten Streuung nimmt man an, daf es sich beij 
ihr um die elastische Streuung in groBe Winkel handelt. 
In Tabelle 11 werden die Verteilungen der geladenen Reaktionsprodukte}) 
beim a-—p-StoB mit dem Experiment verglichen. In der Tabelle ist) 
(x- + p)e, die Summe von (p — 0) und (p — 00), und (m* + z-) ent-4 
spricht der Summe von (n+ —) und (n 3 ear 0). Ein Vergleich der! 
Variante A mit den Experimenten wird auch in der Arbeit [18] durchge-4 
fiihrt.?) 


Tabelle 11 
Verteilung der geladenen Produkte beim x” —p-StoB fiir 1,4 GeV 


0,11 0,15 


Geladene 
Reaktionsprodukte 


(x + pel. 
(x + p)inel. 
att a 
m+ 22-+ p 


Variante A 


der geladenen Produkte beim m-—p-StoB nach der Anzahl der Strahlen "bad 
4,5 GeV mit dem Experiment. . 


| | 
; 


Tabelle 12 | 
Verteilung der geladenen Produkte beim a -p-StoB nach der Zahl der Strahlen fir die} . 
Energie 4,5 GeV 


Art des StoBes 


Elastische nicht-diffr. Streuung 


zweistrahlig, unelastisch 56 
vierstrahlig, unelastisch 17 
sechsstrahlig, unelastisch 0,1 


Da beim Meson-Nukleon-Sto8 nur ein Nukleon teilnimmt, unterscheiden sich |} 
die nach Variante A und Variante B erhaltenen Resultate weniger als im|| 
Falle des Nukleon-Nukleon-StoBes. 
') Anm. d. dt. Red.: Vgl. BLATT-WEISSKOPF, Theoretical Nuclear Physics; Wiley, New)| 
York (1952), S. 322—325. 8S. a, BELEN’K1J, Zurn. éksper. teor. Fiz. 80, 983 (1956) Engl. 
Ubers. Soviet Phys. JETP 8, 813 (1957); ACHIEZER u. POMERANCUK, Fortschr. Physik | 
(in Vorber.). : 
) Die in [18] zitierten Wahrscheinlichkeiten fiir die Ladungszustinde unterscheiden}| 
sich etwas von den entsprechenden Werten in Tabelle 11. Dashangt damit zusammen, daB 
in [18] der Radius des Wechselwirkungsgebiets (zum Unterschied yon unseren An- 
nahmen) gleich R = 27h/Mc = 1,32 - 10-3 em gewahlt wurde. mn 


SS a 
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Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Energieverteilung der Reaktions- 
produkte tiber. Wir nehmen an, da8 im Ruhsystem des Isobars sein Zerfall 
isotrop ist. Die Niveaubreite des Isobars vernachlassigen wir. 

Beim Zerfall des Isobars im Fluge wird das Impulsspektrum der Mesonen 
durch den Ausdruck [38] _ 


p dp 
Nip) = —E,V\<p< BV 
2V uit pt pV 7 |Dc Vix<p<y |p. | 
gegeben. Hierbei ist p, = 0,23 GeV/c der Mesonenimpuls beim Zerfall des 
ruhenden Isobars, V die Geschwindigkeit des Isobars und y = (1 — V?)""?, 
E, = (uw? + p;)'/*. Falls die Isobaren ein Geschwindigkeitsspektrum f(P,) 
besitzen (unter den Reaktionsprodukten miissen sich dann notwendig auBer 
dem Isobar noch wenigstens zwei weitere Teilchen befinden), wird das 
Spektrum der beim Zerfall erzeugten Mesonen durch den Ausdruck 
Popmax 
= pap NM, f (Po) 
2V p+ 2? pe Pr 
Pomin(P) 
gegeben, wobei Py min(p) = Vomin M,/ V1 — V? min ist und V, der Betrag der 
Wurzel der Gleichung ; 


N(p) dp 


Vi — V5 


ist. Der Index ,,b‘‘ bezieht sich auf das Isobar; so ist My die Masse, P, der 
Impuls des Isobars usw. Das Integral 
hangt von p tiber die Funktion der 
unteren Grenze ab. 

Wir betrachten jetzt die Energie- 
verteilung der Mesonen, die beim Sto8 
p + Be? mit Energien der einfallenden 
Protonen von 2,3 GeV erzeugt wer- 
den. Nach [36], [39] ist das Mesonen- 
spektrum bei der betrachteten Re- 
aktion angendhert gleich dem, welches 
man erhalten wiirde, wenn das ein- 
fallende Proton mit einem Nukleon des 
Be-Kerns wechselwirken wiirde. In 
Bild 6 sind die Spektren der verschie- 
denen Prozesse dargestellt. Die berech- 
neten und die experimentellen Spek- 
tren der z*- und a7--Mesonen zeigen Bild 6. Impulsverteilung der Mesonen fir ver- 


Mesonenzah/ 
1) N 


AE 8G se Gy 


~ 


01 02 03 04 05 06 07 08 Moc 
Mesonenimpuls im S-System 


< é schiedene Prozesse: 1 — Spektrum der 
Bild 7 und 8. Das experimentelle Spek- freien Mesonen beim ProzeB N’N’x; 2 — 
trum wurde durch eine Transformation Selon der ae beim Zerfall des 
. . sobars im ProzeB NN’x; 3 — Spektrum 

ausdem L-System,indem Beobachtun der Mesonen beim ProzeB N’N’; 4 — 
gen unter einem Winkel bis 32° vor- Spektrum der Mesonen beim ProzeB NN’; 
* : 5 — Spektrum der freien Mesonen beim 

-Sy en. Man 
liegen, in das S$ Sy stem erhalt ProzeB N.N’x; 6 — Spektrum der Mesonen 


erhalt in letzterem ein Spektrum im beim Proves NNW. 
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Intervall 106° —74°. Es wareschlieBlich richtig, einen Vergleich mit dem experi-} 
mentellen Spektrum im S-System durchzufiihren, nachdem tiber den Raum-} 
winkel integriert wurde, jedoch ist ein solches Spektrum noch nicht bekannt.| 
Aus Bild 7 ist ersichtlich, da8 die Rechnungen nach Variante B zu befriedi- 

gender Ubereinstimmung mit den Experimenten fihren. 
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Kinetische Energie dera*Mesonen im S- System 


Bild 7. Energieverteilung der 7+-Mesonen bei p + , Be®-Std8enfiir2,3 GeV: 1 — Experiment; 2 — Berechnung 
nach Variante B der statistischen Theorie; 3 — Berechnung nach Variante A der statistischen Theorie. - 
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Kinetische Energie derMesonen QI Q2 03 04 05 O06 O07 Gey 
im S-System Mesonenimpuls im S-System 
Bild 8. Energieverteilung der 2 -Mesonen bei Bild 9. Uber die Energie der einfallenden Mesonen| 
p + ,Be®-St6Ben fiir 2,3 GeV: 1 — Ex- gemitteltes Mesonenspektrum beim Proze8 
periment; 2 — Berechnung nach Vari- N2zx, Punktierte Kurve — Experiment. 
ante B der statistischen Theorie. ausgezogene Kurve .\Berechnung nach 


der statistischen Theorie (Variante A). 


Statistische Theorie der Vielfacherzeugung von Teilchen 551 


Wir fihren noch die Impulsverteilung der z-Mesonen und Nukleonen der 
Reaktion mz” + p—> fe ue 3 ee bei 1,4 GeV an. Entsprechende experi- 
mentelle Werte wurden in Arbeit [40] bestimmt. Die iiber die Energie der 
einfallenden Teilchen ge- 
mittelte Impulsverteilung 

der Mesonen ist fiir Vari- Jo 
ante A und B in Bild 9 und 
Bild 10 dargestellt (ausge- 
zogene Linien). Die punk- 
tierten Linien in diesen 
Figuren geben die experi- 
mentellen Daten wieder. 
Die analogen Resultate fiir 
die Impulsverteilung der 
Protonen sind in Bild 
11—12 zusammengestellt. 
Zuletzt untersuchen wir 
noch die Erzeugung von 
K-Mesonen und Hyper- : 

: ° Bild 10. Impulsverteilung der Mesonen bei den Reaktionen (p — 0) 
onen im Rahmen der stati- und (n — +). Punktiert — Experiment, ausgezogene Kur- 
stischen Theorie. Wir neh- ve — Berechnung nach der statistischen Theorie (Vari- 
men an, da8 der gewéhn- sae ah 
liche Spin der K-Mesonen 
gleich Null und der der 
‘Hyperonen gleich 1/, ist. 
Es werden nur die Reak- 
tionen beriicksichtigt, bei 

denen die Strangeness er- 
halten bleibt (vgl. z. B. 
‘{41})1). Fir diese Reak- 
tionen werden die statisti- 
-schen Gewichte in tiblicher 
Weise ausgerechnet. Be- 
trachten wir z~-p-StdBe 01 02.03 0% O5 06 07 08 GeYe 
bei 1,4 und 4,5 GeV. Die Nukleonenimpuls im S-System 
_statistischen Gewichte fiir Bild 11. ake He Seo jae ately sae 
prozesse ae a Some Taacen Theorle (Yariante A). ; 
von instabilen Teilchen 
sindin Tabelle 10 gegeben. } 
Entsprechend leiten wir die statistischen Gewichte fir Prozesse her, bei denen 
instabile Teilchen erzeugt werden. Bei der Energie 1,4 GeV sind nur folgende 


-Reaktionen méglich: a + p> A°o+K*, a t+p>24+K. 


Mesonenzahl im Intervall 01 GeWc 
a 
' 
fatateratsce imi 
' 


pe OR Osh Oi Os — Oo ve Oke (YG 
Mesonenimpuls im S-System 


Nukleonenzahl im Infervall 01GeYWc 


Thre statistischen Gewichte sind 10 bzw. 13. Das Verhdltnis des Erzeugungs- 
querschnitts fiir instabile Teilchen zum Erzeugungsquerschnitt von z- 


| 1) Anm. d. dtsch. Red.: s.a. K. NISHIJIMA, Fortschr. Phys. 4, 519 (1956), und OKUN, 
Fortschr. Phys. (in Vorber.). 
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Mesonen wird also gleich 0,23 nach Variante B und 0,4 nach Variante A. IJ 
experimentelle Wert dieser GréBeo (K)/o (x) ist bei weitem kleiner als */59 uw 
_andert sich anscheinend ni 
wesentlich bei VergroBerung qi) 
Energie des einfallenden z-M) 
sons auf 4,5 GeV [40], [42]. Ly} 
fiir 4,5 GeV nach der statin 
schen Theorie berechnete Vi 
haltnis o(K)/o (z) ist sogar na} 
etwas gréBer als der Wert 4] 
1,4 GeV. Die statistischen G) 


| 


s 


ray 


~ 
Ss 


wH 


Nukleonenzahi im Interval 01GeV/e 


wichte der Prozesse (A° Ky 

(X' Kz), (@KK) und NKK) sid 

Of 02 03 Of 05 06 OF 08 GeV bzw. gleich 7, 12,3 und 6. Ei 

Nukleonenimpuls im S-System gewissen Beitrag zum Erzey 

Bild 12. Impulsverteilung der Nukleonen bei den Reaktionen gungsquerschnitt fiir instab 
(p — 0) und (n+ —). Punktiert — Experiment, Teilchen sollten auch die 

ausgezogene Linie — Berechnung nach der statisti- kti * . Teil / 

schen Theorie (Variante B). aktionen mit vier euch 

(A°K aa), (Kaz) usw. gebef 

Wenn man annimmt, da8 das Volumen des Gebiets starker Wechselwirkui} 

fiir instabile Teilchen kleiner als fiir z-Mesonen ist, so wird auch o(K)/o( 

entsprechend kleiner. Es sind aber noch mehr detaillierte experimentelle Dati 

erforderlich, um zu klaren, ob es méglich ist, dieses Volumen fir instaby 


Teilchen so zu wahlen, daB fiir verschiedene Energien die erhaltenen Wer 
gut mit der Erfahrung tbereinstimmen. 


7. Anwendung der statistischen Theorie auf Prozesse im Zusammenhan Ht 
mit der Vernichtung von Antinukleonen 


In der letzten Zeit wurde festgestellt [43—45], daB bei der Vernichtung x 
Nukleon-Antinukleon-Paaren Sterne mit einer gewissen Anzahl an Strahli 
auftraten. Man wei’, da8 die Anwendbarkeit der St6rungsrechnung auf Vé« 
nichtungsprozesse héchst zweifelhaft ist. Daher ist es zweckmaBig, auch | 
diesem Falle die statistische Theorie zu verwenden. Die Rechtfertigung fi} 
dieses Vorgehen liegt darin, daB bei dieser Art von Prozessen verhaltn)}} 
maBig hohe Energien (> 1,8 GeV) frei werden. Wie schon oben erwah | 
beschreibt die statistische Theorie schon bei diesen Energien eine Reihe vf 
Eigenschaften des StoBes von Teilchen (s. § 6). In den ersten auf der Va 
wendung der statistischen Theorie beruhenden Berechnungen der Multiplizit# 
der Teilchen bei der Paar-Vernichtung [46], [47] wurden fiir die statistisch¢| 
Gewichte Naherungsausdriicke verwendet’). i} 


1) In Arbeit [47] ist bei der Berechnung der statistischen Gewichte ein Fehler unt 
laufen. In unserer Wahl der Einheiten lautet Formel (1.3) | 


Vole 4 dQ, (Eo) 
5, (8) & (5 7) fr, 8° aa poe ~ 


(wo Vg nach [2.1] bestimmt wird), wahrend in [47] der Faktor ‘5 ‘felrit. 
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Hier fiihren wir die Rechenergebnisse nach den exakten Formeln (4.5) an und 
setzen wie friiher R = 1,4-10°-%cm [31]. Ferner betrachten wir zwei 
Varianten: In der ersten (Variante I) setzen wir voraus, daB bei der Ver- 
nichtung nur z-Mesonen erzeugt werden und bei der zweiten (Variante I), 
da8 sowohl z-Mesonen als auch K-Teilchen erzeugt werden. 

Variante I: 


N+N>nz. 


In Tabelle 13 sind die berechneten Verteilungen der Sterne nach der Anzahl n 
an z-Mesonen bei der Vernichtung in Ruhe wiedergegeben und in Tabelle 14 
die Verteilung der Sterne nach der Zahl mgejaaen an geladenen Teilchen, wie 
sie nach Arbeit [21] erhalten wurden (vgl. Anhang I). 


Tabelle 13 


Gesamt-Teilchenzahl n 
im Stern 


Statisti- 
sches Ge- 


wicht |_ y 
(in %) |P-m oder n-p| 7.9 | 51,3 33,8 6,7 0,3 


p-p oder n-n 


Tabelle 14 


Zahl “rgeladen an geladenen 
Teilchen im Stern 


Statistisches 
Gewicht 
(in %) 


Aus den Tabellen liest man leicht ab, daB die mittlere Gesamtzahl an Teilchen 
in einem Stern gleich 3,4 ist und die mittlere Zahl an geladenen Teilchen gleich 
2,2 fir p-p oder n-n-StéBe und 2,4 fiir p-n oder n-p-StdBe. 
Erfolgt die Vernichtung im Fluge, so wird das Anwachsen der mittleren 
Multiplizitat mit der Energie des einfallenden Antinukleons in guter Naherung 
durch Formel 

RY 2,87.B«, (7,1) 


beschrieben, wobei # die Gesamtenergie des Nukleon-Antinukleon-Paares im 


L-System ist. ‘: 
Variante II: Neben dem ProzeB N + N-nza ist auch der ProzeB 


N+ N—>2K + nz moglich. Die Verteilung der bei der Vernichtung er- 
zeugten Sterne nach den méglichen Endzustanden ist in Tabelle 15 gegeben. 
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Tabelle 15 


ee eal 
2 i 5 
Statisti- one 2 0 
sches Ge- - 
wicht eee 
ke te 
in (Ze) | oaer | 2,9 49 | 263 | 27,7 
Mee p 


Aus der Tabelleist ersichtlich, daB in etwa 65% aller Falle K-Mesonen-Paare 


im Stern vorkommen sollten, wobei die mittlere Anzahl an K-Mesonen etwa | 


30% der Zahl aller Teilchen ausmacht. 
Die angefiihrten theoretischen Berechnungen kénnen mit den von SEGRE 


u.a. [45] erhaltenen experimentellen Daten verglichen werden. In Photo- | 
emulsionen wurden etwa 30 Paarvernichtungssterne registriert mit einer | 


mittleren Anzahl von 5-1 2-Mesonen pro Stern. Es gelang nicht, die 
genaue Zahl der dabei erzeugten K-Teilchen zu bestimmen. Es wurde namlich 


nur ein K-Teilchenpaar gefunden, und zwei Paare konnten nicht sicher als 


K-Teilchen identifiziert werden. 


Die Erzeugungswahrscheinlichkeit von K-Mesonen bei der Paarvernichtung || 


macht also nur einige Prozent der Erzeugungswahrscheinlichkeit von 
a-Mesonen aus. Dasselbe Ergebnis hat man,wie bereits erwahnt, auch beim 


ZusammenstoB von Teilchen (s. § 6). Man mu8 daher den Schlu8 ziehen, |} 


da® die Berechnung nach Variante B eine viel zu groBe Zahl an K-Mesonen 


liefert. Diese Tatsache weist auch darauf hin, da die K-Mesonen im Rahmen | 
der statistischen Theorie anders behandelt werden miissen als die z-Mesonen. | 


Anhang I 


Wahrscheinlichkeit der Ladungszustinde in der statistischen Theorie 


Wir stellen kurz die Methode zur Berechnung der Ladungsverteilung der |} 
i die Eigen- |} 
funktion des isotopen Spinoperators 7? und seiner Projektion 7, zu} 
den Eigenwerten 7(T + 1) baw. 7; i ist die isotope Variable des i-ten || 
Teilchen des Systems. Wir betrachten ein System, das aus zwei Untersyste- | 
men besteht mit den isotopen Spins 7” und 7”. Nach der Vektoraddition || 
von Drehimpulsen kann dann der isotope Spin des Gesamtsystems die Werte || 
Peep Gt ae 1 ee ane men. Wit nehmen an, || 
daB uns die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ladungszustande der Untersysteme 

fiir beliebige (7", 7) und (7, 73) bekannt sind und suchen die Ladungs- || 


Reaktionsprodukte dar. Bezeichne [T, 73] 62, 1 


yeery 


verteilung des Systems im Zustand T, 73. Da sich die Ladungsverteilung | 
des Untersystems durch den Wert der Projektion des isotopen Spins des 
Untersystems bestimmt (bei festgehaltenem Wert des isotapen Spins selbst), 
ist das Problem auf die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit zurickgefiihrt, 
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mit der der Wert 7, T3 der Projektion im Zustand 7, 7; vorkommt. 
Diese Wahrscheinlichkeit ist durch das Quadrat des zugehérigen Clebsch- 
Gordan-Koeffizienten der folgenden Reihe bestimmt: 

Paiste tl el ee a a tel), Pel. (11) 


, 
3 


Formeln zur Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten (7”, T’”’, 7), T” 
T’, T’’, T, T,) sind in den Monographien [48—49] zusammengestellt. Be- 
rechnete Werte kann man fir einige Falle in [12] finden. 

Im einfachsten Fall besteht jedes Untersystem aus nur einem Teilchen. Wir 
nehmen an, diese Teilchen seien z-Mesonen. Dann suchen wir die Ladungs- 
verteilung eines solchen Systems im Zustand T = 2, T,; = 0. In diesem 


_Spezialfall erhalt der Ausdruck (I,1) die Form 


ide oi ig 

[2,0]. -\t fire Tbe yz [1, 0}, (1, Ol, + 5 (1, 1), (1, — 1). 
r2 

Hierbei ist [1, —1];=[1, —1] @ ; kann die Werte 1, 0, —1 an- 

nehmen; [1, —1]+% ist nur dann von Null verschieden, wenn ¢() = —1. 

Aus (1,2) folgt, daB sich im betrachteten Zustand 7 = 2, T,=0 mit der 

Wabrscheinlichkeit 1/, 2*t- und a -Mesonen befinden (ihnen entspricht das 

erste und das letzte Glied der rechten Seite von [I,2]) und mit der Wahr- 

scheinlichkeit ?/, zwei z°-Mesonen. 

Wir bezeichnen diese Ladungsverteilung folgendermafen: 


(2,0) = = (00) + > (+-). 


Analog findet man die Wahrscheinlichkeiten: der Ladungsverteilung fiir 
andere 7’ und 73. Man erhalt fiir ein System aus zwei Mesonen schlieBlich 


folgende Ladungsverteilungen: 


(0,0) = (+-) +4 0,0) 22) = (+4) 


3 
(1, 1) = (+0) (2,1) = (+0) 
1 2 1.3 
(1,0) = (+-) C025 (Faj4 Pog 7” 
Pa, —1) = (-0) (2, —1) = (—0) 


(Qi 2a) 


Ferner kann man das System betrachten, das aus zwei Mesonen (Unter- 
system I) und einem Nukleon (Untersystem II) besteht. Wir suchen die 
Ladungsverteilung im Zustand 7 = 3/2, T; — —3/2. Da der isotope Spin 
des Nukleons 14/, ist, kann das ganze System 7’ = 3/2 haben, wenn man 


annimmt, daB das Untersystem der zwei Mesonen den 1sotopen Spin 1 oder 


2 hat. 
49% 
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Im ersten Fall ist die isotope Funktion des System die folgende: 


3 3 1 1 
Spree Mi Ras ee i eee 
Ee > | E an Jeg 


Die zugehdrige Ladungsverteilung ist 
3 3 
(erie =o 


Im zweiten Fall erhalt man entsprechend 


3 3 Ed a aay | ahs ge 1 1) 
ee ee = pe a) oe at ee pees —_= ete eee ee ee 9 a | : i}| 
E = le Ve lea/2 2% —Vele 5 |, & He | 
a) 
| 


3 3 4 1 
($.-g)-ee- D+ ge 
Im Rahmen der statistischen Theorie sind diese beiden Verteilungen gleich} 
wahrscheinlich. Die gesuchte Verteilung ist folglich das arithmetische Mittel 


($-3) 8 in —0) + = -). | 


2 Bey ad 
Analoge Ausdriicke kénnen ohne Miihe auch fiir andere Werte von T' un) 
T abgeleitet werden. Setzt man diesen ProzeB fir Systeme mit einer gréBerey 
Anzahl an Teilchen fort, so kann man die Ladungsverteilungen fiir alle un} 
interessierenden Prozesse erhalten. i 


Anhang II 
Ladungsverteilung und tsotope Invarianz 


Bis jetzt hatten wir angenommen, da®B die verschiedenen isotopen Zustand} 
gleichwahrscheinlich sind. Macht man diese Annahme nicht, so ist dif 
Ladungsverteilung nicht mehr vollstandig durch Vorgabe des isotop ed 
Spins des Systems und der Anzahlen der verschiedenen Teilchenarten in ihy 
bestimmt. Speziell tritt eine Abhangigkeit vom Verhalten der isotope} 
Funktion bei Vertauschung identischer Teilchen auf (vgl. [50—41]. 
Verwendet man zuniachst nur die isotope Invarianz, so kann man auf dij 
Veranderungen der Ladungsverteilung schlieBen, die man erwarten kanil 
wenn die Annahme der Gleichwahrscheinlichkeit der zulassigen isotopé 
Zustande in irgendwelchen Fallen nicht mehr zutrifft (s.auch [52)). 
Betrachten wir ein System, das aus folgenden zwei Untersystemen by 
steht: | 
1) Untersystem aus m Nukleonen (darunter kénnen auch Nukleonen in ist 
baren Zustiinden sein) und | 
2) Untersystem aus » Mesonen. Wir beschranken uns auf die Falle m < || 
mn <5 und suchen die Ladungsverteilung fiir die Untersysteme. Daray 
kann man leicht in analoger Weise zu Anhang I die Ladungsverteilung fi ! 
das Gesamtsystem erhalten. Offenbar wird die Ladungsverteilung fir ej 
System, das aus nicht mehr als zwei Teilchen besteht, durch Vorgabe von | 
und 7’, bestimmt. Wir betrachten hier ausfiihrlich den Fall » = 3, T = 
und 7, =1 [50]. a 
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Entsprechend der Tatsache, daB ein Untersystem aus zwei Mesonen den 
isotopen Spin 0, 1 oder 2 haben kann, gibt es drei isotope Funktionen fiir 
ein System aus drei Mesonen, die einen Zustand mit 7’ = 1 beschreiben. 
Diese Funktionen kénnen in folgender Weise geschrieben werden: 


[1, thes = \+ (1, 1h {C1 1, (1, —1y — (1, Oe (1, Oy + HL, — 1] LL, Us}, 
[1, Ilias = — y+ [1,0], (CL, Ue [1, O]s — [1 Ol (1, Us} + 
+ \+ (1, 1h {0 Ue 1,1 — HL, — Ye O11), 


ie Hg z 
(1, Us = qq 0 th 12 (1, Et, M+ P= Ob LL, Oh + 


ee 1 "ty 
aie (tC, 1} — Vauon {Vs [1, 1], [1, O}s + 
1 
+ =U, Ob fh, rt + uth [1, He [1, 1s. 


Bei Vertauschung der isotopen Variablen gehen die angegebenen Funktionen 

in Linearkombinationen von sich selbst tiber. Die durch diese Funktionen 
gegebene Darstellung der Permutationsgruppe ist reduzibel. Die Basis- 
funktionen einer irreduziblen Darstellung sind die folgenden: 


G—=Cc {[1, 1], (%9%3) + (1, L]e (41%) + (1, L]s (21 %2)}; 
CoC {2 [1, 1], (%2%3) — [1, L]e (21 %3) — [1, 1]s (2%, 2) }, (1I,1) 
Gy {2 [1, 1]. (%%3) — [1, Li (42%) — {1, 1], (24 %2)}, 


' 
wobei 


bx) = Ne (C1, 1 (1, —1) — 01, 0) 0, Oh + 1, —1k OL, 1}, 
[ ‘ 
¢ und csind Normierungskoeffizienten. 

Die Funktion e, geht bei einer beliebigen Vertauschung der Koordinaten 
in sich selbst iiber, d. h. sie transformiert sich nach einer Eins-Darstellung 
der Permutationsgruppe. Die zwei Funktionen e, und e, transformieren sich 
mach einer zweidimensionalen Darstellung. Das entspricht im Young-Dia- 
gramm [P. Speziell erhalt man e, aus e,, wenn man die Variablen des ersten 
und zweiten Mesons vertauscht. 

‘Die Gesamtwellenfunktion mu8 symmetrisch beztiglich der gleichzeitigen 
Vertauschung eines beliebigen Paars von (isotopen und raumlichen) Mesonen- 
koordinaten sein. Sei f, (1, 2, 3) eine symmetrische Funktion der réumlichen 
Koordinaten der Mesonen, ferner seien /, (1,2,3) und f, (1, 2, 3) Funktionen 
der raumlichen Koordinaten, die eine Basis der zweidimensionalen Darstellung 
(P der Permutationsgruppe bilden. Benutzt man die Funktionen (II,1) so 
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kann man dann zwei auf 1 normierte Ges. 
F, = foe: (11,2 
4 


2 “2 
PF, = 2 tinh 73 ee ex (II, i 


Die Koeffizienten a;, sind so gewahlt, da8 die Funktion (I1,3) bei Vey 
tauschung eines beliebigen Paares von Mesonenkoordinaten in sich selbi] 
iibergeht. Die a;, sind dadurch eindeutig bestimmt, und man kann aus de} 
Funktionen fy, f,, f, und den | 
wellenfunktion konstruieren. Tatsachlich bedeutet die Konstruktion ein4 
Gesamtwellenfunktion fiir das Mesonensystem vom Standpunkt der Gruppe} 
theorie das Auffinden einer Basisfunktion fir die Eins-Darstellung di 
direkten Produktes zweier Darstellungen, von denen die eine aus den Fun}} 
tionen der raumlichen Mesonenvariablen bestimmt wird und die andere a} 
den Funktionen der isotopen Variablen. Ks ist aber bekannt, da das direkg 
Produkt zweier verschiedener irreduzibler Darstellungen die Eins-Darstellui 
nicht enthalt, das direkte Produkt der Darstellung selbst jedoch eine Ei i 
Darstellung in sich enthalt, und zwar nur einmal [48]. i 
Die Ladungsverteilung im Zustand (II,2) ist gleich | 


4 1 | 

(Lat) ee Seem) Ae (+ 00), (IL) 

und im Zustand (11,3) | 
1 1 

(1, 1)P = (+4+—-)+ % CF 00). (a 


Die Ladungsverteilung im Zustand (II,3) bestimmt man aus irgendein 
der Funktionen e,, da e, und é, sowie eine beliebige Linearkombination &# 
beiden die gleichen Ladungsverteilungen liefern. 

Jeder Zustand des Systems aus drei Mesonen mit dem Gesamtspin 7 
kann nach den Funktionen (II,2) und (II,3) entwickelt werden. Die Koe; 
zienten der Entwicklung seiena und b (a + b = 1)1). Dannist die Ladu | 
verteilung in dem betrachteten Zustand gleich der Summe der Ladu 
verteilungen (11,4) und (II,5), jeweils versehen mit den entsprechen¢ 
Gewichten a und b. 
Wir nehmen an, daB die Funktion y (1, 2,3) der raumlichen Koordina 
derart ist, daB die 3! Funktionen, die man durch alle méglichen Vert 
schungen der Koordinaten erhalt, linear unabhingig sind. Diese Funktior 
bilden eine regulare Darstellung der Permutationsgruppe, die reduzibel 
und alle irreduziblen Darstellungen so oft enthalt, wie ihre Dimension 
gibt. Im betrachteten Fall bilden die Basisfunktionen folgende irreduzij 
Darstellungen: eine vollstandig symmetrische fy, die zwei Funktionssatz ¢| 
f, und fi, f;, von denen jeder eine Basis der Darstellung fP bildet, und schlij 
lich eine antisymmetrische Funktion. Man kann also ausgehend von einer’ 
gemeinen Koordinatenfunktion eine Gesamtwellenfunktion vom Typ (Ii 


i 
| 
( 


| 


1) Man kann sich leicht tiberzeugen, daB das Integral | PF, F.dt (Interferenzterm) 
schwindet (s. z. B. § 94 in [48]). Tess 
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und zwei Gesamtwellenfunktionen vom Typ (11,3) konstruieren. Betrachtet 
man die durch diese Funktionen beschriebenen Zustinde als gleichwahr- 
scheinlich, so erhalt man die Ladungsverteilung der statistischen Theorie. 
Wir haben ausfiihrlich die Zustande des Systems dreier Mesonen mit T — 1 
betrachtet. Analoge Ergebnisse kann man auch fiir andere Werte von T bei 
Systemen aus 3—5 Mesonen erhalten. 

Die isotopen Funktionen des Zustandes mit isotopem Spin 7’, die die Basis 
einer gewissen irreduziblen Darstellung sind, ergeben genau dieselbe Ladungs- 
verteilung wie beliebige Linearkombinationen aus ihnen. Die explizite Form 
dieser Funktionen kann man daher nicht verwenden. Die Ladungsverteilung 
der Funktionen ist in Tabelle 16 aufgefiihrt. Die Zahlen iiber den Young- 
Diagrammen geben die Dimension der zugehorigen irreduziblen Darstellung 
an. 

Mit Hilfe der Tabelle 16 kann man leicht die Ladungsverteilungen fir 
Systeme aus 1—2 Nukleonen und 3—4 Mesonen erhalten, deren isotope 
Spinfunktionen die Basis einer gewissen irreduziblen Darstellung der Per- 
mutationsgruppe bilden. 

Kin einfaches Beispiel fiir Abweichungen von der Ladungsverteilung der 
statistischen Theorie bilden die Prozesse, die in der Nahe der Schwelle ab- 
laufen. So erhalt man fiir 7-+n-—»+N + 4m nach der statistischen Theorie 


o(p + — ——):o(p — — 00): o(n+ — — 0): o(n — 000) = 6,7:7,3:16,7:4.3. 


Wenn beim Zerfall des Isobars ein Meson entsteht, andert sich das Verhalt- 
nis nur unwesentlich: 5:5:20:5. 


An der Schwelle jedoch, wenn alle Mesonen in s-Zustanden herausfliegen, ist 
nur der Querschnitt o om méglich. Dann ist die isotope Zustandsfunktion 


ls-|- tee, -12- Yap, -2 


Benutzt man die in Tabelle 16 angegebenen Ladungsverteilungen in den 
Zustanden (2, —2) und (2, —1), so erhalt man fiir den betrachteten Zustand 


o(p + — — —): o(p— — 00): 0 (n+ — — 0): a(n — 000) = 24:4:4:3. 


Aus Tabelle 16 ist auch ersichtlich, daB andere Zustande mit symmetrischen 
Funktionen der Mesonenkoordinaten nicht mehr vorkommen. So ist in der 
Nahe der Schwelle wahrscheinlich 


G(s) 


a) 
gine 9) 


wahrend nach der statistischen Theorie dieses Verhaltnis entfernt von der 
Schwelle gleich 0,4 ist. 
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Tabelle 16 
der Basisfunktionen der irreduziblen Darstellungen der Permu- 
halt die Verteilungen fur Funktionen mit negativen 7’; aus den 
positiven durch Vertauschen. der Vorzeichen der 

Mesonenladungen. 


Ladungsverteilungen 
tationsgruppe. Man er 
zugehorigen 


Ladungs- 
verteilung 


; 

2 3 3 | 

Ladungs- 4 

(T, Ps) verteilung Phrrt Feo EP | 
| 

: : 

++ | 
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Tabelle 16 (Fortsetzung) 


Ladungs- 
verteilung 


Ladungs- 


verteilung Pelee) 
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Anhang III 


Ableitung eines allgemeinen Ausdrucks fiir das Phasenvolumen eines Syste | 
von n beliebigen Terlchen. : 


Indem wir die Integraldarstellung der 6-Funktion verwenden, schreiben v 
(4.2) in der Form 


4 ~ * : 
W,,(£o) = G=) fei aes | ff ars dT; aT, x 
x I ff [etsvorr a+ con) ap, (1I1,|) 
k=1 | 


wobei t = (Tz, 73,74) ist. Geht man zu der von DIRAC [53] eingefiihrte 
Funktionen A und A iiber, so kann man zeigen, daB 


i i i ln Verte + pl dp, = 


3 | 
be (27) qa [A® (4, 72 — 12) + tA (ux, 72 — 72)]. (III, 


t @t 


Funktionen (s.z. B. [54]) und fiihrt die Variablentransformation t,= 2 + y/ 
t = x — y/E, durch, so erhalt man (4,3)+). 
Der Integrationsweg in (4,3) liegt unterhalb und parallel zur reellen Achsi 
Die Hauptschwierigkeit bei der folgenden Rechnung liegt darin, daB dif 
Hankelfunktion im Nullpunkt eine wesentliche Singularitat logarithmisch4 
Art hat. Um diese Schwierigkeit zu tiberwinden, verwenden wir das Jordanscl} 
Lemma (das ist hier erlaubt, da die Hankel-Funktion H®) (z) > 2-"/) u | 
verbiegen den Integrationsweg in folgender Weise: die Integration begint} 
im Punkte 1co — 6(6—+0, mit 6 > 0), dann gehen wir parallel zur imj 
gindren Achse, umlaufen den Ursprung von unten und kehren nach 7 oo + | 
zuriick. Die Integration wird also tiber die Ufer des Schnittes langs d 
imaginaren Achse gefiihrt. Wir fiihren die Berechnung von (4,3) weiter a 
die Berechnung der Residuensumme zuriick. Wir setzen in (4,3) die bis z 
n-ten Ordnung gefiihrte Entwicklung fiir die Hankel-Funktionen ein u | 
| 


wahlen aus dem erhaltenen Ausdruck die Glieder aus, die einen Beitrag 2 
vorgegebenem P; (vy) liefern, wobei die Koeffizienten gewissen Kombinatione| 
im wesentlichen folgender beider Integrale werden: 


oo oo 


*eiz | iz |n? 
hi) = ( * und 1,(k, 1) -_/(S (IIT, {| 


ak 


—oo —~oo 


1) Eine andere Ableitung von Formel (4.3) wurde frither in [28] ‘durchdefuhrt. 
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Das erste Integral ist nach dem Residuensatz 
I, (k) = 2u%*/T'(k). (III,4) 


Das zweite Integral berechnet man in folgender Weise: 

@ feedz di Bi a | 
Den letzten Ausdruck kann man durch die logarithmische Ableitung der 
Gamma-Funktion darstellen, die ihrerseits durch die Riemannsche Zeta- 
Funktion ausgedriickt werden kann (s. z. B. [59]). Durch recht mithsame, aber 
algebraische Umformungen erhalt man die im Text angegebenen Ausdriicke 
einfache, fiir die Glieder P; (v) (s. (4,5) und (4,7)). 


Ubersetzt von H. STREITWOLF 
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The method of canonical transformations proposed by one of the authors ten |} 
years ago in connection with a microscopic theory of superfluidity for Bose | 
systems, is generalized here to Fermi systems, and forms the basis of a method 
for investigating the problem of superconductivity. 
Starting from FROHLIcH’s Hamiltonian, the energy of the superconducting | 
ground state and the one-Fermion and collective excitations corresponding to 
this state are obtained. It turns out that the final formulae for the ground’ 
state and one-Fermion excitations recently obtained by BARDEEN, CoOPER and 
SCHRIEFFER are correct in the first approximation. The physical picture appears | 
to be closer to the one proposed by SCHAFROTH, BUTLER and Bratt. 
The effect on superconductivity of the Coulomb intetaction between the electrons | 
is analyzed in detail. A criterion for the superfluidity of a Fermi system with a |} 
four-line vertex Hamiltonian is established. 


§1. Introduction 


1.1 An outline of the present status of the theory of superconductivity 


Except for some results of a particular character, all attempts at constructing | 
a microscopic theory of superconductivity have failed for a long time. i} 
An essential contribution to the development of the theory is due to FROH- || 
LICH [1], who in 1950 was the first to point out that the phenomenon of super- || 
conductivity is mainly due to the interaction of the electrons with the || 
phonons of the crystal lattice, i.e. to the same interaction which under || 
normal conditions accounts for the usual resistivity of the metal. On the | 
basis of this assumption and using dimensional considerations, FROHLICH 
succeded to predict the very important isotope-effect, which was soon after- | 
wards discovered experimentally. tt pale 
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After the discovery of the isotope-effect it became evident, that the electron- 
phonon interaction must form the basis of any attempt of constructing a 
microscopic theory of superconductivity. However, due to the extreme 
mathematical intricacy of the problem, the first attempts to obtain correct 
solutions were doomed to failure [1, 2]. Nevertheless, it is important to note 
the important role played by these attempts in the investigation of the 
applicability of perturbation theory to this problem. 
Most instructive in this respect was the one-dimensional model, analyzed by 
FROHLICH [3], where the problem could be solved exactly. It turned out, 
that these results could not have been obtained by means of perturbation 
theory, since the energy difference between the normal and superconducting 
states depends nonanalytically on the coupling constant, the dependence 
being of the type exp(—1/g). As a result of a detailed investigation we now 
‘know that just this situation was the cause of the difficulties in the three- 
dimensional case. 
A new important physical idea has been introduced by SCHAFROTH, BUTLER 
‘and BLaTT[4], who drew attention to and discussed in detail, the réle of 
pair correlations, especially for electrons near the Fermi surface. These cor- 
related pairs appeared to be essential in connection with the phenomenon of 
Bose-Einstein condensation of such structures. The appearance of the conden- 
sate was treated by the authors as the formation of the superconducting 
state. We stress the fact, that a pair of electrons within the Bose-Einstein 
condensate has zero total momentum. In the conception of Schafroth, Butler 
and Blatt the Frohlich attraction between two electrons near the Fermi sur- 
face is the main factor assuring the formation of such correlated pairs. As 
we will show below, the ideas of Schafroth, Butler and Blatt are entirely 
correct. 
A further move in the development of the theory, in which the framework 
of perturbation theory was surpassed, has been made recently in the work 
of CoopER and BARDEEN, COOPER and SCHRIEFFER [5]. These authors 
considered a simplified model, in which the interaction between electrons 
and phonons is replaced by an attraction between the electrons, which acts 
“near the Fermi surface, and only the terms which correspond to the inter- 
action of electron pairs with opposite momenta are retained in the Hamil- 
tonian. Physically this corresponds to taking into account only those pairs 
which belong to the Bose-Einstein condensate. 
' Starting from the idea that particles with opposite momenta form bound 
pairs, the abovementioned authors take the wave function of the ground 
_ state in the form of a product of pair wave functions, containing parameters. 
The latter are determined by means of a variational principle for the energy 
minimum. It must be observed, that the method of Bardeen, Cooper and 
_ Schrieffer leaves unanswered a series of questions as €.g. the fundamentation 
_ of the whole procedure, the réle of Coulomb interaction etc. which may render 
- their results less convincing. 
However, after solving correctly the problem of the interaction between 
_ phonons and electrons, we can see that the final formulae obtained by 
_ Bardeen, Cooper and Schrieffer for the ground state and one-fermion ex- 
citations are correct in the first approximation. 
43* 
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On the other hand their scheme does not lead to a branch in the spectrun) 
corresponding to collective excitations and the effect of Coulomb forces haj| 
not been taken into account correctly. A complete solution of the problez}| 
in the initial formulation of Frohlich, as well as with the supplementa 
complications which arise, for example from taking into account the Coulom 
interaction, could be obtained by means of a new method, developed by o 
of the authors [6]. 

_ This method is founded on the deep-lying physical, as well as mathematice| 
analogy with the phenomenon of superfluidity and is a direct generalizatioj| 
of the method proposed in 1947 [7] for the development of a microscopy | 
theory of superfluidity. 
In the present work we give a systematic treatment of this method Baprat | 
it to the study of the ground state and of the elementary excitations, bot} 
one-fermion and collective. 


1.2 Summary of the microscopic theory of superfluidity 


We start with a short review of the fundamental principles of the microscopif 
theory of superfluidity for Bose-systems. | 
It is well known that all the particles of an ideal Bose gas at absolute zerq/ 
have their momenta strictly equal to zero and are in the so called condensate 
However in the absence of interaction such a condensate does not form jj 
bound assembly, and therefore it cannot posses superfluid properties. 
Indeed, let it be subjected to a motion, such that all the particles of the gay 
have velocities equal to u. Then the total energy will be 


1 
== Nmui 


where N is the number of particles and m is the mass. 
Suppose that one of the particle collides with an impurity or with the wal] 
of the container, and hence its velocity wu changes into the smaller one Uy) 
Evidently, the total energy 


B= 5 (N—1)m seis 


diminishes. Therefore, from the energetic point of view it is convenient fof 
the individual particles to leave the condensate and to slow down because o| 
collision processes, and this will lead to a gradual slowing down of the gaj 
as a whole. | 
Thus an ideal Bose-gas is not suitable as a model for the study of super} 
fluidity. The situation changes completely for a nonideal Bose gas, the par 
ticles of which are subject to interactions, however small. The second! 
quantized Hamiltonian of a weakly non-ideal Bose gas has the form | 


|p|? i 1 4 || 

T= Do Pt op | SPL Pia ah, dy; apy (LAI 
p «am Diy Pay Pir Pa , a 

Pi + Pa=Di +P Pema eS 
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where p is the momentum of the particle, »(p) the Fourier transform of the 
interaction energy between a pair of particles, which will be considered as 
proportional to a small parameter, a*, a are the boson creation and annihi- 
lation operators, respectively, and V is the volume of the system. 

An essential factor, ensuring the possibility of solving the problem, is the 
existence of the condensate, i.e. the fact that the overwhelming majority of 
the molecules is in the lowest energy state. Due to the fact that the conden- 
sate contains a microscopically large number of particles Ny, one may neglect 
the noncommutativity of the creation and annihilation operators for particles 
out of the vacuum, aj, a) and replace them by c-numbers. Then, introducing 
the new Bose-operators 


b, =a, Noa, 0, =a, No 
one may transform (1.1) to the form | 
H = Hy + Hint 
3 Ne 0 No by, bt i ‘ 
int = oy | = ay = ?(P) (bp bX» + bp b_p + 267 by) + A 


Hoe sel pep (1.2) 
4 DL eae : 


where H’ is an expression containing ternary and quaternary forms in theb*,b. 


Standard perturbation theory is not applicable to the Hamiltonian in this 
form, as the matrix elements corresponding to virtual creation of particles 


_ from the vacuum contain energy denominators of the form 


: 


Rives Ps 
ont oan: 


Such denominators are, in general, non-dangerous and do not lead to diver- 
gences upon integrating with respect to p,,..., Ps, except in the case when 
two virtual particles with opposite momenta + p are created. In this case 
the higher-order approximations will contain denominators of the form: 


(Fn) 


which lead to divergences. This means physically that even for infinitely 


\ 
I 


small » the interaction between particles with opposite momenta will be 
extremely intense, if these momenta are sufficiently small. 

In the method of the paper [7] this difficulty is eliminated, by separating 
from the Hamiltonian the part quadratic in bt, 6, and diagonalizing it by 
means of the canonical transformation 


by = Uy Ey + % EH (1.3) 


where &*, € are the new Bose-operators and ux, v; are real c-number functions 
of k, which are subject to the condition 


uz —vy=l mu, % = ?-x- (1.4) 
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and in fact means going over to a new ground state which takes into account} 
the interaction. Note, that in lowest order in » this procedure is equivalen 
to the following. Choose u, and v, such, that the contribution of all diagrams} 
of the form represented in fig. 1, corresponding to the creation of a pair off 
particles with opposite momenta out of the vacuum, vanishes. As this choice 


of uz, ¥, makes it unnecessary to take into account such} 


ae _processes there is no longer any obstacle to the application 
S, of perturbation theory. 
& In the paper referred to, the following expression has been 


obtained for the spectrum of elementary excitations of a 


The diagonalization mixes up the particle creation and annihilation pet 


Fig. 1. 
non-ideal Bose-gas 
_ No lpi? [p|* | 
E(p) = 12 ae »(P) + 78 (1.5 | 
or, approximately, for small and large p, respectively 
Ny | 
B(p) = pe») Iv 9) 
_ |p? , Nov(p) I) 
Ep) = (1.7) 


In first approximation the ground state C, is characterized by zero oceupatior 
numbers &} €,. From (1.6) it follows, that for the stability of C, it is necessary, 
that 

»(0) = [ O(r) dr > 0 (1.84 


since this ensures the reality of E(p). Condition (1.8) exhibits the predomi 
nancy of the repulsive forces. It is now easy to show, that the considere¢ 
model possesses superfluid properties. In order to see this, note that due t | 
the translational invariance of the dynamical system under consideration) 
there exists covariance with respect to a change of the origin of moments 
and velocities. 

Making the transformation 


p> p—mu 


and constructing in the new reference frame the ground state Cy, which wq 
will denote by C,, it can be seen that in the old “‘rest’”’ system the state C 
will be the state in which the particles have the average velocity u. It i 
easy to observe, that the energy of an elementary excitation for the “moving 
state C,, will be in the usual “rest”? system 


L(p) — (p -u). 
Let the velocity u be smaller than a certain critical velocity 
|| < Ucr = min ssh th eee " Uke | 
> |P| = 
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For such velocities the energy of elementary excitations is positive. Therefore, 
the slowing down of individual particles due to their leaving the assembly, 
or, equivalently, the generation of elementary excitations is not energe- 
tically favourable. Therefore the state C,, will be metastable for |u| << Uc;. 
Thus we have a bound assembly, exhibiting the property of superfluidity. 
Eq. (1.9) implies, that in the case of ideal gas, when E(p) = p?/2m 


min 2) — 0 
> |P| 


and there will be no superfluidity. 

We note in conclusion, that the method of ref. [7] has been recently extended 
in the papers of BRUECKNER and SAWADA [6], in which a more realistic 
model of Helium II is considered. 

Let us now pass on to an exposition of the theory of superconductivity. 


§2. Superconductivity in FROHLICH’s model *) 


2.1 The principle of compensation of dangerous graphs 


We take as our starting point a model proposed by FROHLICH, in which the 
Coulomb interaction is not introduced explicitly and the dynamical system 
is described by the Hamiltonian’) 


Hy, = 5) B(k) ais Os + 3 (4) bg bg + Hint ay) 
28 q 


*/ 
Hin = 3 ga)(Sy) abe ave df + eoni- |al<ax C2) 


‘where E(k) is the electron energy, w(q) is the phonon energy, g is the coup- 
ling constant, V is the volume of the system, k, k’, q are the wave vectors, 
a*, a, b+, b the creation and annihilation operators for electrons and phonons, 
respectively and s is a spin index with the values + or —. In a rigorous 
treatment one should have included in Hj, the repulsion between the elec- 
trons, at least in the form of a strongly screened Coulomb interaction, since 
the electron-phonon interaction alone is unable to ensure the stability of the 
‘electron system. Nevertheless, when using perturbation theory, we are allo- 
wed not to take into account explicitly such stabilizing interactions, con- 
sidering them as sufficiently small. 

‘Let us show that this model leads in fact to the appearance of superconduc- 
tivity. 

It # well established fact, that usual perturbation theory, i. e. an expansion 
in powers of the coupling constant, is not applicable since, despite its small. 
ness, the electron-phonon interaction becomes very important near the Fermi 


1) This Section follows the papers [6] and [10]. 
2) We use here a system of units with & = 1. 
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surface. Moreover, as already shown by Frohlich for the one-dimensiony 
case, the energy is not an analytic function of the coupling constant, as 
possesses singularities in the neighbourhood of the origin. 

Therefore, we first perform a canonical transformation, starting from consid 
rations similar to those made in the Introduction for the theory of supe} 
fluidity. 
Note that the matrix elements corresponding to the virtual creation 
“particles” from the vacuum always contain energy denominators 


(Ky) + +++ + €(Bgs) + @(Q) + ++ + O(4r) 


in which e(k) =| E(k) — Ep| is the energy of an electron (E(k) > Ep) 
hole (E(k) < Ey) which becomes small near the Fermi surface. 

In general such denominators are not “dangerous” and the integration ov 
the momenta does not lead to divergences, except in the case of the virtuy 
creation of a single pair without phonons. In virtue of the conservation law 
the momenta of the particles of this pair will be equal and opposite and tl} 
energy denominator 2¢(k) will then become “‘dangerous”’ for the integratioy | 
It may also be mentioned that the spins of the particles will likewise hay 
opposite directions. I 
It must be stressed that in ordinary perturbation theory, applied directly 
the normal state these denominators cannot appear because of the conse} 
vation of the number of real electrons. But if we mix electron and hole stat 
by means of a canoninal transformation, the conservation law no longy 
applies and such denominators can appear. 

Generalizing the transformation (1.3) from the theory of superfluidity, 
introduce here the new Fermi amplitudes!) 


| 


+ 
Ong = Up VU, + — Ve A—k,- (2. 


oe a 
Oey = Up A_y,— + Vp Vk, + 
or 
ce SF 
Ay, + = Up Neo + VE OL (2.4) 


+ 

Q_y,- = Up Xe — Ve Oko 
where u,;, 0; are real numbers, subject to the condition 
2 2 
Uz + Y= 1 (2.) 


and symmetric with respect to the substitution. 
It is not difficult to verify that this transformation retains all commutatid} 
properties of the Fermi operators and is therefore canonical. Note also th 
it is a generalization of the usual transformation employed to introdu(| 
creation and annihilation operators for holes inside the Fermi surface or f 


1) We learned recently, that on the basis of the paper [6] VALATIN.[25] has shown th 
by means of this transformation the theory of BARDEEN, CoorER and SCHRIEFFE] 
can be put into a clearer and more elegant form. pia 
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electrons outside it. Indeed, if 


py = il V0 E(k) > Ep 
ae 10> Vv, —-+ E(k) < Ep 
we obtain 
Xeq = Ay, + Oy = Ay Hk) > Ep 


Oe aay Oey = Oh a LK) Ep 


so that a; , for example, will be the annihilation operator for an electron of 
momentum k and spin 1/2 outside the Fermi sphere and the annihilation 
operator of a hole with momentum — k and spin — 1/2 inside it. In the 
general case when (u;,,v,) + (0,1) a superposition of a hole and an electron 
is encountered. 

It will be more convenient not to be tied up with the relation expressing the 
constancy of the number of particles 


> Vis Ms = Ny 
| k,s 
where JN, is the total number of electrons, but as usual, to introduce a para- 
meter A playing the réle of a chemical potential. 
Thus in place of Hy, we shall consider the Hamiltonian 
| H = Hy, — AN. (2.6) 
In due course the parameter A will be determined from the condition that in 
the state under consideration 


N = Nj. (2.7) 


We could introduce from the outset an expansion in powers of the coupling 
constant of the electron-phonon interaction. In fact such an expansion would 
be in powers of the dimensionless parameter 
4 dn 
Ci, g dE © 


Note that there exists another small parameter in this problem, namely, the 
ratio of the energy of the sound quantum to the Fermi energy: w/Hy. The 
‘parameter g is not strictly small and according to an estimate of PINES [1/] 
takes on values between 0,1 and 0,49, whereas the ratio w/EH, is indeed small. 
‘As the coupling constant g enters the Hamiltonian together with the factor 
Vo and as Ey is the natural unit for measuring energies, it would seem that 
the expansion parameter is of the form @ w/Ey. However, the computation 
‘of the following approximation shows that the results of the first order 
approximation are modified by quantities of the order g, rather than 9 w/Ep. 


This is due to the fact that in the virtual creation of a phonon pair without 
Fermions, the energy denominator is proportional to @ so that in the resulting 
formulas 9 appears without the accompanying factor w/Hy. 
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Thus the accuracy of the approximation can be considerably increased, |J} 
one carries out a renormalization of the phonon energy, or, equivalent 
uses the method of graph compensation in order to compensate the conti} 
bution of the virtual phonon pair creation. Then the processes of virt | 


creation of a large number of phonons, appearing in the higher appro}| 


| 


mations, will not deteriorate the convergence as the corresponding matty 
elements will contain 9 w/E,y in a sufficiently high power, and the reductiil 
of one factor w/Ey with an energy denominator will no longer destroy u| 
whole small factor in front of g. 
In accord with the sketched programme we carry out the following canoni¢ | 


transformation of the quantized Boson amplitudes (cf. (1.3)): 


by = Aq By + Ma Boo (24 
where A,, “ are real numbers subject to the relation 
Aq — Wg = 1. (24 


From the transformed Hamiltonian we separate the part 


Hy = > &(k) (ato oo + afi oer) + SY (4) BF Ba 
qg 


in which &(k), @(q) are the ‘“‘renormalized”’ energies of the Fermion ay 
Boson excitations respectively, and include the other terms in the interacti} 
Hamiltonian. We thus obtain from (2.1) 


H=U4+4H,+ H'+ H” 
where 


U = const = 23(E(k) — 4) vb + 3 o(@) oa 
q 


1 i 
uit = 9 (9) a (2p Dye + Ue Vy) (Oko Ok 1 + Oey OK’g) (Ag + Me) (Bg + Bah] 
Kr k’ q | 


Ms 
g(q) (39) (tig tio Op HAND bey os eae 


+2 IM 


k,k’,q 
k’—-k=q 


AH" = 2 { (E(k) — dh) (wu? — vz) == &(k)} (azo Oka + Ob) Opi) + 
=} ay ((E (Kk) — A) Uy ve (Fo %E1 + Oey Seo) + 
+S {ow (q) (23 + H3) — © (Q)} BS Ba +E (4) Ag teal Bs Bg + B-of 


Let us apply the principle of compensation of dangerous graphs in order} 
compensate away the processes of virtual creation of Fermion ajo af1 al 
Boson f; Bt , pairs out of the vacuum. To the second order we obtain the folla 
ing equations | 

2 (E(k) — A) up oy — (CS on; Oyo H’ Ho HC, =0 (2.1 


@» (q) Aq Mtg — <C% Bq By H!’ Ho H'C,S = 
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where C, is the vacuum state vector corresponding to zero occupation 
numbers. 
To the same order the renormalized energies &(k), @(k) are determined by 


(E(k) — A) (uz — ve) — &() — CCP otyg H’ (Hy — E(k)? H! ago Cy» = 0 (2.11) 
@(q) (Aq + Ma) — @(Q) — <CT By H’ (Hy — &(q))* A’ By Cy» = 9. 


It must be stressed, that in the above equations the expressions for the 
matrix elements take into account only connected graphs. Due to the sym- 
metry with respect to the permutation (1) @ (0) nothing would change in 
E q.(2.11) if ax, ato were replaced by ox, %1. From Eqs. (2.10) and (2.11) we 
obtain 


1 — g(k—k’)o(k —k’) 
| 20) 3 2 Bk) FER) TER) 
= 2, gt(k —k')o(k — Kk’) ; | 
Saye 2k SKIS eae Poe 

Cea) (Up Ver + Wye Ve)® 
Ag tha — (Aq + Ha)? Sy a Fa ert ee ee 


k=q 


(Aga + eae — 0)? (Uy — V5) — Af Ug OR = 


fae 1 g(k — k’) w(k — k’) 

é(k) =| £08 202 Gk — KR) +é(k) + a(R) 
4 1 yy _ fk) P(kK—K)o(kK—-k) 

—4} (tb — FB See) Tew OR * 


(Aner + fin)? (Mer + V8) — 


x (Agee + Mew)? (ue uke + vg ve) + 


2um% og(k — k’) w(k — k’) (O(k — Fk’) + E(k’) 


2 af = [o(k — k’) + &(k’)}* — [€(k)}? (Apa + Mai’)? Wye De 


(2.14) 
2 
Bla) = o(@) (3 + ptq) — SOE aT tel (ug ty + uy v4) X 
k’—k—-q 
x : m ET ETc (2.15) 
5) FER) —G@) | ER) + ER) + OG) 


2.2 Simplification of the expressions 


We undertake now a simplification of the above expressions, which on the 
one hand are extremely complicated, and on the other hand still contain 
terms which are of a higher order of smallness than the chosen approximation. 
We shall retain only terms of the first order with respect to the adopted 


small parameter 9 w/Er. 
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We start with the solutions of Eqs. (2.13) and (2.15) 


(Ue Me Ue Me) Uy V—er + Uy! Vy)? ms 

overt a ae oe oa ) Bla) + eh) + ER) 
aq) = o(@) | (4) Pa Ge Peesoesc a 

a7 ) + aR) + alg) 
=¢ 
3 29? am (Uy yr + Up’ Vz)? my 
Ameer ase 7h Vt Bq) He) FER) 
—e— 


Since wu, and v, can differ from their normal values 0,1 only in a layer o 
thickness < w in the neighbourhood of the Fermi surface and since E(k) 4 
| E(k) — Ey|, we obtain from (2.16), retaining only the principal terms 


& 4q? (q) Og (Rk) Op(k’ 
(te + ua)? = [1 V 3 a) Be Ce 
k’-k= 
;@ oa ieee 5 ae 
alg) = o(@) {1 V oe E(k) — E(k’) 
—k=q 


where 6g and 6, are defined by 
1 E(k) > Ep 0 E(k) > Ep 
O¢(k) = p(k) = 
0 E(k) < Ep 1 E(k) < Ey. 


For the simplification of Eq. (2.12) we introduce the renormalized functioy 
9 (2) | 


ne hee _ 4G) 5, Salk) Se() 


k, k’ 
k’-k= 


(2.18 


This renormalization is possible as long as the values of the coupling paraj 
meter are sufficiently small. In any case they are not allowed to exceed a valt | 
for which the renormalized sound frequency @(q) and the renormalized g (q] 
become imaginary. The same limiting value for the coupling constant hal 
been obtained by means of another method in the investigation of t 
stability of the lattice with respect to the electron-phonon interaction ij 
paper by S. V. TJABLIKOV and one of authors [2]. 
We put further 


= ER) — = wi OS (Phi Fe) tel Bao Bel ene as ianeons 
&(k) oa E(k oV 2 oO (k ae k’) + &(k) +8 &(k’) (ux Tad OF) Taal A i 


g(k—k')d(k—k)> oO 
OW) = 7B see wy +a) EEO TS 
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Then, by (2.12) we obtain 


eat E(k) 1 E(k) 
ue = — 214+ ———_ 2s) i-s|'-aeeal Daeedl\ 
2 VO2(k) + &(k) Dake VC? (k) + &2(k) an 
an 

1 g2(k — k') & (k — k’) C (k’) 


(2.22) 


CUA) = 
() = 57 2 ae) + eR) + ER) VOR) FE) 


Consider now the last term in the L.h.s of Eq. (2.14), which is always 
small (for small @ it will be of the order w exp (— 1/o)). Furthermore, when 
&(k) increases to the order w the factor u, v,, vanishes practically. Therefore, 
in the chosen approximation, we may replace the denominator of this term by 
[O(k-— k’) + &(k’)P. 
Thus Eqs. (2.19) — (2.21) imply 
és 1 p(k — k’) &(k — F’) 
E k 1 + = , ~ / x 
+ 7% fom — we) + ERE — EOE 


(ub ub + of ob) = 


= V#(k) + C%(k). (2.23) 
For the normal state, when 
ux =O¢(k). %K = p(k) (2.24) 
we obtain 
i g?(k — k’) & (k — k’) (0¢(k') — Or (F’)) 


(hk) = E) —4— 97 Ge — BY + [EW — Be] +E) — Er 


Eq (kk) = (1 — yn (Ie) |En(F)| 

‘ 1 g2(k — k') d(k — k’) ; 
7, (k) = — = ; ——; ! O¢(K)0¢(k Op (Kk) Op (k’)). 
Here the subscript » denotes quantities in the state (2.24). The state corres- 
ponding to the nonvanishing solution of Eq. (2.22) will be denoted by the 
subscript s. In both cases the expressions ¢(k) — (Z(k) — E,), 4 (Kk) will be 


of the first order of smallness but the differences ¢, (k) — &,(K), 7n(K) — 5 (K) 
will be of higher order of smallness. Therefore, (2.23) yields 


© 8b) = VE ma® BW) FL a)? C7) ~ VL = a? Ent) + 2) 
so that in the chosen approximation 


| = ee 
&,(k) = Vén(k) + C?(k) 


Note, further, that in Eqs. (2.21) and (2.22) &(k), |€(k)| may be replaced 
by | E(k) — Er. 
We are thus led to 
yt 4 jk—K)Ge—W) Ow) 
2(2n)2 | a(k — BK’) + |é(le)| + [E(K')| VE’) + C2(k’) 
(2.25) 
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where 


E(k) = E(k) — 


This result has been derived without the restriction to spherical 7 on 


By means of a simple renormalization of g(q) and w(q) we have considerabl} 
improved the degree of accuracy of the theory, since we have used asym}| 
totic approximations not in powers of @ but in powers of ew/Ey. The quantit 


be small compared with w (i. e. only, isat see it ge smallness is required] 


Kq. (2.25) has a peculiar singularity: for g —> 0 the solution C vanishes 4 
exp (— Ajg?) where A = const > 0. This is due to the fact that the integré 
in the r.h.s. of (2.25) becomes logarithmically divergent in the neigl} 
bourhood of the surface (k) = 0, if we put C = 0 under the square root ij 
the integand. In this situation one can easily obtain the asymptotic form ¢ . 
the solution, for small g: | 


| 
al | 
Pk V2 (1 — t))G(kr V2( — 2) g, | 
se] (kp V2(1 — t)) + |E(B)| | 


1 k? yee 
hss a ry 2 
Oe oes iB6)) 9 oJ g*(kp V2(1 — t)) dt 


now = n (55) a ze soa 1 ae " | 


The cut-off momentum gy does not appear explicitly in these expressions| 
due to the fact that, formally, one may consider that w(q) = 0 for |q| > dul 


2.3. The energy difference between the normal and superconducting state 


We now evaluate the difference 
H,(A) — H,(A) (2.26 


between the eigenvalues of the Hamiltonian in the eigenstates s and n for thy 
same value of A ~ Ey. In the chosen approximation we have 


H(A) =U — (C#H' Hy H'C,) =2 > (E(k) — A) oe + 
k 


+ 3 w(q) "3 — (0H Hs" H'C,) 
“@ 


N 
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or, after some manipulations 


H (A) = 2 3 (E(k) — a) vi + 3 (a) 14 a 
q 


surgeh g(k—k)a(k—k') ,, 
V 2p Se —h) Eli) FER) EME Tere’ Oe’) (2.27) 
k+k 


For the difference (2.26) we obtain from (2.27) after some simplifications and 
retaining only terms of the desired order of smallness 


H,(A) — Hy(A) = — 3 o(k) 2 C(k) — F Op (k) ME ocr) 
k Uz k UE 
or, by (2.21) 
H,(A 7 fe A 1 Nee EEE 
V ai — zea | oR VOH + a 
E(k) e(k) 
Both) | — a] 4 Ortmy [1 + eae |. 20 
| ; Yow rem) |'* yew +em) fo 


In order to determine the difference EX — EY between the energies of the 
two states, for the same number of electrons N = Ng, note that 


OH 
H(A) = E(A) — aN (a) — 2) = N(d). 


We obtain, consequently 


EX — BY = E,{A,(N)] — Ey [An(N)] = He l4.(N)] — 

— Hy [Aq(N)] + [As(N) — An(N)IN = 

= H, [A,(N)] — He (Ae(N)] + Hn e(N)] — Hn [an(N)] + [Ae(N) — An (NIN 
— H,[A,(N)] — Hel[de(N)] + HalA(N)] — Ha [An (N)] — 


0H, (A 
— [A,(N) — Au (W)1 ( = ie uw 


OH, 
= H (de) — Halds) + > al) — An (NVI Geet 


The second term of the last expression will be of second order of smallness 
as compared with the first, so that, in the approximation under consideration 


BY — BF =H,(A,) — Ha(A,). (2.29) 


Thus the energy difference is determined by the same Eq. (2.28) as 
H,(A) oe H,,(A). 
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2.4. Superconductivity 


We now establish the existence of superconductivity. Since we do not take 
into account the action of the magnetic field it is more correct to say that 
we establish the existence of superfluidity for the electron fluid in FROH- 
LICH’s model. This is achieved by showing that there exists a state with | 
nonvanishing average total electron momentum, in which the energies of the } 
elementary excitations are all positive. In this way we establish the possi- | 
bility of existence of a current-carrying state, which is stable with respect to | 
weak perturbations. | 
In order to remain formally within the class of states with vanishing total | 
momentum and to be able to use the foregoing results, we perform a transla- |} 
tion of the origin in momentum space 


k>k+p (2.30) | 


Evidently, the state with vanishing total momentum in the new frame of | 
reference will have in the original frame a total momentum N p. 
On the other hand, the translation (2.30) replaces H(k) in the original | 
Hamiltonian H by i 


Be — p) = Bh) — (p-BP) 4. (2.31) | 


The additional term — (p - 0E(k)/0k) leads to the following additional term | 
in H | 


—2 (p . o ) Af Ay, =>—_ 2 (p . aE) (ato Okg — Xk1 Or) 


which to be included in H’’. Supposing that the momentum p is so small that | 


(a and E(k) ~ Ep 


are of the order C(k), the influence of the additional term on wz, vz, A, 
in H may be neglected due to its smallness and the only effect will be a 
modification of the energy of the elementary excitations: 


OE (k 
e(k) > e(h) + (p- 5p): 


We introduce the notation A for the energy gap separating the non current- || 
carrying ground state from the elementary excitations, i.e. 4 denotes the 
value of C(k) on the Fermi surface. | 
Since é(k) > A the elementary excitations remain positive for the current- | 
carrying state if the average velocity of the electrons is so small that : 


OE (k) 


pz | <4, E(k) ~ Er. 
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or, in the spherically symmetric case 
where u is the average velocity. 
Consequently, for sufficiently small velocities the current-carrying state 
remains stable with respect to small perturbations. 
Of course, for 4 = 0 this is no longer true, since in this case the energies 
of the elementary excitations could take on negative values. It must be 
stressed, that insofar as we do not take into account the action of a magnetic 
field, the current-carrying state must be considered as metastable. Its 
energy differs from the energy of the “‘rest’”’ state by an amount proportional 
to u?. This increase of the energy can be calculated formally by introducing 
into (2.31) the supplementary term 

1 F 0° E (k) 


1% 


Papcias? » ak om 


and taking into account its influence upon the energy of the current-carrying 
ground state. 

We want to stress again the analogies with the case of a Bose gas. In that 
case the Fermisphere is replaced by a condensate in the lowest energy state. 
In the absence of interaction, i.e. for an ideal Bose gas, there will be no 
superfluidity. It appears only in the presence of an at least weak interaction. 
At the same time there appears an essential interaction of particles outside 
the condensate with opposite small momenta k, a fact which is responsible 
for the inapplicability of the usual pertubation theory. 

In the case of an ideal electron gas, considered above the situation is quite 
analogous. Without interaction there is no superconductivity (superfluidity) 
and only the electron-phonon coupling, responsible for the interaction bet- 
ween pairs of electrons with momenta + k and spins + 1/2 leads to the 
appearance of superconductivity. One can reduce approximately this inter- 
action to an equivalent coupling between the Fermions, which pushes the 
analogy with the Bose gas still further. 

Until recently it was thought that only Bose-Hinstein particles can exhibit 
superfluidity. Due to the situation that arises now in the theory of super- 
conductivity this point of view must be revised. 

It is possible that nuclear matter is the real case on which the superfluidity 
of Fermi systems should be investigated. 


§3. The spectrum of collective excitations of the superconducting state’) 


3.1. Application of the method of approximate second quantization to a system 
with Coulomb interaction 


Until now we studied only elementary excitations of the simplest “indi- 
vidual” type—the appearance of a fermion of energy &(k) or a phonon of 


1) This Section is based on the investigations carried out by N. N. BocoLjuBov and 
in part (subsection 3.4) by V. V. TOLMACHOV. 
44 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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energy @(k). Now let us proceed to the investigation of the more compli- | 
cated branch of the spectrum corresponding to collective excitations of || 


Fermions. A typical example of such excitations in Fermion systems are the 
plasma oscillations of a dense electron gas. 

A correct and sufficiently simple analysis of these may be carried out by 
means of the method developed by GELL-MANN, BRUECKNER, SAWADA, 
BrovuT and FukuDaA [13]. In order to obtain the fundamental approxi- 
mation, one may restrict oneself to the summation of only those graphs 
which do not lead to the destruction of the 
elementary particle-hole complex (Fig. 2). 


Kend, From the physical point of view the impor- 
Cates? tance of this kind of graphs is due to the exi- 
k stence of the Coulomb attraction between a 
Fig 2. particle and a hole. In order to obtain the 


secular equation for the energy spectrum | 
E(q) of the plasma oscillations one must sum | 
over all graphs of the type represented in | 


Fig. 3. 


of approximate second quantization and thus 
construct a simplified Hamiltonian which 
allows an exact diagonalization so that only 
the desired diagrams are obtained, yielding 
however the same contribution as the exact 
Hamiltonian. 

Under these conditions the diagonalization of the simplified Hamiltonian 
naturally yields the same results as the direct summation of diagrams. 

In order to obtain such a simplified “equivalent” Hamiltonian the following 
requirements must be fulfilled: the complex of Fig. 2 is to be connected, 
the vertex parts of the simplified Hamiltonian must give the same contri- 


bution as the vertex parts of the exact one, taken into account in the graphs | 


we considered and, finally, the energy denominators are to be the same in 
both cases. 
The first condition may be satisfied by describing the creation and annihi- 
lation of the particle-hole complex not by means of the products of Fermi- 
amplitudes, 

Ak+¢ bE, Oy A+¢q 
as in the exact case, but. by means of Bose-amplitudes?) . 


Bo (k), Ba(F) 


with two indices k, q. 


1) Notice that in the graphs of Fig. 3 all the complexes are different: By using Bose- 
ampilitudes there may arse diagrams containing several identical complexes, for in- 
stance with k = k’, which cannot be reduced to one. But such redundant elements will 
lead only to infinitesimal contributions to the elementary excitation, since the inte- 


gration is carried out over all momenta k, k’, k’’ and we have a linear chain of complexes. || 


An interesting situation may arise sometimes when calculating the ground state, when 
it is necessary to forbid explicitly the repetition of identical complexes" graphs. In 


For this summation one can use the method | 
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The considered graphs contain also vertex parts like those of Fig. 4. 
The corresponding term in the exact Hamiltonian are 


P,(k, k’) Of s gdk aj — qdy 
Yee (k, k’) by Ax —q 04 Orig 
Qq(k, k’) aks q dk by ax +¢ 


Therefore the interaction Hamiltonian in the simplified model is to be con- 
structed of terms of the form 


P,(k, k’) Bi (k) Big (kh) Pr (ke, R’) B—q(’) Balk) Qq (Kt, Be’) By (Kk) Bah’). 


Finally, in order to obtain correct energy denominators it is necessary to 
choose the expression 


> {e.(k + @) + &-(k)} BG(k) Ba(k) 


k,q > an A 
as H,, the self energy of the particle-hole p bs he st 


complexes. Here ¢,, e_ stand for the .-’ 

energies of a particle and a hole respecti- Riga 

vely. 

Thus we obtain as the simplified total Hamiltonian a quadratic form in 
Bose operators. Writing down the corresponding secular equation we ob- 
tain an equation for determining the energy E(q) of collective excitations, 
for the plasma oscillations considered. 

For fixed g E(q) will be an isolated root of this equation corresponding 
so-to-say to, a “bound state” of a particle-hole pair, where as the conti- 
nuous spectrum is a spectrum of ordinary one-fermion excitations. 

We have just outlined the characteristic features of the approximate second 
_ quantization method as applied to the well known case of plasma oscillations 
of a dense electronic gas [15], since this method will be the basis of our 
investigation of collective excitations of the superconducting state. 


3.2. Collective excitations in FROHLICH’s model 


At first we notice that in FROHLICH’s model, which is being investigated, 
there exists an attraction between electrons with opposite spins and mo- 
menta -- k with k in neighbourhood of the Fermi-sphere. An attraction of 
this kind also exists between holes. It is clear that such an attraction must 
exist also when the corresponding momenta of the particles of a pair are not 
exactly opposite, but, say, equal to k+q, —k with sufficiently small q. 


these cases [14] one should consider the amplitudes ft, B not to be of the Bose, but of the 
Pauli type. In other words we have to prescribe for all of them Bose type commutation 
relations, except for the replacement of the relation 


pee pepre 


by 
ppt + BrB=1. 


44* 


624 N. N. Bocorjusov, V. V. Totmacuov and D. V. SirKov 


Let us proceed, as usual, to fermions (k, 0), (k,1) characterized by t | 
amplitudes il} 


+ of prank 
OKO, Chor hls %e1- 
Note, that the creation of the pair 
+ + 
%h+g0 %k1 


does not modify the spin but modifies the total momentum by the vector q 
Thus, the existence of an effective attraction between the fermions wit 
(k + q, 0), (k,1) for sufficiently small q, is easily detected. 
This gives us an important hint as to a programme of applying the metho} 
of approximate second quantization. 
Correspondingly we introduce as an “indecomposable element”’ of the graph} 
the complex which is characterized in the exact treatment by the products 
Fermi amplitudes: 


+ 
Ob+g0 %1 ey %e4+90- 


In our approximate model we associate to this complex the Bose-amplitude 


is (k) B(k) 


interaction between two different erates in the form?) 
care om ep? ®) B,(k’) A,(k, k’) — 
ii 
— FS Bl, W’) (Bp (B') BF (le) + By (hk) Bp (Re). 
bak 
Then adding the pair self energy we obtain the simplified model Hamilta d 
nian 


P= 5 (e(ke + p) + &(K)} BUH) Bp) +I”. (3.34 


The diagonalization of a such quadratic form may be reduced to solving }} 
system of linear homogeneous equations with respect to the c-numbe} 
quantities y,, 7, [15]. 


{( + p) + 8(8) — B} gy (B) = 3S Ap(, B’) p(B’) + Bol, W’) x9(h') | 


{é (ke — p) + &(k) + B} xp(k) = 5) Bp (he, W’) p(B’) + 3) A p(k, B') xp (ke | 


(3.31 
with the normalization condition 


2 {pp(k) — xp(k)} = 1 (3.44 


1) Without any calculations one can see that the quantities A» (It, k’), By (kt, k’) must b 
real, because the Hamiltonian of FROHLICH’s model is invariant with respect to tim) 
inversion and contains only real coefficients. cen 
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For a given fixed momentum p the energy of collective excitations H=E,(p) 
is determined by an isolated root of the secular equation corresponding to 
(3.3). In order to obtain explicit expressions for A and B we remark that in 
the simplified model 


Ay(k, k’) = <Bp(k) I” Bp (hk) 

B,(k, k’) 7 (B_p(K’) By(k) Io 
where the expectation values are with respect to the “B-vacuum’. In the 
exact Frohlich model such vertex parts are brought into existence only 
through the exchange of phonons. 


Taking into account, in first approximation, only the exchange of one 
phonon we put 


— A,(k, kK’) = Ons Serpe HoH’ ak +n0 Oxo 
— B,(k, k’') = Coens 4" po %er Xeepy tH" A" (3.5) 


where H’ is the electron-phonon interaction Hamiltonian (cf. the formulae 
of § 2), which may be written in the form: 


~ 1, 
H' = > 9(@) Ga (up 0y + Up Ve) (boob + e140) (Bg + Bo) + 
igure 
- @(q)\" + + + 
te ee 9 (Q) OV. (Uy Uy’ er Vy Vy’) (Ok 0 O%K’9 rt OK) ey) (Ba 1 B_4)- 
k’—k=q 


Substituting these expressions into (3.5) we obtain 


D(k — k’ 
Apt, ’) = g2(he — bY) PEED (ays. ptnsp — Pv'spDeen) (Mute — MHPE) 
: + : + 
CEs Tee oe (Awa aeer — © 


3 1 
+ 9?(p) Vv (Up spe + Ue erp) (Uerp Ve + Ue exp) + 


“9 @(p) (Up sp VK? Ue’ Up'+p) (Uerp Ye + Ue Peep! 36 
+F) Sy AW tp) tee) +ek+p) Pop +eR) 
B,y(k, k’) = 
= 72 (Ie! , @(k’ — k — p) (Uesp%e + Up’ erp) (Up VK Uy Ve'-p) 
= — i(k’ —k—P)—~ “97 g(k') + E(k + p) + Gh — ke — p) 
— 97(k — kh’ + py —k' + p) (Unep Oe + Ue erp) (Ue —p Ye Uy Ve'—p) if. 


av E(k) HE(h’ — p) + (kk — ke’ +p) 
- (Pp) (Unip x oh Up Vierp) (Ux —p Ue’ ia Uy! Vy’—-p) 
AP) 57 aie tp) Feit Op) 
~ (Pp) (Unip Ye aa Ug Ve+p) (Uy—p Vr’ as Up’ Ve’ -p) 37 
+ PP) oy aR p) + ER) +O) Re) 
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To simplify these complicated expressions, we suppose that for small values} 
of p we can put 
g(p) =9. . 


This assumption seems to be reasonable from the physical point of view [11]: | 


Let us now simplify these formulae, in order to get rid of terms of smaller 
order than that taken into account in the chosen approximation. First we} 
notice that in the process of collective oscillations only large momentu my 
transfers k — k’ are essential, as may be seen from the equations (3. 3).] 
Therefore in quantities of type @(k —k’—p), g(k —k’'—p) whichj 
depend smoothly on the momentum, we may neglect the additional mo-| 
mentum p. Further, since the energy layer, which in fact determines they 


was done in the derivation of the equation for C'(k) the quantities 


&(k), E(k’ — p), . 
by 
|€(k)|, |E(k’)| 
where as before: 
E(k) = E(k) — 
We thus obtain 
i J (k, k’ 
A, (k,k’) = — (Ux'+p Up — Vn'sp erp) (Ue Ue — Ve YE) 
; J (k, k’ | 
By(he,k’) = CE) (ay, poy + sty Dep) (te pe + O-pte)- (8.8) 


The expression J (k, k’) here is the same as in the equation for C(k): 
C (k’) 
©) Tee) + 
o(k — k’) 
*) Ee + lé(k’)| + &(k — k’) 


ae =sy 276 


J(k, k’) = ¢(k — 
We put for abbreviation 
Uy Up — Ve VE = L(k, k’) 
Up Ve + Vy Uz = M (k, k’) 
Then Eq. (3.8) may be represented in the form 


; J (k, k’ 
A, (k,k’) = 0%) 


L(k+ p, k' + p) L (k, k’) 


J (kk 
By(k,k’) =") 


M(k + p,k’) M(k,W x p) 
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3.3. The resolution of the secular equations. Longitudinal excitations 
Considering the secular equations (3.3) and introducing the new variables 
Pp(k) + Xp(k) = Bp (k) 
Pp(k) — xp(k) = 9,(k). 


é(k E(k — p | 
{+ ai eat | P) 4 2()} 0518) — 


— FSI (k,#) feu + pik ee DE Ee =P) 5k, ’) + 
= 


One obtains 


2 i r one aes / k k’ 
oo Miaas sae Alcs Ne p, k’) M(k, EPI a, (k') = 
nt [x — =e +P) eee 8,(k) + 
7 


: See a ea aT Ge’) 


k'— p) es Erte il a 


(3.10) 


fetere =P) | e(h)| #,(k) — 
2 


é L(k — p, k' — s 
es Ji, #) a hive 
- 


M(k +p, k’) M(k, k' — p) + M(k — p, Fk’) Mk, e tpl 0,(k’) = 
2 p 


bs {2 — (ese =P) 6(k) + 


k! + p) — Lik — p, k’ — 
a + P) : UD er era Dg ne aime 
; 


: ' Ly) = — p,k’) M(k, k’ 
pet keep, BM eS eee p, k') M( + Pp) 6, (K'). 


(3.11) 


Consider first the case p =0. Then (3.10), (3.11) will simplify and we 
obtain: . 


2 VER) 1 CFR) Ook) — 4 SI (hh) Oo(h’) = BCR) 
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2 V E(k) + C7(k) Dy (hk) + 

C(k) C(k') — &(k) &(k') 
£(k) + C2(k) V E(k’) + C2(k’) 
Note that according to (3.9), this system admits the solution 

C(k) 

VE(k) + C7(k), 
We thus reach the important conclusion that the spectrum of collectiij 
excitations starts from zero. | 
Let us turn now to the investigation of the collective excitations for sma¥ 
but nonvanishing p. To avoid complicated calculations we restrict ourselv} 
to the case of radial symmetry. 
First of all we must expand the coefficients which enter our equations | | 


powers of p. Since in the interesting energy domain E(k) is extremely clo 
to Ey, we admit that 


= py J (k, k') 9,(k’) = E0)(k). (3.4) 


S =const, 4 =0: 


| 
E(k + p) =s(p-e) + &(k) | 


where s is the absolute value of the electron velocity on the Fermisphe} 
and e is the unit-vector in the direction of k. It is more convenient || 
choose the direction of p as a reference axis for e and denote by é, the con 
ponent of e along this axis. 
Notice further, that in the expressions containing §& + C2(&) we mé 
neglect the variations of C(&) as compared with &, since C(é) is a slow, 
varying function. We obtain 


0 
u(ke + p) = u(é) + spe 55 + | 


dé (&) 
0g 


It is convenient to introduce the number é and the unit vector e as ne} 
arguments in place of the vector k. Thus we are led to asymptotic formulé] 
of the type: 


L(k + p, k'+ p) + L(k — p, k' — p) 
2 
1 einer BL es 


~ 2 Toye ctyraas 1 Pt Fil 8) + spes Pall, &) + ~ 


polos Henne 2 dled Ladies OF Ser VEL E) + €5¢592(E, é')}| 

+ e7 Q3(é, &’) + Qa (E, e)} ty 

M(k+ pk) M (k,k'—p)+M(k—p,k)M (kK +p) > 
1 2 


re) 


E(k + p) = &() + spe 


Bees, 


L(k,k’) = 


vet 
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derek Fé’ — CC" 
2 2Ve + C2 V&2+4 0” 
+ (sp)? {5 By (&, 6") + eoey Be(E, 8) + eoPRa(E, &) + Ba(E, )} 


M (k + p, k') M(k, k' — p) — M(k — p, k’) M(k, kk’ + p) _ 
9 


“= 


= spe, 8, (6, &') + spe, S.(é, &) + --- 


We now apply ordinary perturbation theory to the secular equations (3.10), 
(3.11), considering the quantities p and E as small of the first order. We put 


ome, yg ae eS a ata) 
O(k) = £9, (&) + spe H,(&) + -- VELO 
Substituting these expressions into (3.10), (3.11) and seperating terms of 


different orders, we may express 6,(&), 7,(é), 0,(é) in terms of the 69(&). 
Using the resulting expressions, we expend the eats (3.10) to the second 
order of smallness. Thus we are led to the relation 


2 &(k) 0(k) oes (k, k')0(k’) = F(E, sp, k) (3.15, 
where F(E, sp, k) is a ‘quadratic form with respect to EZ, sp. We multiply 
(3.15) by C(k) [2V é(k)]-! and take the sum over k. Taking into account 
Eq. (3.9) we obtain 


hence 
E = asp 


where « is a numerical coefficient. So, if we omit terms vanishing together 
with the parameter 9 = g’ dn/dE, we have 
| 


1 


E6,(E) + spe F(6) = sz OO8) P= y- 


ree 


Consequently, we obtain two roots for E. In order to determine the sign we 
gurn to the normalization condition (3.4), which we write in the form 


> 0,(kt) 0,(k) = 1. 
k 
Hence 02 #38) 
Ba 5(g = 


isnd therefore 
E10: 
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Also, in the chosen approximation 


E.(p) = = 


V3 
Let us note now, that collective excitations will exist, as long as 


E.(p) < 24 


where A is the magnitude of the energy gap (i.e. the value of C at ¢ =)j 
Indeed, in the opposite case EH = E,(p) will overlap somewhat with 
Fermion spectrum | 


é(k) + &(k +p) 


and ceases to be an isolated root of the secular equation. This intuitij 
consideration may be confirmed by a direct calculation. For simplificatij 
we retain only the principal terms with respect to the parameter @ ai 
replace the function J(k, k’) by a quantity J which i is constant within ty 
energy layer Ey + wg, and zero outside it. | 
In this approximation we obtain from (3.11): 


E(k + p) — &(k — p) 
2 


Bey nena) 


i Fc 


0,(k) = 6,(k). 


Substituting this expression into (3.10) and restricting ourselves as befoj 
to the principal terms only, we obtain: : 


é(k + p) + E(k — p) | 


E(k) + 5 


(yp ESP ae Py 
ep eee re SY FS (k) = ee (k’). 
ace). 2 P) + ee =p) : = 


2 


The corresponding secular equation is 


1 L 
ett ky ek + p)—B* Teh — ei 


On the other hand the equation for C in the considered approximation h | 
the form 


J 


Che Se es ware 
avo 2 5K) 2% 
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Therefore our secular equation may be written in the form 


ES eet Se Cpe a A am} =° 3.17 
lk) beh tp) Bb apse pte Fel” 


For fixed p this equation has a continuous spectrum 


B= (kh) +2(k +p) +0(>) 


where O (1/V) > 0, V>o, 
The continuous spectrum starts fom HE =2C = 2A and is charactrized 
for a given p by the vector index k. It corresponds to the excitation of two 
“individual” fermions. The discrete spectrum, corresponding to collective 
excitations, exists only for those values of p for which the equation (3.17) 
has an isolated root 

E< 2A. 


It is convenient to write (3.17) in an integral form. We have 


+1 co 
P 1 
| | ae dalle rents: Coe 
1 1 
ee a ny 
Vee O eV (e— opts ray oes 


or 


where 
+1 co 


1 1 
@ > a dt d = a SSS SSS SSS ee 
ae i oe res ra vescess ie} 
6 


For sp >C_ we obtain for E the value (3.16). But the ratio Z/sp will be of 
_ the order of unity up to E = 2C. 
' Pmax is determined from the equation 


@ (2,52) + 0 (—2,%) =0 


SPmax = YC 


~ Hence 


where y is a numerical coefficient. 

By the way, we remark that these equations might have been obtained 
without simplifying the structure of the function J (k, k’). Their applic- 
ability is determined only by the smallness of the parameter g. Due to the 
fact that collective oscillations exist only for momenta p< pmax, the 
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nonvanishing of E,(p) in the absence of electron-phonon interaction is nott 
paradoxal. Indeed in this case the formula (3.16) will have no domain off 
applicability, since A = 0. 
Till now we considered the collective excitations only for the superconduct- 
ing state. Let us now analyse the réle they play for a normal state. For} 
simplicity we consider the case p = 0. Then from Kgs. (3.12), (3.13) we 
obtain: 


2 |é(k)| 0(k) — 2 YI (kk) O(k) = E9(k), (3.18)} 


1 E(k) &(k’) ; ae a ' 
E(k) 80) — FS ey peqey 2 eB) Om) = BO). (3.19) 


Consider the radially-symmetric solutions and rewrite Eqs. (3.18), (3.19) i 
integral form. We obtain | 


+00 | 
2 |é|0(€) — fe (EE) O(E) de’ = EOE) (3.20}} 
i ae | 
| 
2 |é| 0(€) — [ yarep e G8) 06) ae = BOE) (3.21}] 
where ¢ | 
1 
bovis etl ke (kp V2(1 — t)) 
Lt oe V2(1 — t)) ———~*¥ 
o (=e) Gr El + |e] + O (ep V2 — 8) 
k=kp 


(3.21), since their exact values are unimportant, the integrals being practi;) 
cally determined by the contribution of the interval |&| < @ay. 
We put 


We introduced the infinite limits of integration in the equations (3.20)| 


+00 | 

C1(é) = fo (Ee) 0(E) ae’ (3.22}] 
+.co ; | 

C2 (€) = fim @(€é') H(g') dé. i | 


Then from Kgs. (3.20), (3.21) we obtain 


2|E| C,(£) + iy Cal) B 


a(é) = a bane 
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Substitute this expression into (3.22) and note that C,(é), C2(&), 0 (€ €) are 
sven functions of é, &’. Consequently, 


Lieeegt ine Ae ar 
Cy (é) = [owe ) 42 BP? C,(&') dé 
0 
whence, for small 9 = @(0, 0) we obtain an asymptotic formula of the type 
— E? ~ 4a? e-2le 
where q, is an average w. So, the energy of collective excitations turns out 
to be a purely imaginary quantity, a fact that points to the instability of 
the normal state. ; 


This kind of collective excitations is responsible for the instability, for 
positive energies, of the fermion and phonon excitations of the normal state. 


3.4. The Resolution of the Secular Equations. Transversal Excitations 


We have investigated only those solutions of the secular equations (3.10), 
(3.11), which may be represented in the form of the series (3.14). More 
exactly, we have restricted our attention only to those expressions for 
6,(k) and #, (kk), for which 
| 
6,(k) = 6(|p|, |k|, (P)) 

dy(k) = 0 (|p|, ||, (Ap). (3.24) 
These solutions correspond to longitudinal waves. But besides the longitu- 
dinal waves there exists a class of solutions of another kind corresponding to 
‘transversal waves. In other words, for these equations: 

6,(k) = 6(|p|, ||, (> p)) [- Pn 

d,(k) = 0 (|p|, |k|, (&- p)) [Pn (3.25) 


where the index n denotes the component of the vector product in the 


direction of n. 

“For the sake of simplicity we consider the case p = 0. In this case it is 
‘sufficient to examine the equations (3.12) and (3.13). But now we shall look 
for solutions which are not spherically symmetrical, but have the form 


Oy (Ik) = 99(| |) ez 
Gq (k) = 9o(| Kl) ee- 


| Without loss of generality we may consider for convenience p as directed 
along the z-axis and ” -along the x-axis; é, is the a-component of the unit 
vector of k. For 0)(|#|) and %o(|K|) we obtain the equations 


2 &(h) By(h) — > SS (h, RY) Ol) = BP0lk) 


- 1(k) C(k’) — &(k) E(k 
2 E(k) O9(h) + > SS (h, BD COR) CO) EU EE) d(H) = BO4(R) (8-2) 
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where 


+1 
Hie, W) = 17 a (|e), [| VRE TEP SIETIET Oe a 
a 


é(k) = VER) + OR). (3.2 


Further, it will be convenient to restrict ourselves to the case when J (k, A 
is localized in the neighbourhood of the Fermisphere and may be replace 


inside the layer Ep + @ by a constant J. We admit a similar approximatiq| 
also for J(k, k’) and replace it by a constant “J” inside the layer Ey +i) 
and by zero outside. Under these assumptions the secular equations (3.24 


(3.27) may be solved without difficulty, if we introduce new variables i} 
place of 6,(k) and 8,(k) I 


J TS CR) tate eh 375 
a = + Dd; A(k) Mae liga) oem gaes rs 


Bo (Kk) 


where the summation is extended over the domain Ep -+ in the neig}| 
bouhood of the Fermi sphere. The equation for E takes the form: | 


~ 


J <2 8 (k) J _C(k) E J E(k) E 

vs D(k) Fp es D(k) Vv ~ De) 

J, O(k) E J _,2C2(k) J 2&(k)C(k) | _ 
v= Di) “V2 De Vy | et 
J &(k) E J 2E(k) Clk) J 2 &(k) 

ee D(k) nls EEL v2 Dasa 


D(k) = &(k) [4 2(k) — E2], 


We perform an asymptotic expansion of the determinant (3.28) for smal] 
C and restrict ourselves to terms that do not vanish for C.—> 0. In fact thiil 


expansion will be with respect to the parameter C/w or C/@. The finaj 
expression is 


Soa a7 0 € 
ey ee —=—— arctzg ——— 1) —e? 
{( C (eae vice 


where 
PUT SOPkE E 
0= ss CE = 
272 EB (kp) 20 


In writing down Eq. (3.29) we have for simplicity omitted a term which 
leads to superfluous complications. This omission corresponds to the neglect 
aL 
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the initial equation (3.27) of the term é(k) ¢ (k’) in comparison with 
C(k) C(k’), since, for momenta k and k’ near the Fermi surface the former 
vanishes, whereas the latter remains finite. 

The examibation of the roots of Eq. (3.29) is not difficult and yields the 
following result. For small C/@ Eq. (3.29) has a single root for 6 in the interval 


—1 << 1/In(2/C). 


For 6 near to — 1 the root starts of from zero. Its value is 


3 : 
B=20 20 +6). 


For @ increasing from — 1 to 0 the root increases and reaches the value 
2C, where it goes over into the continuous spectrum. For @ close to zero 


es 7 41 4 20 


For 9 increasing further from 0 to (In2@/C)} the root runs through the 
interval (0, 2C) in the reverse direction and for 9 close to (In 2@/C)?} it 


~ pecomes 
20 Y 20 


The root we considered appears from the first factor of (3.29). The second 
factor may have a root only in a quite narrow domain of values 


which for ( — 0 asymptotically tends to a point. Therefore the consideration 
of this root is of no interest. It should be noted that if @ goes outside the 
limits (3.30) there appears a purely imaginary root which indicates the 
instability of the ground state in this case. Some remarks on behaviour 
of the root for nonvanishing p are in place. Without any calculation one 


may conclude, only by inspection of the secular equations (3.10), (3.11), 
that for small p 


E(p) = VE? + «ps 


where s is the velocity on the Fermi sphere and a is a numerical factor. 
Finally, some words about the physical meaning of the transversal solutions. 
Let us consider the physical quantity 


m rot v(r) = — p>) E é(r; — v)> nal (3.31) 
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which represents the curl of the velocity field »(r). In the second quanti, 
zation representation Eq. (3.31) will be 


m rot v(r) = aa D> (46,4 4,4 + G2 4,>a_y,_) HRB”) [he hk’), 
le k’ 


Going over from the operators at, a to a+, « by means of the u, v-transformation 
we obtain 


m rot o(r) = —- SM (k, R') (atvan, — afoays) ef *-®-") [k-'] + 
kk’ 


+ + Y L(k, W’) (pax) — afoat) ef®—®-”) [he - hy, (3.32))) 
k,k’ | 


We attempt to represent this operator in terms of the collective Bose ampli-4) 
tudes f7(k), B,(k). It is not difficult to observe that this procedure may by7 
carried out by substituting for the operator (3.32) the following “‘model’’’} 
operator: | 


} 


m rot v(r) = = > L(k + q, k) Bi (k) eft" - [k-q] + conj. (3.33)}| 
qk 


Transforming the operator (3.33) to the new Bose amplitudes which dia- |j 
gonalize the quadratic form (3.2), we obtain: 


mroto(r) = 5 > fh P L(K + q, k) (g(K' x) +09; 1) iK-ai} cary | 
| 
a | 
( 


BL 

oy EIS LU + ah) (0-4(85 1) —.4(8;0)) th- gi} ca, (8.34) | 
#,q 

We recall, that the new Bose amplitudes é+, € are connected with the old 

amplitudes $*, B by the transformation: 


By (k) =» {Eupa(k; ) aie Ei X-q(k; )}. 


7 


According to (3.24) the longitudal waves considered before turn into zero 
the sums in the curly brackets in (3.34). A quite different situation arises || 
with the transversal waves. On account of (3.25) the expressions in curly || 
brackets no longer vanish. Thus, the transversal collective oscillations | 
represent curl-structures. It is quite probable that their properties will | 
have many features equivalent with those which were investigated for | 
rotons in the microscopic theory of superfluidity. But it has not been esta- 
blished that a special branch of the spectrum characterizing these exci- 
tations exists. 

Thus we complete the investigation of the ground state of one-Fermion and 
collective excitations in FROHLICH’s model. It should be emphasized that 
the method used for the computation of the ground state and one-Fermion 
excitations is a regular one. On the contrary, the method of computation 


A New Method in the Theory of Superconductivity 637 


of the collective excitations is rather to be interpreted as an approximate 
summation of the most important diagrams. The question of the excitation 
of various collective oscillations in a system represents an interesting but 
very complicated problem’). 


§4. The CouLoms interaction between the electrons’) 


4.1. Outline of the problem 


Up to this moment we considered explicitly only the electron-phonon 
interaction. The repulsive Coulomb interaction between the electrons has 
not been included into the Hamiltonian. 

It is easy to see that all our preceding results may be trivially generalized 
to the case when Hjn_ contains a screened Coulomb interaction term which 
we can consider as small, so that the perturbation theory approximation be 
valid for the whole Aint. 

Such an approach gives us essentially the same results as above with suitably 
modified numerical factors, such as, for example, 0. 

However this procedure is not satisfactory from the physical point of view 
and does not give an essential improvement of the Fréhlich model. 

Firstly, the electrostatic Coulomb repulsion is more intensive that the feeble 
attraction caused by the exchange of virtual phonons. Secondly, as we shall 
see later the screening of the Coulomb interaction essentially modifies the 
stucture of the energy spectrum of the longitudinal collective oscillations. 
So we shall extend our previous considerations to the more realistic model 
described by the Hamiltonian 


H = = (E(k) — A) af, ay, + >) o(q)bgb, + Hpn + He (4.1) 
28 q 


where 
7) , 
Elon a tS 9G) a Aj; y's by -+ Herm. conj. (4.2) 
(pee) 
k’-k=9 
and H, is the Coulomb interaction between the electrons 
1 , ty 
CPs Dy a7 I(k,, ky, k, k;) Gh Gn Og! 8, Ogi 8 (4.3) 
I, ko, ki, 4, 81) $2 
Ge eeriea oe 
eae. ue 
I (ky, k,, ky, k;) <i | ky cs k; Oe 


1) First note added in proof. Recently one of the authors (N.N.B.) has investigated [26] 
this question in more detail. It turns out profitable to use the next specific properties 
of the coefficients of the secular Eq. (3.3) 

A_p (k’+p,k + p) = Ap(k, k’) 

B_p(k, kt’ + p) = By(k’, k + p). (3.35) 
The approximation used in the present paper destroys these properties and therefore 


the calculations become more involved. 
2) This part of the paper is based on results of D. V. SirKov. 
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We shall use the method developed in § 2 and shall carry out the compen} 
sation of both the two-boson and the two-fermion graphs. Therefore we can} 
use the ratio w/Epy as a small parameter and retain only the main terms i 
the resulting asymptotic formulas. In our method it is not necessary tc 
consider the Coulomb interaction as small, and therefore we have to take 
into account graphs of all orders with respect to He. 
In order to simplify the calculations, we suppose that the canonical trans: 
formation parameters u, v differ practically from their normal values onl i 
in a very narrow spherical layer near the Fermi surface. On the basis of this} 
assumption we can retain in our formulae only the main terms with respect] 
to the effective thickness of this energetic layer. Note here, that, according} 
to the results of § 2 this quantity is ‘ ‘exponentially’ small as wexp (— IL/o 
in the case when the Coulomb interaction is omitted. 

This assumption seems to be quite reasonable, as the Coulomb interaction 
can only reduce the effective value of the parameter o. Besides, after obtain: 
ing explicitly the approximate equation for u and v we shall be able taj 
evaluate post factum the effective dimension of the energetic layer in which} 
u, v differ from their normal values and at the same time confirm the correct 
ness of the assumption. i 


ast 


4.2. The Compensation and Renormalization Conditions | 
| 


Let us carry out in (4.1) our canonical transformation of the Fermi and} 
Bose operators (2.4), (2.8). In the transformed Hamiltonian we choose fox} 
the ‘‘free Hamiltonian” Pi the following expression 


Hy ibe (k) (a0 Oko + Of) Xp) + 26 (q) Bz Ba 


where é(k), @(k) are the renormalized energies of electron and phono 
excitations and U is the energy of the ground state. Then we have 


H = Hy + Aint 


where the “‘interaction Hamiltonian”’ Hj; is 


Hin, = U' + H! + "+ Hy + He (4.4) 
where 
U’ = const = 2 » (E(k) — A) uz + DS w(q) up —U 
E q 
ant A) (wz — vg) — E(K)} (fo Ono + O€1 Ger) + 
WE k) — A) Ug vy (of OF + Oe: OK9) 
HH" = 3} {@(q) (Aq + a) — ©(4)} Be Pq + ao (q) Aq Ma (By Bug + B_¢ Ba). 


q 


In (4.4) H, and Hy, represent the expressions (4.3) and (4. 2) respectively, 
transformed to the new amplitudes. 
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n order to write down the compensation and renormalization conditions it 
s convenient to introduce the more compact ‘‘time-dependent”’ formulation 
f the basic expressions, which is quite analogous to the one used in quantum 
ield theory. For this purpose note that in terms of the ““S-matrix”’ 


Sa {exp (—i f mast us| 


=i90 


she sum 


1 
R(E) = 3) Rm(£).= Hine + Hint s—pp Aint + --- 


m>1 EH = Ay 
Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. 
Fig. 8. Fig. 9. 


can be represented as an eigenvalue 
R(E£) Cz = RCz 


of the energy operator R 
0 
i = Aint Snares {Hin (0) exp ( a i 1a bens (t) a] (4.5) 


Here Hint (t) is the interaction Hamiltonian in the interaction picture 
Hing (t\s==165 2 Aint OkE ie 


Let us consider now the compensation and renormalization conditions. The 
compensation conditions imply the vanishing of the sums of terms corres- 
ponding to graphs with two external outgoing electron lines (fig. 5) and two 
external outgoing phonon lines (fig. 6). 

The equations for determining U, é(k) and @(q) represent the conditions 
for the vanishing of the contributions from electron self-energy graphs 
(fig. 7), phonon self-energy graphs (fig. 8) and vacuum graphs (fig. 9). 

In figs. 5—9 the circle designates strongly connected graphs which cannot 
be represented as two parts linked by one or two fermion lines or by one or 
two boson lines. 

45* 
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; Selves Mas {| 
In terms of R the compensation and renormalization conditions can || 
written as 


(Op, Meo RD, = 0 (4; 

<B-q Bq De = 9 (4; 

(apy RB atoy, = 0 (4.| 

<By BR Ba>. = 0 (4. 

<R>, = 0. (4.1 | 

The subscript ‘‘c” indicates that here we deal only with terms correspondit 


to the above mentioned strongly connected graphs. Eqs. (4.6)—(4.10) mé 
be written in a clearer form in terms of functional derivatives of R wii 
respect to Fermi and Bose operators in the interaction picture 


Oey (t) = oy, eM, af, (t) = af, eF8")!  (y = 0,1) 

Ba(t) =Beto@et, Bre’) = BF e'oimr’, 
Performing in Eqs. (4.6)—(4.9) the commutations of «, at, 8, 6+ with R, 4 
are led to expressions containing second order functional derivatives of | 
Taking into account the condition of strong connection, one can perfo i) 


explicitly the functional differentiation of the terms H’ (0) and H’’ (0) in tl 
Hamiltonian Hin; (0) = Hint. Eqs. (4.6)—(4.10) are thus replaced by: | 


ae OR’ awe ié(k)(t +0’) ws | 
2(E (kK) — A) uy % OG rear Taian >, e dtdt’ =0 (4.1) 


2p’ i} 
(Q) Ag Ma + i qe Bs \\ sme+ey drat =0 (4.19 


(t) dBa(t’ WAP 
3 i 
(B (ke) — 4) (uf — 28) — 20) — Loe ei NU-0) at dt = 


(4.11) 
@ (q) (Ag + Hq) — &(Q) oo Sener aaee ae >! eft— dtd =O (4.11) 
2S (E(k) — Ave + Solg)ug—-U+<R),=0. (4.1 

: : : 


0 
Here R = raleze (0) =m Ayn (0)) otf Hint (0 a 


6/00 is the right functional derivative, 6/dat — the left functional derivativ4 
which anticommute with each other and with a, at. 


4.3. The final form of the compensation equation for electron graphs 


Here we shall simplify the basic compensation equation: (4, 11). First of a 


let us make the transition from the «-representation to the ctoprecentat 4 
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in the functional derivatives 


ry) 6 6 6 ) 6 


Bani  éah)  6ay Wi doi tout go) 'da,,.() 


In the limiting case, when wu, v take their limiting values (2.24) the operators 
a* (t), a(t) introduced here may be written as in the form 


Ay, a(t) = Agx e *F(h)! 
Qko(t) = af, ef@ He for k>kp 
(4.16) 
Op, (t) = + a'ty, = elf llot 
g(t) = + aT: e ‘i Meiic 
ay, + (t) SS + Q'_ x, = e- té(k)t 


where a*’ a’ are the creation and annihilation operators for holes inside the 
Fermi sphere. In fact we have introduced here another representation for the 
electron operators which we call the a’-representation. 

We obtain 


r <> 
2[ E(k) — A] up e% + mrs | dt dt! et@@e+e) i eesaneca 
bax, + 


(1) daz, 4) 7, 
Eh 9 Mahe iE RC Py DNee) o 
data) salen yey 
é , 62R’ 
Pe WEL A AY ACh ogi ee 5 bose aoe 
[ a dt’ e 1 ee emir 


. O?R’ cee St 
fore Creat Gt (4.17) 


Now we can use the assumption that the width of the energy layer in which 
u, v strongly differ from their normal values (2.24) is very small and retain 
in (4.17) only the main terms. 

In the left hand side this procedure replaces the expectation values of the 
second functional derivatives over C,, by expectation values over Co, the 
Fermi sphere state. 

The application of such a procedure to the right hand side would turn it 
into zero. Therefore it is necessary to make a preliminary transformation of 
the coefficients of u?, v? in order to separate a small parameter of the order 
of magnitude of the product wv. This transformation can be performed by 
means of a procedure well known in quantum field theory under the name 
of the “generalized Wick theorem”’ (cf. [17], § 34.2), using the following 
formula for the chronological contraction 


4 —t&(k’) |e—v' ) 
yl) oxy) = CLay,4 (0) ane (Co uy te eel, (4:18) 
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Taking into account that uz and vz differ from their limiting values (2.24) 
only 1 in the neighbourhood of the Fermi surface we can write down Eq. (4.17) 
in the form 


2 E (Ie) uy Uy = (wk — VF) 2 Up Oy Q(k, k’) (4.19) 


On 
k) = det ees i& (ky) (v if 
E(k) = E(k) — A yf aa etek) yl aC yee 
Oris 
+ Gey (5 jae aM nee 
O'R 
i Greer aaa 


ef(kyc+e)— ie) e—v1 dt dt’ drdt’ for k>k 
Q(k, k’) = amon 5) 


O*R 
Tan 4 (t) dat y,— (t') dag, Saga 


ete (ky (t+) — ie (')|t—z'| dt di’ dt dt’ for k< kp. 


The subscript “0” means that the expectation values are taken in the state C9. 
We also recall that, according to the sense of the limiting process, the func- 
tionals R and R’ depend here on the Hamiltonians in the a’-representation. 
For example 


at 
Ayn a > -9(9) he As On’ s(Bg + B-q) (Ag + H-a): (4.22) 

Introducing a new unknown function 
= 2 Up Ve Q(k, k’) (4.23) 


with due account of Eq. (2.21), one can write-(4.19) in the form (2.22): 


1 C(k’) 
Lda kk 
2 2 0 VC2(k’) + &(k') 


(4.24) 


Before studying carefully the effect of Coulomb interaction on Q and &, let 


us establish the connection between the ground-state and one electron || 


excitation energies with the solution of (4.24) for the case under consideration. 


4.4. The Ground State Energy and the Energy of One-Permion Excitations 


The ground state energy must be determined from the vacium renormali- || 
zation equation (4.15). Using twice the “generalized Wick theorem”, taking 
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into account (4.18) and 


Sr TE vee ET) > t 
az, + (t) an, + (t') = 2 uze-isW—-) gt s2°) 
ae eae = 
af, + (t) at, (t’) = uy vg e 12) tC (4.26) 
and going over to the a’-representation, we obtain 
ee a (E(k) — A) o% + 2) o(8) He a 
0? R’ BS fe 
— Dv e Ue e—t) dt dt! 
x 4 ize \ 6 ais (t) ) day 5(t' Pie a 
ct 
OR’ te 
Se ae e (KC —D dt dt’ 
a i jae \ 6 aks (t) ) day. (t' ap if 
U>t 
+ DS) Uy Uy Uy vw | aeae Ged Ot Niet se Oe) leas 
ee. 
OR 
(4.27) 


a \ 64, 4 (Hdat z, — (t’) day,4 (t) da_x, — (t’) 


For u and v differing from their normal values this formula represents the 
energy of the superconducting ground state U,. For uz, =O, (k), v, = Op(k) 
Eq. (4.27) describes the energy of the normal ground state U,. 

Taking into account the identity 


z — Op(k) = — [wi — O(k)) = 


_ Ox) {, , EUR) | 
24 VC2(k pes k) + &(k) (Kk) 
which follows from (2.21), and Eqs. (4.20), (4.23), in the limit of small é(k), 


é(k’) (corresponding to the neighbourhood of the Fermi surface), the differ- 
ence U, — U, turns out to be 


{1 - £(k) =|- 
2 yeh) + B®) 


pte ne ee SSE E(k) 2 
ae = SP Vem — Ak {— is 
: pony es 19 se ( ae 
E(k) = \) 
Or(k ESSA (4.28) 
ti rth) (1 VC2(k) + &(k = | 


- Now we shall analyze the energy spectrum of one-Fermion excitations é(k) 
for the superconducting state. The renormalized energy é is determined by 
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Eq. (4.13). Carrying out the transformation from the a-representation to the; 
a’ -representation in the functional derivatives in the last term of Eq. (4.13 } 
and using the “‘generalized Wick theorem”, one can express é as the sum off 


three terms 


E(k) = ug e,(k) + vi €o(K) + Uy Vy & (A). (4.29)} 
In the neighbourhood of the Fermi surface, where é is small, we have | 
€,(k) = — &(k) = &(k) 
and by Kgs. (4.21), (4.23) and (2.21) 


Up Vy Eg(K) = 2uy_ vy DY O(K, ke’) uy MY = rated 
Me Eg) = Ae Me , we = Gee) + A(R) 


Note that on the Fermi surface itself, where uz= v% — 1/2 and (kp) is equal] 
to zero, we obtain from (4.29) | 


é (tp) = O (ke). | 


Thus the one Fermion excitation energy is separated from the ground state} 
energy by the gap C(kp) = A. | 


4.5. Transformation of the Kernel Q(k, k’) | 


j 


We shall now take into account the fact that, as a consequence of the} 
compensation of graphs in fig. 9 the functional R depends on g? only throught 
the small parameter g? @/Ey. Hence the r.h.s. of Eqs. (4.20), (4.21) can b 
expanded in powers of g? and only the first two terms retained. It is more 
convenient to expand R. The first term of its expansion, independent of g?,} 
will be denoted by R,. It has the form 


Rk, = T(H,(9) Se) (4.30)} 
where 
0 
—i f He(t)dt 
Sas i ib (4.31)} 


The second term Rp, proportional to g?, can be represented as 


Ry, = R, + By (4.32)| 
where | 


0 
R,=—iT (Hi (0 [ dt Hy(t) 3.) 


; | 
R, = (— t)? 1 (iH. [ dt Hyy(t) S 


= = oo 


0 eo z 
[at HWS) 
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Taking the expectation value in the phonon vacuum we obtain 


2 2 
Agar 9° (Q) © (Q) (Ag + Ma) 
; ‘ mate 2V 
VT=p/-p=q) . 
[ dt ef@o* 7 (ap, (0) ap4(0) afe(t) aro(t) So) 
— _ yw 97 (4) ©(Q) (Aq + My)? 
R, are oH QV 


0 
[ dt dt’ MU —9 1 (H,(0) ajre(t) ap, (t) af (t') ae(t’) Sp). 


== 80 


We can carry out another step in the simplification of the kernel Qn: Note 
that the maximal energy of phonons is small with respect to the Fermi 
energy. On the other hand, according to 
(4.19) only momenta k, k’ in the neighbour- 
hood of the Fermi surface, where é(k), &(k’) 
are also small, is essential. So the sum 

@(k — k’) + &(k) + é(k’) is small, and the . 
_ contributions to Q containing this sum in a 

deniminator are large. It is evident that such 

contributions correspond to graphs (fig. 10) 

which can be split into two parts by a vertical 

line, intersecting only two fermion lines (k), Fig. 10. 
| (k’) and one phonon line (k—k’). 

The circles J, and I, in fig. 10 stand for generalized vertices including 
Coulomb corrections to all orders. From the point of view of the “time- 
_ dependent representation” all vertices in I’, must be later in time than each 
_ of the vertices in I). 

_ Thus in the approximation under consideration, the kernel Q(k, k’) of Eq. 

(4.19) can be represented as a sum of two terms 


Q(k, k’) = Qc (k, k’) + Qpn(k, k’). (4.33) 


The first term Q, corresponds to pure Coulomb interaction (4.30), while the 
_main part of the second term, described by the graphs of fig. 10 may be 
represented as follows 


CAV UAC DN Sara AUDA Sue Rony omer 


Ayn (k, k') = @(q) + &(k) + é(k’) V 


A is a product of factors arising from the generalized vertices IT, and I). 
In the limit of switching of the Coulomb interaction we have A = 1. In 
general 


me ACG IN ay yy P.. ee 
ViG(q) + ee) Hacey) oe Me + Ne) Pe (4.35) 
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The quantity P, corresponds to I,. It equals 


0 


; Tee SAE POA eerie 6?R_, (0) } 
Pies dt dt’ dé 400 (q) + ité (kk) + it’ E(k’) q ; 4.36 | 
; ; i ; < iaizationceat >, 


—co 


where 


1 
R_,(9) = T (H,(9) Se), H(t) = Vv 2 tas Ap s(t). 


The functions M and N correspond to the vertex I, for R, and Rp. It can bo 
shown that they have the form 


0 


id P 6? R_,(0) | 

Max dtd " 4.37, 

‘ | a Cre | 
a $[He(0) By (A) | 

pls (Sey , Cc 0) q ‘ 
eetinnt | ae e Oarkz, + (t) 60.0, +(7) n | 


—oco 


4.6. The determination of 2 + wand @ 
We shall now determine the sum A + yu from the condition of compensatia} 


(4.12) for the phonon graphs represented in fig. 6. Performing the function 
differentiation and neglecting all terms except those of the order g? we g 


20 (q) Aq Hg — 97(G) ©(Q) (Aq + Ha)? 2(G) = 0 (4.3! 


where 
0 | 
Z(q) = gy [ dbdt! fA Me+OS CT (He (0) aks(t) a(t) ato (#) aro(t) Se) | 


. 0 
7 + [dt eB (a! SCP (azs(0) ays (0) aio(t) aro (t) Se) o (4.4 


Solving Eq. (4.39) with respect to (A + u)*, we find 
(Aq + Ma)? = (1 — 297(g) Z(Q))*- (4.4) 


Consider now Eq. (4.14) for the renormalized phonon energy @. Carryil 
out a similiar transformation, we get | 


o (Q) (Ag + Mag) — (9) — &(4) 97(4) Aq + ma) X(q) = 0 (44 
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where 


1 i 
Y(q) = yf at at ko @O-) S TH, (0) afy(t) ay(t’) ato(t’) arro(t") S)>o + 
= 


+ ap] db(ee@! + e 4S) S(T (ag, (0) ay-(0) af,(+-) ave (t) So)>o- 
(4.43) 
Solving Kq. (4.42) with respect to @ with due account of (4.41), we find 


1 — g°(q) {Y(q) + Z(q)} 
V1 — 292(q) Z(g) 


@(q) = w(q). (4.44) 


4.7. The connection with a model problem 


Now we shall show that Z(q), Y(q), (A + “4)?, © as well as A in Eq. (4.34) 
can be approximately expressed in terms of the solution of a model problem. 
Consider the model system, described by the Hamiltonian 


H = Hy+ Hint, A, = >; E(k) djs dys + SS E(k) ays Ais 


k>kp,s k<kp,s 
(4.45) 
Hing = He + y2v 2 (i+¢,s Aes + Obs Ak+g,s)- | 
8 


Here H, is the Hamiltonian of the Coulomb interaction in the form (4.3), 
and 6 a small parameter. The ground state energy U of this system can be 
expanded in powers of 6 


= U,+ UG +... (4.46) 
and the coefficient U 4 has the form 
1 ‘ , rf 
Ul = — gy | dt dt! SP (He(0) abs a.o(t) axs(t) ato,0(t’) are(t’) So)>o — 
—t fa ECP ats 4s (0) a4 (0) oF got) elt) S6)>o (4.47) 
2 k,i,s,o 


Comparing Eqs. (4.40), (4.43) and (4.47) it follows that in the limit of small 
@, one has the identidy 


Z(q) = V(q)=—U4 | (4.48) 
as a consequence of which Eqs. (4.41), (4.44) become 
1 
(Ay + a4)? = —————— (4.49) 


V1 + 29(q) U3 
&(q) = V1 + 297(q) US H(q). (4.50) 


648 N. N. Bocoryusov, V. V. Totmacuov and D. V. SirKov 


Now we want to construct the quantities which from the point of view of i) 
the considered model, correspond to M, N and P in Kq. (4.35). 
Consider the matrix elements 


Va = (Gat, + Rak, 20 (4.51) || 

Wa = (Asn, 458° 0 AL, 40 (4.52) | 

S ‘4 which correspond to the graph of fig. 11. i) 
Fig. 11. These matrix elements can be expanded in powers of 6 | 
Vo= 606 t+, Wo = Swot °° (4.53) | 


The coefficients v,, W, have the form 


V6 = (gto T ([Hq(0) ap H,(0] Se) asz’.or0 am. 


ee, as 
—i< gre { He(0) T((Hq(0) + H-(6)] So) azx,0 7 46’ = 2(Ma + No) 
ae fo 


We = — 4 [ CdoroT ({Hq(8) +H-9(6)} Sc) 404,070 = 
&(k) + &(k') + (kK —F’) p 
&(k) + é(k’) 3 
Substituting these coefficients into (4.34), (4.35) one obtains 
Vg Da 
Q n(Kk k’) = g*(q) w (q) (Aq zis [q)” = ss : 
Neha &(q) +e) + eh’) 4 
The expression @, introduced here 
Bo = (E(k) + &(k')) wo | 
is in fact independent of &(k) + &(k’). | 
By Eqs. (4.49) and (4.50) Qpn can be rewritten in the form | 
s 2 > 9eMa | | 
’ g° (9) @ (q) o | 
kk) == = —; : 4.55)} 
Omi) = Slay + ek) tee) 4 a 


where g — is the renormalized value of g 


aa Z 


° 9(Q) 
fia 
Vi + 292(q) UF 


§5. Qualitative drescription of the effects of the CouLoMsB interaction’) 


5.1. Approximate determination of the renormalized @ and g 


In subsection 4.7 we have reduced the problem of the determination 0} 
A+ pu, 6, Qpr to the solution of a model problem with the Hamiltonian} 


1) This Section is based on the investigations carried out by N..N. Bocoty uBOV (§§ 5. : 
5.2) and V. V. Totmacuov (§8§ 5.3, 5.4). we Neg 


i 
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containing only the “kinetic energy”, the energy of the Coulomb inter- 
action and a term describing the interaction with a weak external field. 
Here we shall estimate the quantities 2+ wu, @, ... in the approximation 
of a “strongly compressed”’ electron gas, where the Coulomb energy can be 
considered as small as compared with the kinetic energy. 

It is well known, that in problems with Coulomb interaction one cannot 
use direct expansions in powers of e?, as these contain divergences in the 
region of small momenta and leads to a situation similar to the ‘infrared 
catastrophe” in quantum field theory. 

The procedure for correcting such expansions became completely clear 
due to the results of GELL-MANN, BRUECKNER and SAwaDa [13]. It 
follows from their paper, that in order to improve the lowest order approxi- 
mation (with respect to e?) one has to sum over the graphs composed of 
complexes particle — hole mentioned in § 3. Now we follow this procedure, 
giving it, for convenience, the form of an approximate second quantization. 


First of all we introduce by means of the canonical transformation (2.4) 
the Fermi amplitudes for the particles and holes with trivial values of the 
parameters wu, v: 


Up = Og(k), m= Op(k). (5.1) 


The representation (2.4), (5.1) is in fact the a’ — representation (4.16), in 
which all previous results were obtained. 
Consider now the Fourier components of the space density of electrons 


0(q) ae Gi+¢,s%x,s (q +0). 


Transform them into the a’-representation and retain in the resulting expres- 
sion only these terms which do not vanish after their operating either from 
the left or from the right on the “‘vacuum state’’ Cy, or C, respectively 


CG, =.0, a,0, = 0 +(v5=—.0,1) 
Then we obtain approximately 


0(q) = De (M (k, k + q) Ot+-9,0 Ob} + M(k, k — Q) %r, 1% —g,0) 
k 


where 
M (k, q) = Ung + Ugre- 


According to the rules of the approximate second quantization method, 
we replace the products of Fermi amplitudes by Bose amplitudes 


OE +, 0%, 1 ia Bo (kK), Ok,1 Or—¢,0 > B_q(k) 
and obtain 


0(¢q) => Uk, k + @) By (k) + > M(k, k — q) B_,(k). 


The substitution of this expression in the Coulomb interaction energy 
ane? e(4)e(9) 


H. = 
i 2V (@.¢+0) lq|? 
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yields 
He = eS ag (EU + a) AER, Wg) Bal) BUR) + 
(Bee) 
on + M (kk — q) M(m’, B+ 9) B-o(B) Lg + 
+ M(k,k + q) M(k’, k’ + q) By (k) By (k’) 
" 4+ M(k,k — q(M(k', k'— q) Bra (k’) B-q ae 


In the same way, in this approximation, the interaction term with @ 
“‘classical field”’ in (4.45) becomes 


ve aie At 


As shown in Sec. 3, in order to obtain the correct energy denominators wel 
must take for the self energy the following expression 


> {é(k) + é(k + 9)} Br (k) By (k) 


kyq 


Thus the complete Hamiltonian of the problem under consideration, is in| 
the method of approximate second quantization, 


H = & 18( E(k) + &(k + q)} By (k) By (hk) + 


27 e? ; arth 
> a (Mk k + q) M(k', k — p) Bp (k) Bip (k’) + 
Vato [9| 


4+ M(k, k + q) M(k’, k' — q) Ba(k) B-g(k’) + 2M(K,k +q) M(k',k' +q 
6 

Bi (k) Ba(B')} + sap (MUR, + p) (B3(B) + Bo (B)) + : 

+ M(k, k — p) (Bt p(k) + B-p(k))}. (5.2)} 


We see that this Hamiltonian consists of a quadratic form of Bose ampli;} 
tudes and a linear form proportional to 6. 

In order to evaluate the effect of this linear form on the shift of the ground 
state energy level and to calculate U2, one can use the well known method} 
of translation of the Bose amplitudes 


Bq (k) > By(k) + Ca(k), By (k) > Br (k) + Cr(k), @ ="+P 


where C and C* are c — numbers to be determined from the condition of the 
vanishing of the linear forms i 


OH OH 
ii 29 Bs ag 
OB, Ope ! maw oo 


erecta ne —— ane = 
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Explicitly these conditions are 


{é (Ie) + &(k + q)} C,(k) + ris 2M(k,k +q) X(q) + 
{é (Ke) + &(k + q)} C%g(k) + oer 2 if (k, k — @) X (q) + 
é 
+ eM (k,k — q) =0 


where 


= >) {M(k,k + q) C,(k) + M(k, k — q) C*,(k)}. 


k 


These condition yield for X the expression 


F 
X(q) = eee veces (5.3) 
Seek 
where 
Soon: M*(k, k + q) M*(k, k — q) 


e l|é(k) +é(k+q) E(k) + é(k —Q)]° 


Note here, that in the first approximation with respect to 6 the energy 
shift equals 


AU = 20 2 {M(k, k + p) ie + Cp(k)) + 
+ M(k, k — p) (C2p(k)+ C_p(k))} = a X(p) + X(—p)). 
By (5.3) this expressions can be written in the form 
oF F(p) 


AU = — 
2 4 
1+ Tae F(p) 


The quantity F(q) may be reduced to the form 
2 M?(k, k + q) 4 Oc (k) On (k’) 
F = Lee Coy Seen oe i (a ee 
= 7 2 sk) LER + @) V wtk=q E(k) — E(k’) 


here E(k) is the energy of the electron elementary exitation with respect to 
the Fermi:surface, so that 


(5.4) 


&(k) = |E(k) — EBp|. 
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Comparing Kags. (4.46) and (5.4) we obtain 


seta ee LR 5.5) 
E 1+ oa F(p) 


Ue = — 


Substituting (5.5) into Eqs. (4.50) and (4.56) we obtain 


2 F "Ie | 

&(q) = o(q) [1- Se (5.6) | 

iia dees | 

| 

: F —h | 

g(a) = oq) [1 - Se (5.7) | 
oe Tale F(q) 


Comparing (5.6) and (5.7) with the corresponding expressions from 2.3 it | 
follows that for small qg the Coulomb forces practically destroy the renor-) | 
malization. 


5.2. Discussion of the properties of Q, and Qpn 


Now let us turn to the quantities Q, [Eqs. (4.21), (4.33)] and v, @ in Qon 
[Eq. (4.55)]. One could carry out an approximate analysis of these quantities} 
in order to obtain their properties in the region of the “infrared Coulomb cata- | 
strophe”, where the Coulomb interaction is not small. However, inasmuch |} 
as such an investigation may give only a qualitative picture and as the) 
correct analysis is much more complicated (such a correct analysis is now} 
being carried out), we shall not undertake here such an investigation, and. 
limit ourselves to a qualitative discussion of the properties of Q, and Qpn. 
Note, for this, that the main result of the preceding subsection 5.1 consists} 
of the fact, that the Coulomb radiative corrections are summed as a geo-|} 
metric progression yielding a formula of the type (5.5). This result is not an)}j 
accidental consequence of the approximative second quantization method|| 
used, but follows from the general structure of the Coulomb interaction.) 
Another well known consequence of this general structure is the property of] 
Coulomb screening. So we can state that, taking into account all Coulomb) 
corrections to a given vertex of the graph describing the electron scattering 
with momentum transfer q, leads to a factor of the form 


1 : 
ad eel (5.8) 
1% are | 


with ®(q) > 0. 
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Just the same factor occurs in the Eq. (5.5). It is also clear that inserting 
(5.8) into the usual Coulomb vertex 47e?/V|q|?, one obtains the screening 


4 me? 
4 me? 1 V 
Vii? ‘ Cae ee lqi?+ 4 e2®(q)" (5.8) 


At the same time the appearance of the factor (5.8) in a non-Coulomb 
vertex (for instance in a phonon vertex) yields a cut-off effect for small 
lq|? (Cf. (5.6), (5.7)]. 

Now turn to the Q,, Qm. In the lowest order with respect to e2 the function 
Q. reduces to the usual Coulomb vertex. Thus the complete expression for 
Q, is finite for small |q|? as a consequence of the screening effect. The 
main part of Q,, to the first order, corresponds to the usual phonon vertices. 
So the complete expression for Qp, must vanish for q = 0. 


5.3. General Properties of the Fundamental Compensation Equation 


Consider, in conclusion, the compensation equation in the form (4.24) in the 
simple case of radial symmetry. In this case one can reduce this equation 
to the one-dimensional form, taking as the new independent variable 


(G; if 
o(g) = z/[ reece (5.10) 
with el 
1 d\k 
ne) = aa (aig) 
and 


Q(6.£) = Z [O(\RL, [he) de. 


For the analysis of this equation near the Fermi surface we replace C?(&) 
under the square root in the denominator by the constant dA? = C?(0). 
Such a simplification is correct from an asymptotical point of view, as 
for very small € the approximation 
VEr+ CUE) ~ Ve? + A? 
is quite good. 
Thus we obtain the “quasilinear” equation 
1 C(é') 
()=5 fe ) nO) a 
(Oya (5.12) 


As was shown in subsection 4.5, the kernel Q consists.of the pure Coulomb 
part Q, and the phonon part Opn 
Q a Qc 4p Qph- 
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It follows from subsection 5.2 that Q, may be approximately represented || 
in the form (5.9), corresponding to a screened Coulomb interaction. Accord- | 
ing to (4.55) the term Qp, is essential only in the neighbourhood of the Fermi 
surface for |&| << @. 

Consider now the following auxiliary integral equation with the kernel 
proportional to Q 


u(&') dé’ 


1 i / , pas | 
Ute) — | Go(E, €) (8) ea ae = f(&) (5.13) | 
and introduce the corresponding resolvent G4 
i 
u(é) = f(§) — = | 6 (&, &") f(6") dé". (5.14) 


Due to the singularity of the kernel of Eq. (5.13) for 4 = 0, the resolvent 
G, has also the same singularity and can be represented as follows 


z(€) | 
Ga(é, £’) = G5" (é, &’) + ——=— for &’>0 (5.15))} 
, , oF | 
z(&) is the solution of the equation 

2(&') 
Vert a 
Now note that Eq. (5.11) may be reduced to the form (5.13) with the aid off 


the substitution | 


u(é) = 08) 
(8) => ie Om (E, #) 0(é) 


z(&) — z | ee &') n(&) dé’ = — Q,(E, 0) n(0). (5.16) 


bisns aa 
Veta 
So, taking into account Eqs. (5.14), (5.15) one has 


1 1 
ce) => / {eon(é f)— > ih GE (E, £”) Qn (E", &) de”— 


be CLAUS. C(é’) 
- Fl Oya (65 £') de" bn) 
2 | Vaatedlay waeeae OTR 
As was noticed, the function Qpn is important only in a small neighbourhood) | 
of the Fermi surface where both its arguments are very small. Hence the} 
integral term 


dé’. 


[G28 (EE) Opn (E's &) a8" 


is small and may be omitted. For the same reasons one must replace n(é’)N 
and z(é) by their values on the Fermi surface n(0) and 2(0). So we obtai 4 


eta) »#(0) (Ones ©) aGielluna opadntaleois ieee 
C(é) = 5) | {ome 2 VFey a dé {no sigs a 
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The analysis of (5.17) can be carried through by means of the asymptotic 
method from sec. 2. However, for the sake of simplicity, we use here a more 
crude version, replacing Qpn(é’’, é’) by the constant value Qn (0, 0) inside 
some region |&| < @ and by zero outside this region. 

With due account of @/4 > I, it yields 


20) Cle) 


7 Tee for |é|<@ (5.18) 


C(é) =+ [| —2(0)In 


where 
2 = Qn (0, 0) 2 (0). 
It follows from (5.18) 


C(é) =A for —®<~E<@ 
A is to be determined from the equation 
@ 20 


1 =o(1 — 2(0)In af) mn (5.19) 


So one can see that the Coulomb interaction changes the effective para- 
meter 0 


oe (1 — 2(0) n=) 


where z(0) is determined from (5.16) 


- For the crude estimation of the value z(0) replace the function — Q,(é, &’) 


n(&’) in (5.16) by its average value 


47 e? 


Comme o me 3 ke ~ kp 
c 


_ inside the region |é | < Ev a ~ Ey and by zero outside. 


Under this condition the equation (5.19) has the following simple solution 


(for Ep> A) 


1 + @-ln ee 


_ Substitution of this value into Eq. (5.19) yields 


mn 22 
QO ~ ) 
py ren eoes an a (5.20) 
2Ep A 
1+ @, In 7s 


5.4, A Criterion for Superconductivity 


As was shown, the Coulomb interaction effectively reduces the parameter 0 
and thus counteracts the appearance of the superconducting state. The 
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superconducting state can not exist for arbitrarily small 9. The criterion for} 
the existence of supercondictivity has the form 


o> ae (5.21) 
er Oc In (| 
(63) 


Note here that in the theory of BCS [5], in place of Eqs. (5.20), (5.21) ond 
obtains the formula 


20 


0 > Oc 


In our theory the effect of the Coulomb interaction, counteracting the} 
appearance of superconductivity, is essentially reduced by the “‘large 
logarithm” In (Ep/). | 
Note also that in the case when | 
y 
) 


ts CS 


1 + o,In (2 


the kernel Q = Q,.+ Qpn may be negative everywhere but the super:| 
conducting state exist. | 
Thus the negative sign of Q is not sufficient for the absence of superconduc4 
tivity in contradiction to the basic statement of the theory of BCS. 
The above qualitative considerations may certainly be surely refined on the 
basis of Eqs (5.16) and (5.17). However completely convincing quantitive 
results may be expected only on the basis of explicitly taking into accoun 
the crystalline structure of the metal (this is now under investigation). 


| 


§ 6. Fermi systems with weak interaction’) 


6.1. The Formulation of the Bardeen-Cooper-Schrieffer Theory 
In the preceding sections we considered the electron-phonon interaction onl | 
by means of Frdhlich’s Hamiltonian. However, the principal results of thi 
treatment with Fréhlich’s Hamiltonian might have been obtained by operati 
ing with a model Hamiltonian from which the phonons are eliminated. | 
So, BARDEEN, COOPER, SCHRIEFFER [5], in agreement with the earlie} 
results of BARDEEN and PINES [18], start directly from a Hamiltonian it} 
which the interaction between electrons and phonons is replaced by a dire 


~ 
baie. 


1) This section is based on investigations carried out by V. V. TOLMACHOV. : 
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electron-electron interaction. In terms of our notations their original Hamil- 


tonian is 
H aes E(k) ag; ay, + H’ 
ne 
where 
1 2(ki — k,) w?(k; — ky) 
es grey 1 1 1 La OR ad 
qe nee eS ee) SR 


Atha +h 
(6.1) 


BARDEEN, COOPER and SCHRIEFFER carried out a further simplification of 
this Hamiltonian. As a fundamental approximation they omitted in Eq. (6.1) 
all the terms, which lead to the destruction of a pair of particles with opposite 
momenta + k and spins + 1/2. The Hamiltonian thus obtained is: 


Cee Ue 
V ee ot(k — ’) — (E(k) — ER)? 


, 
ass nF 
peg = — a _k’,— %-k,- aK, + Wy, +: (6.2) 


The treatment of the Hamiltonian (6.2) by means of a variational principle 
forms the essential part of the quoted paper. 

The consistency of the choice of the original Hamiltonian (6.2) as well as 
the correctness of the approximation (6.2) is insufficiently investigated in 
the mentioned paper. In the present section we shall show that, as long as 
one deals with the energy of the ground state or the Fermi branch of the 
elementary excitation spectrum, such a reduction of Fréhlich’s Hamiltonian 
to a model of the type (6.2) is in fact valid. According to our calculations, 
however, the model Hamiltonian is to be chosen in a slightly different way, 
namely 


a_y,— a _k, — Oj + OK, ++ 


(6.3) 


eS g2(k’ — k) o(k’ — k) 
red = 7 @ (—B’) + | E(k’) — Er| +| 2 (k) — Be 


Matters are much more involved, when the special Boson branch of the 
elementary excitations spectrum of FROHLICH’s Hamiltonian, connected 
with the collective effects of the electron-phonon interaction is investigated. 
For it the mentioned reduction no longer occurs..More exactly, in this case 
we can still use a Hamiltonian of the type (6.1), but the Bardeen-Cooper- 
Schrieffer approximation, which leads us to Hamiltonians of types (6.2) or 
(6.3) is no longer applicable. 

The fact that the phonon operators may be excluded from the Frohlich 
Hamiltonian is not astonishing. Indeed, by means of Feynman’s procedure, 
well known in Quantum Field Theory, we can always carry out a functional 
integration over the virtual phonons and arrive at a fourthorder form in the 
Fermi amplitudes of electron states. Such a fourth-order form, however, 
would be non-local, since it would contain another time integration. Phy- 
sically this means that the fourth-order form would automatically include 
retardation effects of the electron-phonon interaction. 
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A Hamiltonian with electron-electron interaction of the type (6.1) is onl i 
an approximation to the mentioned fourth-order form including the retardat; 
ion effects, when the latter are neglected. From the point of view of energe: 
tical relations this means that one may use the local Hamiltonian only for 
the calculation of excitation energies, small compared with the average 
energy of the interaction-transmitting agent. 
Exactly such a situation arises in the calculation of the energy of the super} 
conducting ground state. As established in the preceding sections, in this: 
case the difference between the energies of the normal and the superconduct-} 
ing states is small compared with the average energy of a phonon!). Whe 
calculating the Fermi branch of elementary excitations one also may neglect 
the effects of retardation. Indeed, in the preceding sections we found that 
the influence of the interaction on this branch is limited to energies much 
smaller than the average energy of a phonon. At higher energies the Fermi 
branch turns into the usual Fermi excitations of an ideal gas. Thus, for the 
evaluation of the influence of interaction on the Fermi branch of the spectrum 
it may be admitted that phonons possess infinite energies and therefore the} 
effects of retardation may be neglected. | 
The retardation effects also have no influence on the special Boson branch} 
_ of Fréhlich’s Hamiltonian, since all the Boson excitations possess sufficiently, 
small energies, much less than the average phonon energies. i) 
So for the calculation of the energy of the ground state of the Fermi branch: 
and the special Bose branch of the spectrum of elementary excitations we} 
may replace Fréhlich’s Hamiltonian by one of the type (6.1) with a direct} 


' 


electron-electron interaction. We emphasize once more that here we speaky 
about the general form of a local four-field interaction and not about aj 
simplified one as (6.2) or (6.3). As for the latter simplified form, it does not! 
include collective interaction effects and does not exhibit the special Bose ¥ 
branch of elementary excitations. | 


6.2. The compensation equation 


/ 


In order to take into account this collective interaction we shall from the 


start consider the Hamiltonian 


| 
H = 3’ (E(k) — 2) ag, ag, + H’ (6.4) | 

k,s 
1 , , | 
HH’ = — OV pha pa ; J (ky, ky; ky, ky) Ok: «, Bhs, 8, OK: s, Te, sy | 
“ 81, 8% ky, kz, ky, ky | 


hy + ke = ky ae ky 


na 


where, as in the preceding sections, the parameter 4, introduced into the 
Hamiltonian plays the role of a chemical potential. Considering the potential || 


1) We are entitled to speak about the average energy of a phonon, since (as may be seen 
from a detailed consideration of FROHLIcH’s Hamiltonian) phonons of all possible || 
frequencies have the same importance in the effects of the electron-phonon interaction. || 
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f interaction of two particles as invariant with respect to a transposition of 
oth particles and also invariant under space reflections we obtain that 
I(k’,, k5; ky, ka) is a real function and has the properties: 

J (kj, ky; ky, ky) = J (ky, ky; ky, ke) 

J (Hej, 133 Boys Ie) = J (— Bei, — Beas — Fa, — a) 

J (Iki, B55 ey, By) = J (Hes, by Be, hy). 
Now as in the case of Fréhlich’s Hamiltonian we go over to new Fermi 
amplitudes by means of the same canonical transformation. In the present 
section it will be, however, convenient to write it in a somewhat different 
form : 

2 sks = We %k,-3 + 280, Oh.. Ue + ve = 1 Ug, Vz Teal 
(For comparison with the preceding sections we remark that ag, -1/, = “xo, 
Op, —1/, = Op1)- The transformed Hamiltonian will be 
H=U+4H,4+H'+H", 
where 
U =2 > (E(k) — A) 
i 


Hy = = (E(k) — A) (uk — vf) OF, 5 Ox, s 


1 
2V 81,82 hy, ks, ky, kee 
ky + ke= hit ke 


1 ky 


ot 
(tap, OF — 5, + 28q Vig OKs, 5) (Uae Us, 82 F 28. VE, Ob, s,) X 


H = J (28, ky, 28q kg; 28, ky, 289 ky) 


+ 
X (wry Oi, s, + 281 VK; Ops, s,) (Ue, Ok, —s + 281 My Obi, 85) 


H" = > (E(k) — A) 28 up Ve (8s We —s + Oe, -s Ok, 0) 
k,s 


Applying to this Hamiltonian the principle of compensation of ‘“‘dangerous”’ 
‘diagrams in order to forbid the creation of a pair of fermions aj, -y, OE, 1/, 
out of vacuum, we obtain the following equation for uz, Ve: 


4 2 (E(k) — A) us ve — CCF on,1), a4, -, H’ Coy = 0 (6.5) 
where C, is the vacuum amplitude with zero occupation numbers os Ms- 


“There will be no change in Eq. (6.5) if we transpose the spin indices +- 1/, and 
— 1/,, since the original Hamiltonian is invariant under this transformation. 


From (6.5) we obtain 
} 1 ’ ' 2 
: 2 E(k) uz ME = Tne aeeleaaeensay he BP Ve (UE — UE) (6.6) 
7 


where 
1 / / 
E(k) = E(B) — A ogi eB, k') (ug — ve). (6.7) 
ma 
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Introducing the new function 


Kq. (6.6) may be transformed into that for C(k) 


where 


Besides we obtain 


ingly 


This solution describes not the superfluid state but a normal one. Apax} 
from this trivial solution Eq. (6.8) can have another nontrivial solutior} 
which leads to the superfluid state. 
For simplicity we restrict ourselves to the consideration of the case of sphe 
rically symmetrical solutions of the equation (6.8). Then, replacing in thj 
latter the sum by an integral, we obtain | 


where 


As has been mentioned above, the equation (6.9) has nontrivial solutions fo 
certain K(k, k’). In order to write down the condition on K (k, k’) for thi 
existence of such a solution, we proceed as follows. Let the Kernel K (k, k’ 
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C(k) = oe J(k, — ksh’, — kh’) up oy 
k’ 


/ y C (k’) 
C(k) = 5 yh, sabiR ade Seay (6.4 
=~ VO) + Fb. 
ioe iS ereda 4 E(k) 
seater t= >| an 
C(k) 


‘ -|° E(k) <2 . -{' E(k) <A 
"11 E(k) >a 0 E(k) > 2. 


C(k’') k’? dk’ 
C(k) = [ K(k, k’ 4 
i fh RE oS ENTS OF 
aa 
K(k, k’) saa | J(k, —k;k', —k')d 


[ J(|kl,[e' |, Vik P+ [RP — 2[R[TR edt. (6.10 


= 


A New Method in the Theory of Superconductivity 661 


ary continuously from the form for which the nontrivial solution of the 
quation (6.9) is absent to that for which it is present. Because of the con- 
inuous dependence of the nontrivial solution on the form of the kernel, 
uring the change of the form of K(k, k’), the nontrivial solution must 
moothly depart from the trivial solution. Therefore it is sufficient to restrict 
ur attention to the following equation, instead of the old one (6.9): 


Oo ceed US) Cee 
d pe 
— | — | K(k, k’) kk? C(k’) | 1 k' — kp| dk’. 6.11 


fhe right hand side of this equation coincides asymptotically, for small C 
vith that of Kq. (6.9). 


ntroduce now a new function 


C (k) 
Br Oe) 
C (kp) In E’ (kr) 
[he inverse relation is 
1 
. E'(k — Fk 
C(k) = f(k) ep eee 


[he solution C(k) will be close to zero if f (kp) goes to zero through positive 
values. The equation for f (Kk) is 


| ZUr) (he) = 2K (Ie, he) = 

F 
_ [4 pO) ee ee ane} 2\k’ — k,| dk’. 6.12 
=| age [ERIE eae | ee — I (6.12) 
| as 


[t should be noted that the equation (6.12) is a linear integral equation. 
For a certain form of the kernel K (k, k’) the solution of Eq. (6.12) will be 
such that f (Kp) > 0. At the same time the nonlinear equation (6.9) will have 
a nontrivial solution. 

For another form of the kernel K (k, k’) the solution f(k) will be such that 
'(kp) <0 and Eq. (6.9) will have no nontrivial solution. Thus, the condition 
for the excistence of a nontrivial solution will be 


f(lep; K(k, k’)) > 0 (6.13) 


where the second argument denotes a functional dependence of on the 
kernel K (k, k’). An 

Notice that the criterion for superconductivity in presence of the Coulomb 
interaction, obtained in subsection 4.3, may be derived without difficulties 
from the condition (6.13). Let us discuss qualitatively, what is the form of 


1 


662 N. N. Bocorjusov, V. V. Totmacnov and D. V. Sirkov 


interaction K (k, k’) favouring the appearance of a nontrivial solution of t | 
equation (6.9). First, for positive and sufficiently small K (kp, kp) (correspon} 
ing to an attraction between electrons in the neighbourhood of the Fert| 
sphere) {(kp) will be also small and of the order of K (ky, ky), and cons 
quently, the second term in (6.12) will be of higher order of smallness | 
compared with the first. The system will be in the superfluid state. 
Another case when a nontrivial solution exists, is the case of an interactid 
which is localized on the Fermi sphere. In this case the second term of tj 
right hand side of (6.12) will contain a small parameter which represents tl) 
ratio between the length of localization of interaction and the radius of tl} 
Fermi sphere. The system turns out again to be superfluid. | 
Notice that the superfluidity may be proper to Fermi- systems with negatii 
kernels K (k’, k) corresponding to repulsive forces. It is only necessary thi 
there exists a domain in k-space where the kernel varies rapidly. Then | 
this domain the derivative which enters the integral term of the right hat 
side of (6.12) will be large, and the positive second integral term may exce¢ 
the negative first term. | 
Without considering in detail such nonregular interactions it should be notd| 


| 


that the superfluidity is chiefly proper to Fermi systems with predominany 
of attractive forces. In the microscopic theory o fthe superfluidity of Boy 
systems [7] it has been shown that for the appearance of superfluidity in sud 
systems the opposite situation, namely the predominance of repulsive force} 
is necessary. 1) 
Thus, the criteria for superfluidity of Bose- and Fermi systems exclude eat 
other. This circumstance is in a good agreement with the fact that a syste | 
like He, is not superfluid. Indeed, it is hard to believe that the intermol 
cular forces in Heg are essentially different from those in He,. The latti 
being a Bose system is superfluid. | 
Let us return now to the equation (6.11). For small C it has the followin) 
approximate solution 


C(k) =a 6.1] 


where 
| 2k K (he, kp) 
D E' (kp) 


1 pisé fee ED k'2 (k’ — kp) ea 
2 ‘ dk’ Ceres kp)/ kp | E(k’) — E(kz)| 


Ing = = 


In 2E’ (kp) |k’ — kp| dk’. (6.1) 


These formulae describe the solution of the nonlinear integral equation (6.1]| 
the better, the closer we are to the point of appearance of the nontriviif 
solution. From the direct consideration of Eqs. (6.14), (6.15) we see, that fi 
the asymptotic form of the superconductive solution only a comparativel | 
small part J (k, — k; k’, — k’) of the total form J (K,, Kee; hy Ie) i is essential 
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Thus, we should obtain exactly the same formulae, if in the equation (6.8) 
we put from the outset 


&(k) = VC?(k) + (E(k) — Ep)? (6.16) 


or, what is absolutely equivalent, if we started not from the Hamiltonian 
(6.4), but from the simplified one: 
; Lie}, 


ted = — V7 BET —k;k', — k’) aty,— a_z,- af, + ay, 4. (6.17) 


In addition, Eqs. (6.8), (6.16) completely coincide with the corresponding 
equations for Fréhlich’s Hamiltonian, if we put 


Reuteeps p(k — k') o(k —k’) 
mie, — Kh; hk, —~B)— sie —) + E(k) — E(kr)| + Ee) — (kr) 
(6.18) 


Thus the reduction of FROHLICH’s Hamiltonian to the simplified model 
Hamiltonian (6.17), (6.18) is justified with respect to the function C and the 
quantities connected with it. 

‘The above mentioned reduction may be carried out also for FROHLICH’s 
Hamiltonian with Coulomb interaction. Indeed, according to § 4.3 for that 
purpose it is only necessary to put 


a J(k, —k;k', —k’) = Q(k, F’). (6.19) 


‘A calculation of the ground state energy gives : 
Be klehard) Perm Gael Co) — 


1 
= 2 > (E(k) — A) % — 7 > J(k',k; k, k’) Vz UE! — 
P kk’ 


k+k’ 
se * J (k, a k; k’, a k’) UE VE UK’ Vi’ 
ot 


For the case of the Hamiltonian (6.17) this formula acquires a very simple 
form. It may be transformed into ) 


> {B(k) — Elke) — é(k)} 


k 


where &(k) is given by Eq. (6.16). For the difference between the energies of 
the normal and the superconducting states we obtain the following expression 


| BN — BY = > {&(k) — E(k) + E(ke)} 
; k 


which coincide with the analogous expression for FROHLICH’s Hamiltonian, 
given in § 2.3. There only remains to calculate the energy of the elementary 
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excitation of the Fermi branch of the spectrum. This may be carried out bj 
means of the following formula: \| 


Bg(k) = (E(k) — A) (uk — 0B) + (CE ons, H! at, Ce). (6.20 


For the calculation of the vacuum expectation value in this formula, on 
should keep in mind that a;,1), is not to be paired with aj,1,. Notice, further 
that if we replaced in Eq. (6.20) the spin index /, by — 1/, we would, certainly 
obtain the same result, because of the invariance of the Hamiltonian (6.4 
under such transformations. After some manipulations on (6.20) we find 


2 
E(k) = &(k) (ué — ve) + iy pet —k;k’, — RB’) uy vg Ug Ve 


and by the use of (6.9) this formula may be transformed into 


| 
i) 
| 
| 


E.(k) = é(k) (6.2 


Thus, the quantity é(k) we have introduced is} 
in fact, the energy of an elementary excitation} 
For the case of the Hamiltonian (6.17) Eq. (6.219 
may be written in the form: | 


EX(k) = V(EX(ke)P OR) (6.224 


Dy ter which is entirely analogous to the relation fof 
FROHLICH’s Hamiltonian in § 2.2. We hav} 


investigated (6.4) by means of the principle a] 


= aS compensation of ‘‘dangerous”’ graphs, restricting 


Fig. 12. Fig. 13. 


ourselves to the first order of perturbation theor 

and using this principle in the form (6.5). It ma} 

Fig. 14. be shown, however, that the taking into accoun} 

of higher orders of perturbations theory add} 

nothing new in principle to the equation for C (k). This situation was demony 
strated in detail in a paper by S. V. TJABLIKOV and one of the authors [19}} 


Indeed, to the second order the principle of compensation of ‘“‘dangerous} 
graphs acquires the form 


2(E(k) a A) UK VE — CCF OK,1/, %k,—1/s (H’ — H' fe H') Costin: (6.2 


The suffix “‘comp” denotes that besides the graphs of first order draw 
in Fig. 12, it is necessary to take care only of the second order graphs} 
Fig. 13. ' 
These describe the creation of four particles from the vacuum and the subj 
sequent turning of three particles into one. The second or graphs, of fig. 14] 
donotneed any special compensation, since, because of the stated compensatio 
rule, they will be automatically compensated by the third order graphs a} 
the same figure. : 
The equations (6.23) yield, restricting ourselves for simplicity, to the case a| 
a kernel J(k,, k,; kj, k5) localized and constant in theneighbourhood al 

Se, ¢ ss ae | 
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Fermi-shell: 


2! E(k) (7 y {ti, Ve, — (te, Y,) (ey Pey)} (ie, — MH) yy 


| V) onftn — (E(R) # EC] + JE (ee)] + [E (4s)| 
kz—k +h =k 


e /.2 ot J J Up, Vk, {(Uhie, Vy) (Wis Veg) — Whe PE,} 
Dy zm (7) “aay [ECO] -+ TED] +16] +18) 


ve 1k = 


where ¢(k) = E(k) — E(kp). 

Hence the corrective terms with J? are in fact somewhat smaller since they 
contain the products wv with the same index. The latter lead to an exponent- 
ially small contribution and, as may be seen, do not change the asymptotic 
quantities obtained above. 


6.3. Collective excitations. The influence of Coulomb interaction 


Let us proceed now to the investigation of the collective branch of the Hamil- 
tonian (6.4). Considerations analogous to those of subsection 3.2 for the 
collective branch of FROHLICH’s Hamiltonian point to the necessity of diago- 
nalizing the quadratic form 


P= 3 {8(k + p) + (h)} Be () Bole) + i (6.24) 
where S 
| 1 
I” = 3) Bh R) By(k') Ap(k. BW) + > Bolle) B-p(h’) Bol, BY + 
k,k’,p k,k’,p 
k+k’ k+k’ 
4 5. p(k) HEU) Bp (ks, k’). (6.25) 
ale 


‘In turn the coefficients A,(k,k’) and B,(k, k’) are connected with the 
‘matrix elements of the original Hamiltonian by means of the relations: 


A,(k, k’) = LC¥ on On + po H’ ob + pose Cy» 
B,(k, k’) = <Cyorr Op’ — pote or + po’ Cy» (6.26) 


for which, explicit expressions may be obtained in the same way as in 
subsection 3.2. 

“In the case of a Fermi gas with weak attraction we have in fact the same 
' situation as in Sec. 3. Repeating almost literally the considerations of that 
section we may prove the existence of collective excitations of different 
kinds, longitudinal as well as transversal. 

In the present section we shall discuss the influence of the Coulomb inter- 
action between electrons on the collective excitations, investigated in the 
subsections 3.3, 3.4 for FROHLICH’s Hamiltonian. In order to get a least a 
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rough idea about the situation, we restrict ourselves to the consideration 0 
the Hamiltonian: 


H = > (E(k) — A) ai,ax,+ H’ 
k,s 


{— J (ky, k;) aise (| Ry a k,|)} Oke sy ke 82 Ok: s, Qk, se 


(6.271 


the interaction J(k,k’) represents a direct attraction between electrons 
which appears from the electron-phonon interaction and is localized in thy 
neighbourhood of the Fermi surface. The interaction »(|k; — k,|) describe? 
the Coulomb repulsion between the electrons. 
Computing the matrix elements (6.26) for the Hamiltonian (6.27) we obtainy 


Aj (kf) = 


1 , if ' 
= {J (kh + pk + p) + o(|k'— k])} L(k, k’) Lk + p, kh’ + p) 


+ {—T(k, + p) + (|pl)} M(k', + p) Mk, + p) 
1 
B,(k, k') =, {— J(h', k’ — p) + »(|p|)} M(k,k + p) M(B’, k’ — p) 
1 | 
— +5 {-J(k, b= p) + 9(|k — k'|)} M (kk + p) M(k, kh’ — pl 


These expressions are quite complicated. We can, however, consider thet 
case of small p. In the terms which contain »(|p|) one may retain this} 
quantity only, since for small p the Coulomb »(|p|) has a strong singu4| 
larity. On the contrary the other terms »(|k — k’|) may be included inta} 
the phonon interaction, since in the collective excitations, which are bein } 
considered, only large momentum transfers k — k’ are essential and i 


addition to this, as shown in subsection 5.3, in expressions, where the 
Coulomb repulsion is joined to the phonon attraction it is always screened 
Thus | 


ARR See eke De en) 
xii EAT Be M(k’, k’ | 

PI M(k, + p) MR’, B+ p) (6.28)| 

B,(k, k’) = — M(k', k + p) M(k, k’ — p) + 


» (p) 
= 4 V 


M(k, k + p) M(k’, k’ — p). a 
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The secular equations which correspond to (6.28) are of the form: 


Ek +p) + Et =) 9, a) — 


(=) + 
Pewee ih = L(k —p,k'—p) _ 


1 
— 7 YER) {L(k, R) = 


_ M(k',k +p) M(k, bk — p) — M(k',k — het eee 
2 


+ AD) S (aL (ke, +p) ACR, k’ + p) + M(B, hk — p) M(k,k — p) + 

4 M(k, k + p) M(k', kb’ — p) + M(k, k — p) MWB’ + p)} Op(k) = 
&(k + p) —&(k — 

ais zed P)) 940k) t, 


+4 psiewy (row) Ete E Pl Re 


| M(k, k +p) M (ke, k’ = p) — ital a Dl Ody (k’) — 
: Pp 


1 Oy(k’) + 


2 
= we (Mf (k, k + p) M(k’, + p) — Mk’, k’ — p) Mk, k — p) — 
_ Mk, k — p) MW’, k — p)+ Mk, k — p) MWB + p)} O(R') (6.29) 


z(Kk ae) 
(ec) ES tk +p) + eh =P) 6,(k) — 


zi Leaar Sian db Lore seas 2B 


— FSI, BY hE L(k, k') 


M(k',k +p) Mk, yar de ne Ge k — Pact (k’) + 


aS (Me, ke + p) M(k), B+ p) + M(B’, k’ — p) M(k, k — p) — 


_ M(k, k + p) M(h', k — p) — M(K, k’ + p) Mk, ke — p)} O,(R) = 
Ete p) oe = 7% #,(k) + 


Shs 


E— 


2 


I 
a 


ke 2 
“wp 5 ieee 
+ M(k,k +p) M(k',k'— p)— Uk, k — p) M(k', k' + p)} Bp(k’). (6.30) 


These secular equations differ from Eqs. (3.10), (3.11) by additional terms 
with the Coulomb interaction. 
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From the structure of these terms it may be observed directly that the so | 
called, transversal waves of subsection 4.4 turn these terms into zero. Thus, 
we reach the important conclusion, that the influence of the Coulomb inter- || 
action is reduced only to the modification of the effective interaction. 
The situation with the longitudal collective excitations is somewhat more || 
complicated. Taking into account the Coulomb interaction explicitly, these 
excitations are modified in such a manner that there appears an ordinary 
plasma branch of the collective excitations. One may easily prove that this 
is true, by retaining in the secular equations (6.29), (6.30) only those terms, | 
which are essential at sufficiently large p, when u,, ¥, may be replaced by | 
their normal values: 


Uu = On (k) UE = Or (k). 


Besides it is sufficient to consider in (6.29), (6.30) only the terms with the | 
Coulomb interaction. For this sake it is convenient to proceed from the | 
functions @, 6 to the original g, y. ) 
They will satisfy the equations: 


{é&(k) + &(k + p) — E} p(k) =") w(K, k +P) SM (kK +P) Pp(k’) + | 
PM (e+ p) SMC, b — p) 79h) (6.31) 

(2(R) + 8( — p) +E} xo (h) =P (hk + p) SMW’, R —p)z—(h) + | 

+P (hk, k — p) SMW, B+ Dp) 9 (h’) (6.32) | 


which may be easily solved, and lead us to the following equation for the 
definition of F: 


2v(p) 1 
1= 
v |) + B-ae—ptemt 
|k| <kp 
|k-—p|>kr 
1 
8: 
+ 2 Feet) +E®) bone! 
|kl <kr 
|k + p| >kr 


which corresponds to the Sawada-Brout’s plasma secular equation [13]. 

For momenta p, smaller than those, corresponding to the energy gap A, we 
can no longer replace u,, v;, by their normal values and the nontrivial 
behaviour of u;, v; becomes essential?). 


1) Second note added in proof. As was mentioned in the “First note added in proof” 
(see page 637) the investigation of the secular equations can be considerably simplified 
by due account of their special symmetry properties (3.35). According to the results 
of paper [26] one may conclude that in the presence of the Coulomb interaction the 
secular equations do not yield special longitudinal Bose type excitations, except usual 
plasmon branch. It turns out however that for this case there exists ssonte lability with 
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§7. Conclusion 


7.1. The Thermodynamics of the Superconducting State 


Up to this point we considered only the ground state and elementary exci- 
tations. Now we want to analyse the thermodynamical aspects of our model. 
Let us first note that collective excitations are not important in this case. 
Due to the smallness of the maximal momentum of collective excitations 
its contribution to the thermodynamical functions may be neglected. 

Indeed, the effective volume of fermion excitations in momentum space is 


proportional to 
k Fs A 


(s — is the velocity on the Fermi surface). The corresponding volume for 
collective excitations is of the smaller order 


A3/s3. 


So, for thermodynamical purposes, one may use a Hamiltonian in which 
only pair interactions have been retained. Such a Hamiltonian, as shown 
above, gives a correct description of the ground state and the elementary 
excitations of one-fermion type. An interesting feature of this Hamiltonian 
is that the free energy may be evaluated exactly. This calculation was 
performed by ZUBAREV, TSERKOVNIKOV and one of us [20]. From their 
result one can get Bardeen, Cooper, and Schrieffer’s formulae, originally 
obtained by means of a variational principle in the approximation when J 
is constant near the Fermi surface. 

We reproduce briefly the mentioned calculus. Let us consider the Hamil- 
tonian 


H = H,+ Hint, Ay = = (E(k) — A) Oks Aes 
1 , 
ha == _— Ne ee ea (7.1) 


Here J is a real bounded function which practically vanishes outside a 
certain finite range of the momenta k, k’. 
As will be shown, one can construct the thermodynamical potential 

H 


yn Nee olin eee 
which is asymptotically exact for V > oo. 


respect to special collective Bose excitations caused by Frohlich interaction. This 
situation enables one to give the explanation of the Meissner effect in completely con- 


sistent gradient invariant way. | 
We should like to emphasize here that taking into account the effect of the collective 


excitations P. W. ANDERSON arrived previously and independently to the analogous 
conclusions [27]. 
47 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Performing our canonical transformation (2.4) we obtain 


H=HO+H', H®=V+> 4H, 
k 


ie = > Jk, k’) B, By (7.2) |} 
where 
V = const = 2 5 (H(k) — A) v — F DLT WY) me De te Oe i) 
kk’ i 
J (k, k’) ? f i| 
A, = fox — A) (wi — vg) + 2upr% z- i (“¢0%Ko +O 1%R1) + |] 


(k, k’ 
Se UK? o| (xb Ob, + Op, Oxo) 


de {22 — A) Up r, — (UE — vt) 2 


2+ a+ | 
By = Ux Ve (Kode + Ob %~1) — WEG %Eg + VEAL OMEL- (7.3) | 


The new operators H,, By, By all commute for different k. 
Applying statistical perturbation theory to (7.2) we obtain after some 
transformations 


where 
H(°) 


Wn = pm DT (By i) T (Bens Bn) spe * Br (ty) Bu (h) Balls) Bult | 


= hyo = 2°) 
Ki; a Sp {e 6 


B,(t) = eH By, eH = e-Hnt B, elxt B, (t) = e-Het By cHnt, (7.5) | 


| 
pasa - 1/0 4, ae | 
Insp ee) in Spee” Hint +3) [ay fat. / a1, | 
) 


Now we use the supplementary statement that if 


Sp eat = (7.6) 


for all k, then each of the U1, tends to a finite limit as V > oo. 
To prove this statement, note that if (7.6) holds, all the terms in the sum || 
(7.5) for which there is a least one momentum k, or ky which does not equal || 
any of the rest of the k;, kj, drop out and really the sum (7.5) contains || 
only the terms for which there are no more then n different among the | 
k,, ki, ... ky, k;, momenta, and hence are proportional to V", yielding a || 
finite value for U,. As both terms in the ]. h. s. of (8.6) are proportional to 
V (for V — co) we obtain 


2| 


H(°) 


In Spe ~In Spe_ ethene = hee 
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So we are led to the following expression for the thermodynamical potential 


of the mentioned type 
Hy 


y =U—O Xn Spe oe (7.7) 


So we have only to determine u,, 0, from the condition (7.6) and then use (7.7). 
Technically, it is possible to carry out this programme by diagonalizing the 
Hamiltonian H with help of the transformation 
Ono = AnBio — MeBin 
On = AeBir + Ue Bio 


Here we determine coefficients A, u from the condition of vanishing of the 
nondiagonal part of H,, containing the factor 


Ai + we = 1. (7.7a) 


Bis Bio + BioBin- 
Then, inserting (7.7a) in (7.3) and in (7.6), we find that 
ite] 
Ciis line oe 1 
me = Sa gas OH) = EIU BY) ave 
1+e i 


Q(k) = V(E(k) — AP + C7(k) 
and hence C(k) must be determined from the equation 
cial are eee) alae 
C(k) = 5 EIT, WY) th ( so) OE) (7.8) 


which always admits the trivial solution C(k) = 0. 
In explicit form (7.7), becomes 


2 ( a 
y= Eley — 24 St oO — Q(k) —2O0ln\1 4+ e , 


Considering this expression as a function of C?2(k) we have 


ay ae a 1 on 20) ae 


aC2(k) C*(k) ocak) |JQ(k) 2Q(k) 20J{ 406° 2) 
where u 
f(x) = alia > 0. 
22° ch? = 


Thus for C2 +0 y always has a lower value then for the trivial solution. 
Hence the phase trensition will take place at the same temperature, at 
which eq. (7.8) will have a nontrivial solution. 


47* 
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7.2. The Electrodynamics of the Superconducting State 


The question of obtaining the electrodynamical equations is more compli;)) 
cated. One must take into consideration that a systematic motion of elec:|| 
trons is always connected with a magnetic field and superconductors exhibit | 
specific magnetic properties, e.g. the Meissner effect. 
Restricting ourselves to the case of weak magnetic fields, we naturally look 
for a linear dependence of the current on the vector potential. i 
Two types of such dependence are known from phenomenological conside-} 
rations, London’s equations and Pippard’s equations. London’s equations} 
are local, i.e. j(x) is determined by A(x) in the same point. In the more} 
general Pippard equations the relation between j(x) and A(x) is given by} 
an integral formula. | 
It is easy to see without any calculation that in the linear approximation off 
our theory as a consequence of the spatial correlation between electrons 
we shall obtain equations of the Pippard type. 

The corresponding integral kernels must be smeared over a spatial regio 
with linear dimensions characterized by the specific correlation length off 
particles with opposite spins. | 
Here an essential difficulty appears because, in order to obtain the equations} 
of electrodynamics one must take into account collective oscillations. 
On the other hand, and this is of the utmost importance, we must take} 
into consideration the existence of boundaries since the spatial correla-\ 
tion between electrons amounts to 10-4 — 10-5 cm, and the penetration depth} 
of the magnetic field is of the order of 10-° cm. | 
In order to clarify the statement about the range of spatial correlation, let! 
us calculate the pair correlation function F,(a, a’; 1/3, — 4/2) for electrons} 
with opposite spins at absolute zero. 
With the usual definition of the correlation function we have | 


Hy (2, ®'; "a, — *o) = pit, (ae) pty, (a’) pa), (ae’) wy, (ae)> 


5) | 


Here 


iM : : 
py, (©) = —— 2! Opa OR® sp (ae) = —— 2 Ay, -1, eRe 


VV 


are the second quantized wave functions. The average is taken with respect | 
to the vacuum of the occupation numbers XoXo, Ot) OK. Expressing a;, || 
in terms of o,9 and a,, we obtain 


t 2 1 
F, (x ig s4/,, —1/,). = vi (= v2)? ee 7 Pid sh shy 


cats 2 ae C (k) eth (e-a’) |2 
sary {3+ V2 + VOT Hw 


where m= 2V"! >) vg — is the electron density. 
E 


This expression shows that in the normal state where C(k) = 0(u,v, = 0) || 


there is no correlation between electrons with opposite spins, s . 
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In the superconducting state v,u, essentially differs from zero only in a 
small neighbourhood Ak of the Fermi surface, with Ak defined by 


|H(k + Ak) — Ey|>C(ky) then Ak~ eee ~ 104 em 
F 


and the uncertainty relation gives for the correlation length an amount 


1 
Ax ~ — ~ 10-4 em. 


Ak 
Note that the correlation function for electrons with parallel spins 


FP, (@ — a; */y, 1/2) = >) vp, vf, (1 — e-# (sky) (@-ae')) 
ki kz 


is determined mainly by exchange effects and, practically, is the same for 
the normal and the superconducting states. 

Neglecting boundary and collective oscillations effects, the Hamiltonian 
should have the form 


1 e ts 
H = om B( <A) + ut + Hm 
with constant A and H. In this way one should be able to get equations of 
the London type with a non-linear dependence of the penetration depth on 
the magnetic field. 

In order to improve the theory and to obtain not only qualitative information 
about the Pippard functions, a detailed investigation of the full Hamil- 
tonian including interactions between any two particles, not only with 
antiparallel momenta ‘and spins, is required, as well as the taking into 
account of the existence of the boundaries?). 


7.38. A Qualitative Picture of Superconductivity 


_ In conclusion let us say some words about the physical nature of the super- 


fluid or superconducting state C,. As a, are the amplitudes for superposi- 
tions of particles and holes (+ k, +1/,) the Fermi sphere expands in general. 
There appears a characteristic correlation between particles (+k, +1/,) 
and holes (+k, +1/,). One can present the picture in the following intu- 


itive manner. 
There is an attractive interaction both between particles (+k, + 1/.) and 


holes (+k, +1/,). Then it is profitable from the point of view of interaction 
energy ‘to dilute’ the Fermi sea with holes (1k, +1/,). On the other hand 


7) Third note added in proof. To this moment the question on electromagnetic pro- 
_ perties of the superconducting state is sufficiently clarified [26]. It turned out that the 
_ theory of the superconducting state exhibits the Bardeen like Meissner effect. This was 
also shown by J. Blatt and MATsuBaRa in their recent preprint. 
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the expansion is not profitable for the kinetic energy. The balancing of | 
these two factors leads to the lowest energy state. iI 
In the normal state, using a sufficiently high approximation, one can always || 
obtain the correlation between particles with momenta k+q, -—k+q\I 
but the value q = 0 presents no particularities. In the state C, on the || 
contrary we have a gap. In connection with this it is clear, that for example || 
an interaction term of the form 


| 
1 , 
Vy D> Jk, k’) a, Gy, — Oz, — OR’, + 


which for V > oo gives an infinitely small contribution in the normal state, || 


! 
| 
plays an important role in the case of C,. | 
Of course we are not allowed to simplify the picture too much and introduce }} 
the concept of bound pairs of particles. Indeed, taking this concept seriously] 
and calculating the binding energy of this pair one obtains a quantity of | 
the same order as the energy of interaction between different pairs. | 
In fact the system forms a bound ensemble of the same type as for Bose} 
systems. If it is possible to make use of the terminology of quantum field] 
theory which is not quite clear, but is nowadays in some sense “‘quasi-} 
intuitive’, then it is possible to speak about virtual pairs and to consider C,J 
as a bound Bose condensate formed of such virtual pairs. | 
The analogy with Bose-systems may be continued. Indeed, besides excita-} 
tions of one fermion type, which corresponds to the dropping out of th =| 
ensemble of single particles, there are also excitations of the ensemble as a 
whole. ) 
The existence of correlations between the particles in momentum space} 
naturally gives rise to a ‘correlation cloud’ in ordinary coordinate space. i 
This ‘cloud’ has an interesting structure in the case of the superconducting} 
state. An electron with definite spin is surrounded by holes which effectively 
screen its charge in a range of the order of 10-7 cm. At much larger distances} 
of the order 10-4cm, 10-5 cm, there is a weak predominance of electrons} 
with opposite spins as a result of an attractive interaction. 
The authors are much indebted to S. V. Tjablikov, Y. A. Tserkovnikov and 


D. N. Zubarev for clarifying discussions and helpful advice. 


Appendix I. On a criterion for superfluidity in the theory of 
nuclear matter’) 


It was noted in See 6 that a system of Fermi-particles can possess super 
fluidity under certain conditions, which, roughly speaking, reduce to th | 
predominance of attractive forces. So it is natural to consider the questiox} 
of superfluidity for nuclear matter. | 
This problem is complicated, due to the fact, that nuclear interactions ar¢ 
strong, so that perturbation theory expansions in powers of the interaction) 


~ 


1) This Appendix is based on a paper [27]. eM nN 
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are not applicable. The most consistent method would be obtained by a 
generalization of the graph summation method of Sec. 4. A rigorous realizat- 
ion of this program is sufficiently complicated and so we think it useful to 
consider a simplified model which allows exact integration. 

In this theory of nuclear matter nucleons in the nuclear matter are considered 
approximately as free particles. The effect of the interaction reduces essen- 
tially to an effective alteration of dependence of the energy on the momentum 
of the nucleon. In nuclear matter the energy of the nucleon is not equal to 
p?/2M, but is a function E(p) which may be approximated in the usual 
way by an expression of the form 


2 
E(p) ~ su Ste ie Fe 


In this framework the ground state of nuclear matter is described by the 
wave function C,, which corresponds to the usual Fermi sphere, where all 
states with H(p)< Hp are occupied, and all others are free. 

_ In view of this fact, we consider a model dynamical system with the Hamil- 

- tonian 

H =) { E(k) = Ep} dia Ake + va DS J (k,k’ | 01, 92, 03,0;) Dig, 1+ kg, —K'o' Ar'a? « 

; k,o Vie kag) : 

(A.I. 1) 


Here o is a discrete index of spin and isotopic spin of the nucleon, Ep a 
parameter, which plays the réle of a chemical potential; the subscript F is 
_to remind us of the fact that in the normal state it is equal to the Fermi- 
‘energy, V is the volume of the system. 

The model character of this Hamiltonian is due to the fact, that only inter- 
_ actions of particles with opposite momenta are taken into account here. 
It is easy to see that the interaction Hamiltonian H’ is not effective in the 
state C,. Indeed, calculating 


CH 0.4 


we found it to be finite when V — oo, and the energy should be proportional 
_to V in this limiting process?). 

_ The model considers explicitly only the specific interactions which are effec- 
tive in the special case of the “superfluid” state C,. The “regular’’ part of 
the interaction is implicitly taken into account in the effective energy of 
the nucleon E(k). 

Let us show that the state C, can be found asymptotically exactly in the 
' case V-—»>oo. The conditions for its existence can also be obtained. It is 
' convenient to introduce the abbreviation q for the pair (k, — k); q and — q 
‘describe the same pair, the sum over q runs over different pairs. Now we 
need the new index g = + 1 in order to express k as (q,@). As a discrete 


7) It can be shown, that applying perturbation theory to (A.I. 1) with C,, as a solution 
of the unperturbed equation one finds that the corrections of any order are infinitely 
small in the limit of V — oo. 
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index 9 and o will be designated as s = (c, 0). In the new notations the 
Hamiltonian under consideration, (A.I.1), takes the form 


1 ‘ ’ , , 
H = > {E(q) — E} age qs. + QV, ea Ja: | 81, 82 82, $1) qs, %q oy %q’ ss a's 
5 Red q,4d rs 


970 By? 


Using a modification of the technique proposed by D. N. ZUBAREV anda} 
Ju. A. TSERKOVNIKOV [20] (see also §7.1), we introduce C-number functions} 
Aq (s8;, 82) and rewrite the Hamiltonian (A.1.2) in the form 


) 
H=V,+H,+ 9, | 


where 
1 ei , , , 
U = const = — oy 1(q, | 81, 825 82» 81) Aq (81 32) A4(81» 82) 5 
1 , , , , , 
H=>Ay; My OV > Tq, 4 | 81) 82 82 81) BY (81; 82) Bg(s; 82) 
q 
and 


1 , I Zoot? Foe | 
H, = (E(q) — Er) oS Ags Aas Se oV > {I(q, q | 81, 82, 82 81) Ay (8; 82) Ags, Ages 1 
3 


+ 1(q', | 81, S25 $3 81) AF (81, 82) &qsz Aqs°}- 

B, (81; 89) = Ags, age, = A,(s1; Sg). (A.I. | 

: j 

As H, is quadratic in the Fermi-operators its diagonalization is achieved 


elementarily by the linear canonical transformation | 


i Dies > {u(q, 8, 8’) Xe + V(Q; 8, 8’) ags’} (A.1L.44 
8 ’ 
The functions u, v must satisfy orthonormality conditions of the form 


E = y {u*(q,s,8") u(q, 8, 8") + o*(@, 8, 8") 09, 8, 8")} = dee | 
c aa , ” ” ' ” A.L& 
n = > {u(q, s, 8") 0(q, 8, 8") + 0(@, 8, 8") 4(q, 8, 8"")} = 9. ( 


3” 


After determining u, v from the secular equations corresponding to (A.I. 
the expression for H, takes the form 


A, = Iq =f es &3(q) Xs Qqs: 


From the latter it is obvious that the ground state C, of the Hamiltonia | 
H, is a vacuum state for the new Fermi-amplitudes 


Ons Co => 0. 
We choose the c-number functions A in such that 
<C5 B,(s1; 8) Cy> = 0 


and notice also that Ho, B,, BZ with different q commuté one with anothed 
Using an argument of [20] it can be shown that the contribution to the groun) 
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state energy of H, is negligibly small as compared to the contribution of 
U, + H, in the limiting case V > oo. Roughly speaking this fact is due to 


the finite character of H? in the limit V—»oo whereas the energy is propor- 
tional to V. 


So with a corresponding choice of the functions u, v the expectation value 


H=<C*H Cy> gives an asymptotically exact expression for the ground state 
energy of the Hamiltonian under consideration. 


This consideration provides a recipe for the practical definition of the func- 
tions uw, v. Substituting Eqs. (A.1.4) into the expression for H we have 


H = 2) (E(q) — Ep) S' v*(q, 8, 8’) v(q, 8, 8’) + 


1 / , 7 
<n OV a Iq, q |s1, 82, 89, 81) {= v*(q, Si, s) u* (q, 89, s)} 
(g,.g',*** 8) 


8 


{x u(Q, 83, 8) V(q, 81, aM =e(u,v). 


Then u, v would be obtained by minimizing the form ¢(u, v) with the supple- 
mentary conditions (A.I.5). For these values of u and v, & gives the energy 
of the ground state. 


The corresponding stationary condition has the form 
6&é = 6 ee ate Pra (A(q, 8, 8’) E(q, s, 8’) + (q, 8, 8’) n(q, 8, s’) + 
q,8,8 


+ HG 8,81) 1 (a 8, 8')\ =O (A.1.7) 


where A, uw are Lagrange multipliers. 
Obviously this equation always admits a trivial solution 


Ug = 9¢(Q) Ose’, UT ia Or (q) des’, 


es. A = 65(q) (Er — E(q)) bye- eer) 


In the corresponding state C the interaction is not effective and only the 
first term of the Hamiltonian (A.I.1) contributes to the energy. 

[In order to determine when the energy of C™ is not minimal and conse- 
quently the ground state C() is characterized by a nontrivial solution of 
A.I.7) one must use a standard procedure of the calculus of variations. 
Jonstructing the second variation 6?é for the trivial solution one obtains 


Re = 3'|B(q) — Be| y* (a, 8, 8) ya, 5, 8’) + 


q,8,8 
1 , / tf tA tp tf 
+ iy I(q, q | 51, So, $1, 8) v(q, $1, oP) y* (q » 81, 82) 
He V gi g'ste 42) 


vith 
y(q, 8, 8’) = Or(q) du(Q, 8, 8’) + Og (gq) dv(q, 8, 8’) 
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the functions y are subject only to the antisymmetry conditions resulting} 
from the variation of the orthonormality conditions: w(q;8,8') =—y(q,8',8)} 
After returning to the original system of indices (cf. (A.I.1)) the second 
variation takes the form | 

626 = Y | E(k) — Ep| p*(k, 0, 0) p(k, 6, 0) + | 


k, a, 0° 


1 / , , / , , 
+ yy  T(k, kk’ | oy, 02, 02, 01) p* (Hs 01, F2) Y (k', 03, 03) 


2 V ko) 


and the antisymmetry condition takes the form | 


p(— k, 02, 0) = — p(k, %1, 02). 

Obviously the second variation 6°é is negative if-and only if the equatio} 
2| E(k) — Ep| p(k, 04, 02) + 

+ Fe 2 J (ke, k' | oy, 02, 03, 01) p(k’, 03, 02) = E p(k, 04, 2) (ALG 


admits an eigenfunction with the negative eigenvalue E. 
In this case the energy of the state C” is not minimal and a new groun} 
state C} arises. This state is characterised by the nontrivial solution of Eq 
(A.I.7). It is interesting to notice that Eq. (A.1.9) written in configuratia| 
space (with a velocity independent interaction) 


/ 

) 

2| E(k) — Er| p(r, O71; Oz) + | 

a 2 P(r lon Oo, 03, 03) P(T, 01, 02) = Ey(r| 04, 9) (A.T.14 
Gi,o. | 


is very similar to the Schrédinger equation for the two body problem in t}} 
center of mass system. The difference lies only in the special form of tl} 
kinetic energy operator. This difference naturally disappears in the case | 
vanishing density when Hp = 0. f| 
Then equation (A.I.10) can be used for the investigation of the problem |} 
superfluidity of nuclear matter as a criterion of the instability of the norm 


state. 
For these purposes it is convenient to make use of a variational princip} 


and to minimize the expression | 


25 [| B(k) — Eel - | p(k, oy 02)|? ak + 


01,02 
an me Ler 071; 02, >; 01) yp* (r, 0}; oy) y(t, 01, 03) dr 
Saree 
where 


es 
aot me —ikr 
with the supplementary condition 


> [\ycr, 01; 02) |? FE eee i . 5 4 . 


03,9 ve’ 
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If the special choice of the trial function y leads to a negative sign of this 
expression, then in Kq. (A.I.10) E < 0 and our criterion is satisfied. 
Let us note in conclusion that in the model under consideration it is possible 
to construct an asymptotically exact form for the free energy. 
The equations here are nonlinear and sufficiently complicated but the equa- 
tions which determines the critical temperature of the phase transition into 
the normal state is linear. As shown by I. KVASNIKOV and one of the authors 
[22] these linear equations differ from Kq. (A.I.10) only by the fact that 
E = 0 and by the replacement of 

2 | E(k) — By| 


where 6 is the critical temperature. 


Appendix II. On a variational principle in the many body problem!) 


We studied here only the spatially homogeneous problem. But in a number 
of cases it is very interesting to consider spatially inhomogenous problems. 
So in order to obtain exact electrodynamical equations in the theory of 
superconductivity we must take into account the boundary of the super- 
conductor. It is also very important for the further development of the 
theory to take into account explicitly the crystal lattice of the metals. 

Especially in nuclear theory the consideration of the matter as unbounded 


_ is a very rough simplification. For all these physically very different purposes 
_ we propose here a new approximate method, which is a natural generali- 


ization of the well known Fock method [24]. 
Consider a dynamical system of Fermi-particles with a Hamiltonian of the 
form 


H = ST (ff) — Adgy} af ay + 


1 , Ua 
Tepes Ml fe, fos fi) a7, af, ay, ay (A.IT.1) 


here A is the chemical potential, a, at are the Fermi amplitudes and f is a set 


of indices characterising one particle states. 


_ Let us perform a linear transformation of the Fermi amplitudes 


Ag = Dd) (ty dy + ry, OF). (A.II.2) 


v 


_ In order to preserve the commutation properties of the Fermi amplitudes 


the transformation must be canonical and the c-number functions u, » must 
obey the following orthonormality conditions 


Spy’ = Dy { typ Uj + Uy vy" y} = Ops! 
: (A.II.3) 
Ng.4 = > {Upv pry + Yy Uy} = 0. 


LP 


1) This Appendix is based on a paper [23]. 
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Substituting (A.II.2) into the expression (A.II.1) and taking the expectation || 
value in the vacuum state Cy: | 


a, Cp = 0 
corresponding to the new Fermi-amplitudes we obtain 
H= S(T.) — Ady) PGP) + 


+ ASI ty te fo BD AD* eh) Of) + Fb 8) Pa f) — 
— F (fy fi) F hy f2)} = € (4, 2) (A-IL4) | 


| 
| 
F (f, f') = > fs Yr» | 
/ 
| 


where 


@ (i f') => Ds Ufy Uy'y: 


v 


subsidiary conditions (A.IT.3). 
The corresponding stationary equation has the form: 


d&(u, v) =0 | 
E(u, 0) = (0) + SMA EEL) + MEP ML) +e EY | 


where A, u are Lagrange multipliers. The variation du, dv and 6%, 65 are con-} 
sidered here as independent. | 
Now we come to the formulation of the new approximate method in the: 
many body problem. In this method we take the functions » and v satisfying) 
the stationary equations, which minimize the form ¢(u, v). For these functions: 
the corresponding C, is treated as the wave function of the ground state} 
and ¢(u, v) as the ground state energy. | 
The question of the fundamentation and limitations of the method is com-} 
plicated. We shall restrict ourselves only to several remarks. We assert 0 
the basis of the results of Appendix I, that the method provides the exact} 
solution of the problem in the case when in the Hamiltonian only interactions} 
between pairs with opposite momenta is taken into account. 
On the other hand, we maintain, that among the solutions of the stationary) 
equation there is always present the one exactly corresponding to the well:} 
known Fock method [24]. 
Indeed let us take the set of functions gy, orthonormalized in the usual sens 


cc p= 2 Pr» Py» = Of's (ATER 


and divide all y into two parts F and G. A finite number of the indices M 
(N — is the number of particles) belongs to F — the Fermi sphere. my 
others belong to the complementary set G. Let us choose i 


Uy, =O, yy =O, VEF. ery eg 
j ahs (A.IL.7] 
Uyy = Pyv, Yy = 0, VEG. Hi 
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Obviously all orthogonality conditions (A.II.3) are satisfied. If we substitute 
these u and v into the form ¢ then ® vanishes and it depends on F only 
and thus only on q, with »«G. Let us denote by w the indices v belonging 
to F and define g;,. from the minimum of the form é(... Yj...) with the 
subsidiary conditions (A.IT.6). 

The corresponding stationary equation has the form 


dreta) Oe ee = eighty & PEED E(f, f’).  (A-IL.8) 


It is easy to see that we formulated here just the usual Fock method. The 
wave function of the system C, corresponds to the state where individual 
particles occupy all the states gy. the other states gy, are free. 

On the other hand it is clear that Eq. (A.II.5) always has a solution of the 
type (A.II.7) with gy. chosen with the help of the Fock method as the solution 
of Eq. (A.II.8). Consequently our method may be considered as a generali- 
zation of the Fock method and in any case its domain of applicability is not 
narrower. 

Calculating as in Appendix I, the second variation 62é(u, v) of the “normal 
solution” (A.II.7) we can obtain the instability condition. This condition is 
formulated as the eigenvalue problem for the corresponding system of non- 
linear equations. 
Practically this condition may be used e.g. for obtaining a superfluidity 
criterion in the model where the cristal lattice is explicitly taken into account. 
In conclusion let us note that the method summarized here may be developed 

further by means of an investigation of the chain of equations for the “dis- 
tribution functions”’: 


af... Of, oy... Of = Pore (ts hp eed Pee Pesan ENE 


y 
' For example, in the stationary case, retaining only the functions Po, (f,; fa) 
and Foi (fy, fe) in the equations we shall obtain again the original equations 
_ of our method. 

“In the case of explicit time dependence of P'p12, F449 in the approximation 


linear in the deviations 
st st 
Fors — Foto: Fog — Foto 


we shall obtain the equations determining the spectrum of collective oscil- 
| lations. 
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1. Einfibrung 


Die experimentelle Untersuchung und die theoretische Analyse der Eigen- 
schaften schwerer Mesonen und Hyperonen fihrten in letzter Zeit zu einer 
Uberpriifung scheinbar vollig feststehender physikalischer Begriffe. 

Das Studium der Erzeugungs- und Zerfallsreaktionen dieser ,,fremden“ 
Teilchen machte eine Erweiterung des Begriffes , Isotopenspin“ erforderlich. 
Es gibt keinerlei experimentelle Fakten, die der auf Grund dieses Begriffes 


1) Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 61, 535 (1957). Der Bericht wurde von G. HOHLER 
bearbeitet. Anderungen und Ergénzungen sind mit ,,(H)‘* gekennzeichnet. 

2) Anm. d. Ubers.: Gemeint sind ,,strange particles‘. Das dem englischen , strange“ 
entsprechende russische Wort ist hier durchgehend mit ,,fremd“ tbersetzt worden 
(dieser Terminus wurde z. B. von Heisenberg auf der Nobelpreistragertagung in Lindau 
1956 in seinem Vortrag verwendet). 
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vor fast drei Jahren entstandenen Klassifikation der Elementarteilchen || 
(Schema der Isotopenmultipletts [1—6]) widersprechen. 
Ein weiterer Fragenkomplex, der beim Studium der verschiedenen K- | 
Mesonenzerfalle (insbesondere der Zerfalle K+ —> 32 und K+-> 2z) auf- | 
tauchte, ist mit dem Begriff der Paritét verkniipft. Der Verzicht auf das 
Gesetz von der Erhaltung der réumlichen Paritat bei schwachen Wechsel- 
wirkungen, zu dem das experimentelle Material zwingt, hatte eine Uber- 
prifung der anderen Invarianzeigenschaften zur Folge. Die hierbei auf- 
tretenden Méglichkeiten nehmen das ungeteilte Interesse sowohl der Theo- | 
retiker als auch der Experimentatoren in Anspruch; sie sind gegenwartig | 
Objekt intensiver Forschung. 
In diesem Artikel betrachten wir Fragen, die mit dem Isotopenspin fremder ||} 
Teilchen zusammenhangen. 


2. Massen und Zerfallsschema der K-Mesonen 


Wir erinnern kurz an die Haupteigenschaften der fremden Teilchen?). Als | 
fremde Teilchen werden schwere Mesonen (K-Mesonen) und Hyperonen be- | 
zeichnet. Die Bezeichnung ,,K-Meson“ bezieht sich auf Mesonen, deren || 
Masse die des z-Mesons iibertrifft. In letzter Zeit ist es tiblich geworden, } 
alle Mesonen mit der Masse 966m, als K-Mesonen zu bezeichnen. Auch wir | 
werden uns an diese Terminologie halten. | 
Es sind positiv und negativ geladene sowie neutrale Mesonen bekannt. | 
K-Mesonen sind instabil. Am genauesten sind die Zerfalle der K+-Mesonen |} 
untersucht. Folgende Zerfallsarten der K+-Mesonen wurden festgestellt [83]: |} 


(H) Tabellel 


—_—— 


F Verzweigungs- 
ew verhaltnis in % 
Ki, > at +x 219,33 25,6 + 1,7 
Ki, (t) > nt +a7 75,11 5,66 + 0,30 
Kz (t') > «t+ 27° 84,29 1,70 + 0,32 
Kis > prttyr 388,3 58,8 + 2,0 
Ky >ptta®t+y 253,26 4,0 + 0,77 
USaeg >et+n°+y 358,45 4,19 + 0342 


(H) Zwei kiirzlich gefundene Zerfalle gehéren vielleicht zu K+—> a+ + 2 + v 

[$4]. Fiir einige weitere Zerfallsprodukte werden Schranken fiir das Ver- | 
zweigungsverhaltnis angegeben: a+ + y und at++v+y <2%, e++y]| 
<1%, w+ + pt + e- unda*+ 2 + w+» <0,01%. \} 
Es mu8 anscheinend damit gerechnet werden, da8 alle diese Zerfalle einem i} 
und demselben K*-Meson zuzuschreiben sind. Das liegt nahe, weil die Massen 

der auf verschiedene Weise zerfallenden K+-Mesonen bis auf 2m [10] ein- || 


1) Ausfiihrliche Uberblicke iiber die experimentellen Daten der -fremden Teilchen || 
wurden in [7— 9] veréffentlicht. (H)s. a.[89, A 1,4 3,A44,A5].° °° « 
SS, yal 
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ander gleich (966 m) sind, wihrend die Lebensdauern (t ~ 1,2 - 10-® sec 
[11—12]) innerhalb der Fehlergrenzen der Messungen iibereinstimmen. 
AuBerdem haingen die Haufigkeiten der verschiedenen K-Zerfalle nicht von 
der Art der Erzeugung der K-Mesonen ab, und sie andern sich nicht bei der 
Streuung der K-Mesonen an Kernen [13—14, 89]. Das ist ein weiteres Argu- 
ment zugunsten der Annahme, daf alle oben aufgezihlten Zerfalle den Zerfall 
eines und desselben Teilchens darstellen. 

Die Zerfalle der negativen K-Mesonen sind viel schlechter erforscht als die 
der K+-Mesonen. Das erklart sich daraus, daB die K--Mesonen durch die 
Kerne der Photoemulsion nach einer Zeit absorbiert werden, die kiirzer als 
die Zerfallszeit ist. Es wurden Ky9-, Kz3- und Ke 3-Zerfalle gefunden [9]. Die 
Lebensdauer der K--Mesonen stimmt innerhalb der experimentellen Fehler- 
grenzen mit der Lebensdauer der K+-Mesonen tiberein. Die Masse der K-- 
Mesonen ist gleich der Masse der K*-Mesonen [86—88]. 

Es wurde die Existenz von zwei neutralen K-Mesonen (K° und K9) fest- 
gestellt. i 

(H) Bei K° sind zwei Zerfallstypen bekannt [15, 90] 


Ko > ate 213,7 MeV (42 + 5)%, 
Ko > n° + mW + 222,9MeV (7 + Bo: 
Die Verzweigungsverhaltnisse beziehen sich auf ein erzeugtes K°. In [89] 
werden fiir 7+ auch (35 -+- 3) % genannt (S. 273). 
Das K2-Meson, dessen Existenz von GELL-MANN und Pals vorausgesagt 
worden war [16—17], wurde unlangst experimentell nachgewiesen (18, 
91—98]. 
(H) Alle bisher gefundenen Zerfalle lassen sich durch 
Ko > mt + pt + y+ 247,7 MeV, 
Koes te et + » + 352,9 MeV, 
Ko > aia 7° + 78,7 MeV 


(H) Tabelle 2 


Masse in MeV Lebensdauer in sec 
Kt 494,0 + 0,20 [83] (1,224 + 0,013) 10-8 [83] 
+ 0,4 
Ke 494,0 + 1,0 [87] 13 0.3 10-8 [87] 
493,6 + 0,9 [88] (1,6 + 0,3) 10-* [86] 
4+. 0,22 
493,87 + 0,46 [130] 1,49 0.24 10-8 [100] 
0,99 res 08 10-19 [89 
a | Pe Aol6oh ete 
494,4 + 1,8 [99] 
+ 0,35 t 
KS (0 ai ie) 10-7 [89] 
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beschreiben. Die ersten beiden Méglichkeiten sind etwa gleich wahrscheinlich, || 
wahrend die dritte weniger als 20% aller K3-Zerfalle ausmacht. Zweiteilchen- | 
zerfalle wurden bei den 180 untersuchten Ereignissen nicht beobachtet | 
[89, S. 275]. : 


3. Masse und Zerfallsschema der Hyperonen 


Hyperonen sind Teilchen, die schwerer als das Neutron und leichter als das ||} 
Deuteron sind. Sie werden mit dem Buchstaben Y bezeichnet. Alle bekannten | 
Hyperonen sind instabil; ihre Lebensdauern (mit Ausnahme der des °- 
Hyperons) sind von der GréBenordnung 10-!°sec. Bei allen bekannten 
Erzeugungsreaktionen von Hyperonen enthalt die Ruhmasse des Hyperons |} 
die Ruhmasse des an der Reaktion beteiligten Nukleons, als ware die Er- 
zeugung eines Hyperons das Resultat der Anregung eines Nukleons. Anderer- | 
seits entstehen beim Zerfall von Hyperonen stets Nukleonen. Dieser Um- | 
stand erlaubt es, die Hyperonen als angeregte Nukleonen aufzufassen [19]. | 
(H) Massen und Lebensdauern der Hyperonen sind in der folgenden Tabelle | 
zusammengestellt (nach [89, 99, 123, 130, 131, 132)). | 


(H) Tabelle3 
| 
Lebensdauer in 10-!° sec 
| 
+ 0,13 
0 1 H 
A 115,2 + 0,14 2,42 Top | 
0,10 ) 
at 1189,3 + 0,3 0,79 + 0,08 B 0,93 a 0.08 E 
0,9 
AML 1190,5 F 14 10-*° sec (theor.) 
0,16 
pay 1195,8 + 0,5 1,71 a 14 B 25+ 0,8 E 
=: 1320,4 + 2,2 4,6 <<t < 200 


(H) Bei den 2+-Hyperonen gibt Unterschiede zwischen den Messungen der || 
Lebensdauer in der Blasenkammer (B) und in der Emulsion (E). Wenn man 
sich in der Emulsion auf Zerfille im Flug beschrankt, liegen die Mittelwerte 
erheblich unter den oben genannten Zahlen. Die Ursache dieser Differenzen || 
ist nicht bekannt. 


(H) Das leichteste Hyperon A° hat folgendes Zerfallsschema 
Ao -> p + m-+ 37,2 MeV (63 + 3)% [89], 
A°-> n + n° + 40,5 MeV. 


Der neutrale Zerfall wurde von MOTLEY u. FITCH [I1} sowie von EISLER 
et al. [90] gefunden. POSS 
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(H) X* zerfallt gemaB 


S++ p++ 1161 MeV (46 + 6)%, 


DSton+at+ 110,2MeV (54+ 6)% 
mind 2: 
o> n+ a + 117,38 Mev. 


Es ist interessant, daB nicht nur die Lebensdauern, sondern auch die bei den 
Zerfallen der 5*+- und Y--Hyperonen freiwerdenden Energien — und folglich 
auch die Massen dieser Hyperonen — voneinander verschieden sind. Nach 
neuesten Messungen ist my- — mz+ ~ 14 m,. 

(H) Die Existenz eines neutralen 2-Hyperons wurde von GELL-MANN [J] aus 
dem Schema der Isotopenmultipletts vorausgesagt. Da 2° den schnellen 
ZerfallsprozeB 2° > A° + y hat, war nicht zu erwarten, da8 der von diesem 
instabilen Teilchen zuriickgelegte Weg eine sichtbare Lange hat. PLANO et al. 
[101, 98] fanden in der Blasenkammer Spuren, die der Reaktionsgleichung 


a+ p— 2° + K° 
Y \ 
A+y atta 
“4 M 
peri er are 
entsprachen. Die Existenz des Teilchens X° folgt daraus, daB sich bei der 
Anwendung des Energie-Impulssatzes mit der obigen Reaktionsgleichung 
immer derselbe Wert fiir die Masse des 2° ergibt und iberdies eine Zahl, die 


nahe bei ms-: liegt. Der in der Tabelle genannte Wert geht auf 15 Ereignisse 
zuriick, bei denen entweder das y ein Paar erzeugte oder direkt ein ,,Dalitz- 


Paar“ entstand (2°—> A° + e+ + e-). Die Massendifferenz mz-— ms. wurde 


auch direkt durch die Untersuchung der Reaktion 
S-+ p> +n M+ytrn 


bestimmt (ALVAREZ et al. [102]). 


Das schwerste der zuverlassig festgestellten Hyperonen ist das Kaskaden- 


hyperon 2-. Sein Zerfall erfolgt nach dem Schema 
E-— A° +27 + 66,4 MeV, 
| 


p +07 + 87,2 MeV. 


Der direkte Zerfall 
E>n+n- 


wurde nicht gefunden. 

(H) Bisher war das &- nur aus einer relativ kleinen Zahl von Ereignissen 
bekannt, die von der kosmischen Strahlung ausgelést wurden. Kirzlich 
wurden aber in einer Blasenkammer, die mit 5 GeV-Pionen aus dem Bevatron 
beschossen wurde, zwei Kaskadenteilchen gefunden [89]. 
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(H) Nach dem Schema von GELL-MANN [J] sollte es noch ein neutrales| 
&-Hyperon geben. Ein mit der Nebelkammer auf dem Pic du Midi ge} 
fundenes Ereignis kann als 


FP» A” + 7? 
\ Sc 
Der te ave ay 


gedeutet werden [89]. 
(H) Ferner sollte es zu allen Hyperonen auch die Antiteilchen geben. Bisher 
ist nur ein Ereignis bekannt, das als Erzeugung und Zerfall eines A gedeutet| 
werden kann [103]. 
(H) Von den leptonischen Zerfallen der Hyperonen wurde bisher nur der 
B-Zerfall des A gefunden [133 — 135]. Voraussagen fiir y-Zerfalle: [136]. | 

| 

| 


4. Die wichtigsten Eigenschaften der fremden Teilchen 


Wie z-Mesonen und Nukleonen sind auch K-Mesonen und Hyperonen stark; 
wechselwirkende Teilchen. Sie werden bei St6Ben von z-Mesonen und} 
Nukleonen mit einer Energie von der GréBenordnung einiger GeV intensiv; 
erzeugt. | 
So betragt der Wirkungsquerschnitt der Reaktion | 


Te ate Be Ae | 


bei der Energie 1,4 GeV etwa 0,3 mb [89], was 1% des Gesamtwirkungs-} 
querschnitts eines z-Mesonen-ProtonenstoBes bei diesen Energien aus-} 
macht. Die fremden Teilchen besitzen einen groBen Wirkungsquerschnitt 
fiir die Streuung an Kernen und Nukleonen. Es sind auch metastabile Ver-|| 
bindungen mit Nukleonen (Hyperfragmente, A-Kerne) bekannt. Die Exi-} 
stenz von A-Kernen deutet darauf hin, daB die Starke der Wechselwirkung | 
zwischen A-Hyperonen und Nukleonen mit der zwischen zwei Nukleonen i 
vergleichbar ist. \} 
Erzeugung und Wechselwirkung von K-Mesonen und Hyperonen mit Nu-|| 
kleonen besitzen eine Reihe charakteristischer Besonderheiten. 
Kine der wesentlichsten Besonderheiten der fremden Teilchen ist ihre asso- || 
ziierte Erzeugung; ein Beispiel hierfiir ist die gut bekannte Reaktion || 
a + p— A®°+ K®. Reaktionen, bei denen K-Mesonen oder Hyperonen |} 
einzeln erzeugt werden, sind verboten. So wurde die Reaktion 


N+N>A+WN 


trotz spezieller Untersuchungen nicht gefunden, obgleich ihre Schwelle viel | 
tiefer liegt als die fiir die mehrfach gefundene Reaktion 


Ni WesRee Aes Ng 


Jedoch ist nicht jede beliebige assoziierte Erzeugung fremder Teilchen er- 
laubt. So wurde die Reaktion | 


N+N—+A+A_ oder NENSAL ES, 
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fiir die paarweise Erzeugung von Hyperonen bisher nicht gefunden. Sie ist 
verboten. 

Auf den ersten Blick scheint es ebenfalls iiberraschend, daB sowohl die Er- 
zeugung als auch die Wechselwirkung fiir die Kt- und die K--Mesonen voll- 
kommen verschieden sind. 

Bei Energien der GroBenordnung 1—2 GeV werden etwa um zwei GrdBen- 
ordnungen weniger K~-Mesonen als K+-Mesonen erzeugt. 

K*-Mesonen kénnen bei Zusammenst6B8en mit Nukleonen entweder gestreut 
werden oder einen Ladungsaustausch erleiden. Fir K--Mesonen kommt 
auBer Streuung und Ladungsaustausch noch eine Absorption durch Nu- 
kleonen in Frage, wobei ein Hyperon entsteht, z. B. 


K-+po>2+4an-. 


Die Verbote, die bei den Reaktionen unter Beteiligung fremder Teilchen ent- 
stehen, sind mit den Verboten, die die Metastabilitat fremder Teilchen zur 
Folge haben, eng verkniipft. 

Die groBe Lebensdauer der fremden Teilchen beim Zerfall in 7-Mesonen und 
Nukleonen befindet sich in auffalligem Kontrast zu der kleinen Zeitspanne, 
wahrend der sie bei z-Mesonen- und Protonenstéfen erzeugt werden. Wie 
wir oben sahen, ist die Zerfallszeit der fremden Teilchen von der GréBen- 
ordnung 10-8 sec bis 10-1 sec. Die Zeitdauer ihrer Erzeugung kann man be- 
stimmen, indem man etwa die Zeitdauer des StoBes eines schnellen z-Mesons 
mit einem Nukleon abschatzt, wahrend der mit groBer Wahrscheinlichkeit 
ein A-Teilchen gebildet wird. Diese Zeitdauer ist von der GréSenordnung 
h/uc?= 10-3 sec, was ungefahr 101° mal weniger als die Zerfallszeit ist. 

Es gab Versuche [21—23], die Langsamkeit des Zerfalls fremder Teilchen 
durch ihren groBen Spin zu deuten. 

(H) Die ersten Einwande dagegen folgten aus der Existenz der Hyperfrag- 
mente [24—27]. Inzwischen wurden zwei Methoden zur Bestimmung des 
Spins der Hyperonen gefunden. Beide benutzen die Messung der Winkel- 
verteilung beim Zerfall fremder Teilchen, die durch einen z-p-StoB erzeugt 
worden sind. Bei der Methode von ADAIR [104] wird vorausgesetzt, daB der 
Spin der K-Mesonen Null ist. Es folgt dann fiir A° und 2~ mit groBer Wahr- 
scheinlichkeit der Spin #/, [105]. Die zweite Methode geht auf einen Vorschlag 
von LEE und YANG zuriick [106]. Fir A wurde auch hiermit eine starke 
Bevorzugung des Wertes 1/, gegeniiber */, gefunden [89]. Bei den K-Mesonen 
ist ein ungeradzahliger Spin durch die Existenz des Zerfalls K° > 2° + 2° 
ausgeschlossen. Verschiedene Argumente machen den Wert Null wahr- 
scheinlich [105, 83]. 

Wir werden nicht auf weitere Versuche zur Deutung der Metastabilitat der 
fremden Teilchen und der Eigentiimlichkeiten eingehen, die ihre Erzeugung 
und Wechselwirkung mit Nukleonen charakterisieren’), sondern uns nun 
dem Schema der Isotopenmultipletts zuwenden. Im Rahmen dieses von 
GELL-MANN [1—3] und Nisutj1ma [4—6] aufgestellten Schemas wurden 
die merkwiirdigsten Eigenschaften der fremden Teilchen ubereinstimmend 


1) (H) Vgl. den Bericht des Verf. auf der Genfer Konferenz [S9, 8. 223]. 
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erklirt. Ferner wurde eine Reihe von Voraussagen gemacht, die in der 
Folgezeit experimentell glanzend bestatigt wurden. 

Dem Schema der Isotopenmultipletts liegt der Begriff des Isotopenspins 
und die Klassifikation der Wechselwirkungen nach ihrer GréBe und ihren 
Invarianzeigenschaften beziiglich des Isotopenspins zugrunde. 


5. Wechselwirkungstypen 


Die Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen kénnen auf natirliche | 
Art in drei Klassen eingeteilt werden. | 
1. Starke Wechselwirkungen zwischen Nukleonen, zz-Mesonen und fremden | 
Teilchen. 
Diese Wechselwirkungen sind fiir die Erzeugung von z-Mesonen und fremden 

Teilchen, fir ihre Streuung und fir ihre Absorption durch Kerne maBgebend. 
Sie bewirken auch die zwischen den Nukleonen in Kernen wirksamen Krafte. / 
Prozesse mit starken Wechselwirkungen werden durch das Zeitintervall | 
10-23 sec charakterisiert, wie wir an dem Beispiel der Erzeugung des A°- 
Hyperons bereits sahen. | 
2. Die elektromagnetische Wechselwirkung zwischen allen geladenen Teil- | 


langsamer als solche mit starken Wechselwirkungen. 
3. Schwache Wechselwirkungen rufen den £-Zerfall, die Zerfalle 17> uw + Y | 
und w—>e+¥-+ ¥, die Absorption von u~-Mesonen durch Kerne und die Zer- | 
fille fremder Teilchen hervor. Die dimensionslose Konstante?) dieser Wechsel- |} 
wirkungen betragt {2 ~ 10-!8 bis 10-14. Dementsprechend ist ihre charakteri- || 
stische Zeit von der GroBenordnung 10-1 sec. Die groBe Lebensdauer des | 
Neutrons (13 Minuten) ist dadurch bedingt, daB die Energie ¢, die beim B- |} 
Zerfall abgegeben wird, sehr gering ist (¢/m, ~ 5- 10-8), wahrend die Zerfalls- || 
wahrscheinlichkeit proportional zu «® ist. Interesse verdient die Fest- |} 
stellung, daB Wechselwirkungen mit Konstanten, gréBer als g? und kleiner | 
als {2 unbekannt sind. | 
(H) SCHWINGER [107, 108] und GELL-MANN [109] haben kirzlich die 

Moglichkeit diskutiert, bei den starken Wechselwirkungen noch eine weitere 
Unterteilung vorzunehmen. Es wird zwischen den sehr starken (VS ‘‘very || 
strong”) Pion-Baryon-Wechselwirkungen und den maBig starken (MS | 


1) Hier und im folgenden ist A = c = 1. 
2) (H) Bei den langsamen Zerfallsprozessen haben die Kopplungskonstanten verschiedene || 
Dimensionen. Fiir den Zerfall der Hyperonen ergeben sich in bemerkenswerter Uber- || 
einstimmung (dimensionslose) Werte der Gré8enordnung f? = 10-14. Auch bei den 
4-Fermionenprozessen stimmen die Kopplungskonstanten der GréSenordnung nach | 
iiberein: f ~ 10-4 erg - cm’. Wenn man neben k = 1 und c = 1 noch die Masse des || 
Pions oder seine Comptonwellenlainge als Einheit wahlt, folgt, wiederum f? ~ 107". | 
In diesen Einheiten hat die Starke aller schwachen Wechselwirkungen also den gleichen 
Betrag. PEEL aN . 
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= ‘moderate strong”) K-Baryon-Wechselwirkungen unterschieden. Die 
Konstante der VS-Koppling ist 2000mal gréBer als die der elektromagne- 
tischen Kopplung, betragt also etwa gss= 15. In der Pionphysik tritt hau- 
figer der mit (m,/2my)? multiplizierte Wert auf (gpy = 0,08). Die Starke der 
MS-Kopplung wird auf gi/gz ~ 1/3 geschatzt [89, S. 93]. Aus [109] folgt mit 
neuen Daten 1/30. 


6. Isotopenspin der 1-Mesonen und Nukleonen 


Bekanntlich besitzen die starken Wechselwirkungen der a-Mesonen und 
Nukleonen die Eigenschaft der Isotopeninvarianz. In Abwesenheit elektro- 
magnetischer und schwacher Wechselwirkungen stellen Proton und Neutron 
streng entartete Isotopenzustaénde eines und desselben Teilchens dar, ném- 
lich des Nukleons, dessen Isotopenspin 7 = 1/2 ist. Die Projektion des Iso- 
topenspins 7, = + 1/2 entspricht dem Proton, wahrend die Projektion 
T; = — 1/2 dem Neutron zukommt. Die Verkniipfung zwischen der Ladung Q 
und der Projektion 7, wird fiir Nukleonen durch die Formel Q = T; + 1/2 
ausgedriickt. 

Ahnlich werden x*-, a-- und 2°-Mesonen als drei Isotopenzustainde eines 
Teilchens, des durch einen Isotopenvektor (7 = 1) beschriebenen z-Mesons, 
angesehen. Die Projektion T,; = + 1 bzw. T,; = —1 entspricht dem z*- 
bzw. dem z--Meson, die Projektion T, = 0 dem x°-Meson. Die Ladung der 
z-Mesonen ist mit 7 durch die Beziehung Q = 7; verbunden. 

Die Teilchen werden also als Komponenten von Isotopenmultipletts ange- 
sehen, wobei die Anzahl der Komponenten im Multiplett gleich 27 + 1 ist. 
Die Isotopeninvarianz starker Wechselwirkungen fordert, daB der Gesamt- 
isotopenspin eines Systems bei starken Wechselwirkungen erhalten bleibt. 
Die Isotopeninvarianz der stark wechselwirkenden z-Mesonen und Nukleonen 
wird durch simtliche experimentellen Daten bestatigt, die mit der Streuung 
von z-Mesonen und Nukleonen an Nukleonen und den Niveaus leichter 


-Kerne zusammenhangen (siehe hierzu [29—34]). 
‘Die von den Ladungen abhangigen elektromagnetischen Wechselwirkungen 


stéren die Erhaltung des Isotopenspins 7. Dabei wird die Entartung beziig- 


lich des Isotopenspins aufgehoben, und es entsteht eine Differenz zwischen 
den Massen der z+- und m°-Mesonen und zwischen Proton und Neutron. 


Wesentlich ist jedoch, daB die elektromagnetische Wechselwirkung, die eine 


_Anderung des Isotopenspins hervorruft (A7’ = 0, + 1), T, ungedndert 1aBt. 


‘Diese von GELL-MANN [1] als ,,Prinzip der minimalen Wechselwirkung” 


_pezeichnete Higenschaft der elektromagnetischen Wechselwirkung beruht auf 
der Annahme, da8 Photonen auBer der gewohnlichen Wechselwirkung mit 


Ladungen und den Strémen reeller und virtueller Teilchen keine anderen 
Wechselwirkungen besitzen. In diesem Falle hangt die Lagrangefunktion der 


' Wechselwirkung nur von Q und folglich nur von T, ab. Sie kommutiert mit 


T,. Das Prinzip der minimalen Wechselwirkung ware verletzt, wenn es z. B. 
unmdglich ware, die Wechselwirkung des anomalen magn>tischen Moments 


_des Nukleons mit dem elektromagnetischen Feld auf die Wechselwirkung des 


elektromagnetischen Feldes mit den Ladungen und Strémen der Teilchen 


-guriickzufiihren, die bei einer virtuellen Dissoziation des Nukleons ent- 


stehen. 
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Schwache Wechselwirkungen verletzen nicht nur die Erhaltung von T 
sondern im Gegensatz zur elektromagnetischen Wechselwirkung auch dif 
von 7’. Beziiglich der Zerfalle stark wechselwirkender Teilchen in Leptonen} 
ware es richtiger zu sagen, daB die Erhaltung von 7; bei diesen Zerfallen nicht} 
verletzt, sondern auBer acht gelassen wird. Das hangt damit zusammen, dafij 
der Begriff des Isotopenspins nicht auf Leptonen erweitert werden kann) 
Zumindest hatten die bis in letzter Zeit unternommenen Versuche, ihn aul 
Leptonen zu verallgemeinern, keinerlei Erfolg. 


| 
| ) 

7. Isotopenspin der K-Mesonen und Hyperonen | 
Aus dem Befund, da8 die starken Wechselwirkungen der a-Mesonen und 
Nukleonen isotopeninvariant sind, und der Tatsache, daB K-Mesonen und} 
Hyperonen mit z-Mesonen und Nukleonen stark wechselwirken, folgt, daff 
die starken Wechselwirkungen der K-Mesonen und Hyperonen untereinandet] 
und mit Nukleonen und z-Mesonen ebenfalls isotopeninvariant sein miissen}} 
Im entgegengesetzten Fall wiirden die virtuellen K-Mesonen und Hyperonen} 
die Isotopeninvarianz der Wechselwirkung der z-Mesonen mit Nukleonen| 
und der Nukleonen mit Nukleonen verletzen. Diese Uberlegung kann nich{} 
als absolut tiberzeugend angesehen werden, da die Erhaltung des Isotopen}} 
spins bei Wechselwirkungen von z-Mesonen und Nukleonen nicht mit sehi} 
groBer Genauigkeit nachgepriift worden ist. Trotzdem ist die Erweiterung) 
des Isotopenspinbegriffes auf K-Mesonen und Hyperonen gegenwartig nich{| 
nur vollkommen gerechtfertigt, sondern auch notwendig. 
Die Aufgabe, die fremden Teilchen in den Rahmen des Schemas des Isotopen: 
spins einzubeziehen, wurde am erfolgreichsten in den Arbeiten von GELLJ 
MANN [1—3] und NisHIJIMA [4—6] gelést, deren Ideen wir nunmehr dar} 
legen. 


einer Ladung grofer als die si Seton ack ae bisher nicht beobachte#} i 
wurden. 
existieren. Wir werden zeigen, daB der Isotopenspin eines Elementarteilchen | 
in diesem Falle die Einheit nicht tibersteigen darf. Tatsaichlich bestimmt di 
GréBe des Isotopenspins 7 mit 27 + 1 die Anzahl der Teilchen in einen} 
gegebenen Isotopenmultiplett. 
T = 0, Isotopensinglett: ein Teilchen. 
T = 1/2, Isotopendublett: zwei Teilchen. Das eine entspricht der Projektior 
+ 1/2, das andere der Projektion — 1/2. 
= 1, Isotopentriplett: drei Teilchen, ay eS den Projektionl 
T,; = + 1,0. 
Der . Isotopenspin 3/2 wiirde vier Teilchen entsprechen. Teilchen, die eine 
einzigen Isotopenmultiplett angehéren und verschiedenen 7, entspreche 
miussen verschiedene Ladungen Q besitzen, wobei die VergroBerung von T 
um eine Einheit eine Vergroferung der Ladung Q um eine Kinheit nach sick 
zieht. Offensichtlich muB es in einem Quartett [(H) vgl. ‘das: ees Isobar} 
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mindestens ein zweifach geladenes Teilchen geben. Die mdglichen Isotopen- 
spins einfach geladener Teilchen sind also T = 0, 1/2, 1. 

Wie schon erwahnt, ist die Massendifferenz der Teilchen, die einem gegebenen 
Isotopenmultiplett angeh6ren, mit dem Unterschied der elektromagnetischen 
(aber nicht der starken!) Wechselwirkungen verbunden. Folglich miissen 
sich die Massen solcher Teilchen um einen Betrag unterscheiden, der min- 
destens um 1 bis2 GréBenordnungen kleiner als die 7-Mesonenmasse ist. So 
unterscheiden sich die Massen von Neutron und Proton um etwa 2 ™,, die 
von z+- und 7°-Meson um 8 m,. Das gleiche muB auch fiir fremde Teilchen 
zutreffen. Wir betrachten von diesem Gesichtspunkt aus die Isotopenmulti- 
pletts der fremden Teilchen. Das A°-Hyperon besitzt kein geladenes Analogon. 
Man darf nicht annehmen, da8 dieses Hyperon gemeinsam mit den 2- 
Hyperonen einem Multiplett angehort, da die letzteren annaihernd um 160 m, 
schwerer sind als das A°-Hyperon. Folglich stellt das A°-Hyperon ein 
Isotopensinglett dar und sein Isotopenspin betragt T = 0. 

Im Jahre 1953, als das Schema der Isotopenmultipletts aufgestellt wurde, 
waren in dem Multiplett der -Hyperonen nur das 2*- und das 1~-Hyperon 
bekannt. Da die Ladungen dieser Hyperonen sich um zwei Einheiten unter- 
‘scheiden, muBte in diesem Multiplett ein weiteres Teilchen (2°-Hyperon) 
‘vorhanden sein. Aus der Bedingung, da8 Elementarteilchen stets einfach 
geladen sind, ergab sich unmittelbar, daB die 2-Hyperonen ein Isotopen- 
triplett bilden. Das in dieser Weise vorausgesagte °-Hyperon wurde bald 
darauf experimentell gefunden [35—36]. Unlingst unternommene Experi- 
‘mente [37] bestatigten die Existenz dieses Teilchens endgiiltig. 

Die Wahl des Isotopenspins fiir das Kaskadenhyperon &~ war nicht so ein- 
fach wie im Falle der A°- und Y°-Hyperonen. Das riihrt in erster Linie daher, 
'daB das experimentelle Material tiber das 2--Hyperon bei weitem dirftiger 
‘ist. Die Existenz des &--Hyperons kann als gesichert angesehen werden; ein 
&+-Hyperon wurde nicht gefunden. Daher ist es notwendig, eine Auswahl 
zwischen 7 =0 und T =1/, vorzunehmen. Im ersten Falle wirde das 
£-Multiplett allein aus dem £--Hyperon bestehen, im zweiten aus dem 5-- 
‘und 5°-Hyperon. Es wurde angenommen, daB die zweite Moglichkeit zutrifft, 
die leicht mit allen Daten tiber die Erzeugung und den Zerfall des 5-Hyperons 
‘in Einklang gebracht werden kann’). Von der gesicherten Existenz der 
Reaktion 
na + p— K® + A? 
| ausgehend, wurde der Isotopenspin der K-Mesonen bestimmt. Da die Summe 
der Projektionen T, des Systems a” + Pp gleich — 1/, ist, dem A°-Hyperon 
aber T —0 zukommt, mu8B der Isotopenspin der K-Mesonen halbzahlig 
sein. Aus der Bedingung iiber die héchstens einfache Ladung folgt ftir das 
K-Meson 7 = 1/,. Das hat zur Folge, daB K*- und K~-Mesonen nicht Kom- 
_ponenten eines Multipletts sein konnen, sondern verschiedenen Dubletts 
angehoren. Ein Dublett besteht aus K+ und K®, wahrend das entsprechende 


Dublett der Antiteilchen K~ und K° (Anti-K°) enthalt. Wesentlich ist, daB 
es zwei Typen neutraler K®-Mesonen gibt (K° und K®). 
ee 


(1) Kiirzlich wurde ein Ereignis gefunden, das vermutlich ein &°-Zerfall ist [89, S. 160a]- 
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(H) Vgl. aber [140]. Falls sich die relative K® — K+-Paritat als ungerad¢ 
ergibt, muB man zwei K-Singletts annehmen. | 
Aus der Tatsache, daB K°-Meson und K°-Meson verschiedene Teilchen sind] 
gelangten GELL-MANN und Pais [16] im Jahre 1955 zu dem Schlu8, daf 
neben dem damals bekannten K°-Meson ein K$-Meson (siehe oben) existiere 
miisse. Sie zeigten, daB das K)-Meson eine gréBere Lebensdauer und eir 
anderes Zerfallsschema als das Ke. Meson besitzen mu8. Das K$-Meson wur 
im Jahre 1956 experimentell gefunden [18, 91—98], wodurch die theoretisch¢| 
Voraussage glanzend bestatigt wurde. Die diesbeziiglichen Ideen sind in de mn 
Artikel [38] ausfiihrlich behandelt. Wir vermerken hier nur, daB K° und K{l 
nicht mit K® und K® tibereinstimmen, sondern Kombinationen dieser GréBen) 
sind: 


1 om | 
K® = — (K® + K%), 
i V2 | 


Ks = Si. (K° — K°). 


a 


Die oben gegebene Klassifikation der fremden Teilchen nach dem Tsotopen| 
spin ist an und fir sich nicht allzu iiberzeugend. Sie wird jedoch weitaus zu: 
verlassiger erscheinen, nachdem wir einige Folgerungen aus dieser Klassi+} 


Wechselwirkungen der fremden Teilchen beziehen. Um die weiteren Uber: 
legungen bequemer durchfiihren zu kénnen, miissen wir jedoch die ,,Fremd- 
heitsquantenzahl“, die wir implizit bereits beriicksichtigt haben, explizit 
einfiihren. 


| 


8. Die Fremdheitsquantenzahl (strangeness) 


Wie schon erwiahnt, ist die Teilchenladung Q mit der Projektion 7, des 
Isotopenspins verkniipft. So ist fiir 7-Mesonen Q = 73, wahrend fir Nu+| 
kleonen Q = T; + }/, gilt. FaBt man diese Formeln zusammen, so kann man 


Q=T, + B/2 


schreiben, wo B die um die Anzahl der Antinukleonen verminderte Anzahil 
der Nukleonen ist, die in einem zusammengesetzten Teilchen enthalten} 


Eads und Antineutron B = —1. Fir das Deuteron ist z.B. T,; = 0, : 
ib ada eien : 
Ks ist leicht einzusehen, da8 man diese Formel nicht so auf fremde Teilchen| 
erweitern darf, da8 man unter B die um die Anzahl der Antibaryonen ver, 
minderte Anzahl der Baryonen!) versteht. Fiir das A°-Hyperon ist 7, = 0 


1) Baryonen ist die gemeinsame Bezeichnung fiir Nukleonen und Hyperonen. 
a" Ese 
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B =1undQ = 0. Die Differenz Q — T, — B/2 verschwindet nicht, wie das 
bei Nukleonen und z-Mesonen der Fall ist. Eben diese Differenz bestimmt 
durch 
B 

S=2(Q—T7T,— — 
die Fremdheitsquantenzahl?) S eines Teilchens. 
Fiir gewohnliche Teilchen (z und JV) ist S = 0, fir das A°-Hyperon S = —1. .- 
Da fiir 2-Hyperonen Q = T, gilt, ist ihre Fremdheitsquantenzahl ebenfalls 
S=-—1. 
Fir das &--Hyperon ist Q= —1, T; = 
= —}/,, B=+1 und folglich S = —2. 
Da Q sich in einem gegebenen Multiplett bei 
einer Anderung von 7, um eine Einheit eben- 
falls um eine Einheit andert, sind die Werte S 
fiir alle Teilchen eines gegebenen Multipletts 
gleich. 
Fiir K+- und K®-Mesonen ergibt sich aus der 
Formel S = +1, fiir K-- und K®-Mesonen 
S SS Ga te 
Es zeigt sich also, daB die Isotopenmulti- | 
pletts der fremden Teilchen gegen die Multi- 
pletts der gewéhnlichen Teilchen verschoben 
sind. Es entsteht ein Schema, wie es in Bild 1 
angegeben ist’). - 


Beim Ubergang vom Teilchen zum Anti- SU a 
teilchen andert die Fremdheitsquantenzahl S—S 
ihr Vorzeichen. Die Fremdheitsquantenzahl Bild 1 


ist keine neue Quantenzahl, da sie eindeutig 

durch Q, T, und B bestimmt ist. Ihre Einfithrung ist jedoch deshalb be- 
quem, weil sie es gestattet, die Erhaltungssatze fir Q und T, gleichzeitig zu 
beriicksichtigen. 

Im folgenden werden wir starke Wechselwirkungen vom Standpunkt der 
Erhaltung von Fremdheitsquantenzahl S und Isotopenspin T aus be- 
trachten. Ferner werden die Auswahlregeln 


AS = 41(AT, = F 1.) und AT = +, 


beziiglich des Isotopenspins fiir schwache Wechselwirkungen erortert. 


9. Starke Wechselwirkungen. 4S = 0 


Erzeugung fremder Teilchen. Wir untersuchen die Besonderheiten, die 
Erzeugung und Wechselwirkung fremder Teilchen mit Nukleonen charak- 


1) Die Bezeichnung ,.Fremdheitsquantenzahl“ wurde von GELL-MANN eingefiihrt. 


NIsHIJIMA nennt dieselbe GréBe n-Ladung. 
2) Die Abbildungen 1 —3 sind mit einigen Anderungen der Arbeit [39] entnommen. 
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terisieren. Die diesen Prozessen entsprechenden starken Wechselwirkungen | 
miissen unter Erhaltung des Isotopenspins und folglich auch der Fremdheits- 
quantenzahl verlaufen. Wir wenden uns zunachst den Folgerungen aus der 
Erhaltung der Fremdheitsquantenzahl bei starken Wechselwirkungen zu, 
da dieser Erhaltungssatz der allgemeinere ist (er wird auch bei Beriick- 
sichtigung elektromagnetischer Wechselwirkungen nicht verletzt), und da 
gerade mit ihm die interessantesten Verbote verkniipft sind. 

Da die Fremdheitsquantenzahl der z-Mesonen und Nukleonen verschwindet, 
konnen die fremden Teilchen bei Zusammenst6Ben von z-Mesonen und Nu- | 
kleonen nicht einzeln erzeugt werden. Mindestens zwei Teilchen miussen 
gleichzeitig erzeugt werden (und zwar so, da die Summe ihrer Fremdheits- 
quantenzahlen verschwindet). Damit liefert die Erhaltung der Fremdheits- | 
quantenzahl eine Erklarung fiir die bekannte Tatsache der assoziierten Er- | 
zeugung der fremden Teilchen. Man iiberzeugt sich leicht davon, daB die 
Fremdheitsquantenzahl in solechen Reaktionen wie 


ct aly eo ad So 

a +p—>22-+ K*, 
1 Nigra tion! Mani ea aly 
ungeandert bleibt. i| 
Jedoch ist nicht jede beliebige assoziierte Erzeugung fremder Teilchen | 


erlaubt. Wie leicht einzusehen ist, ist die Fremdheitsquantenzahl insbe- 
sondere in den Reaktionen fiir die paarweise Erzeugung von Hyperonen 


n+n—>A®+ A°, 
pt+tn—> A°+ dt 


keine Erhaltungsgr6éBe. Speziell unternommene Experimente zeigten, daB 
diese Reaktionen tatsachlich verboten sind [40]. Das Kaskadenhyperon | 
£-, das die Fremdheitsquantenzahl — 2 besitzt, mu8 gemeinsam mit zwei 
K-Mesonen (K* oder K°) erzeugt werden, von denen jedes die Fremdheits- | 
quantenzahl + 1 besitzt. Beispiel einer solchen Reaktion ist die fiir die Er- | 
zeugung von &- + K° + K® bei Kernwechselwirkungen gefundene [4/]. 
Da die Kt+- und die K--Mesonen verschiedene Fremdheitsquantenzahlen 
besitzen, sind ihre Erzeugungsreaktionen vollkommen verschieden. Kt- 
Mesonen werden gemeinsam mit A- und X-Hyperonen erzeugt: 


at++n—>Kt-+ A, 
p+p>K++ 3+ tn. 


K--Mesonen kénnen nur gemeinsam mit K* (oder K®°)-Mesonen erzeugt | 
werden, z. B. 


a +p—>K++K- +n. 


(Das bezieht sich auf Energien, die zur Erzeugung von Antihyperonen noch | 

nicht ausreichen.) Da fiir die Erzeugung eines A-Teilchens eine viel geringere 

Energie erforderlich ist als fiir die Erzeugung eines K-Mesons, liegt die 

Reaktionsschwelle fiir die Erzeugung von K--Mesonen hdher als die fir die | 
Se 
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Erzeugung von K*+-Mesonen (siehe Tabelle 1). Das hat zur Folge, daB bei 
Energien von 1 bis 2 GeV etwa um zwei GroéBenordnungen weniger K-- 
Mesonen als K+-Mesonen erzeugt werden. 

Besonders anschaulich wird der Unterschied zwischen K*- und K~-Mesonen 
an dem Beispiel der Reaktionen 


a +p>Kr4+2- 
und 
a +p>K- +2". 


Die erste dieser beiden Reaktionen ist beziiglich der Fremdheitsquantenzahl 
erlaubt, die zweite verboten. Das Experiment bestatigt diesen SchluB [42]1). 
In der Tabelle 1 sind die Erzeugungsschwellen fiir Reaktionen angegeben, 
die unter Erhaltung der Fremdheitsquantenzahl verlaufen. Die Energien der 
z-Mesonen und Nukleonen sind im Laborsystem angegeben. Es wurde an- 
genommen, dafs die Energie der Nukleonen in den Targetkernen 25 MeV 
betragt. 


(H) Tabelle4 
Schwellen fiir Teilchenerzeugung in GeV. [110] 


m-N_ | a-Kern y-N y-Kern N-N N-Kern 

K 0,76 | 0,58 0,91 0,72 1,58 0,76 
K 1,36 | 1,05 1,50 1,19 2,49 1,26 

N 3,61 2,83 3,75 2,98 5,65 3,0 

A | 0,76 | 0,58 0,91 0,72 1,58 0,76 

Ae | 4,73 | 3,72 4,88 3,87 74 4,0 

oH 0,89 | 0.68 1,04 0,82 1,78 0,87 

= 4,98 | 3,92 5,13 4,07 7,4 4,2 

z 2,20 | 1,73 2,36 1,87 3,73 1,97 

ca 6,10 | 4,81 6,2 4,95 8,9 5,1 


(H) Fir Elektronen sind die Schwellen praktisch dieselben wie fir y- Quanten. 
In der letzten Spalte wurde ein zweistufiger ProzeB vorausgesetzt, bei dem 
zunachst ein Pion erzeugt wird [111]. Weitere Tabellen findet man in [110]. 


Streuung und Absorption fremder Teilchen. Kt- und K~-Mesonen 
verhalten sich bei ZusammenstéBen mit Nukleonen verschiedenartig. Das 
K+-Meson kann bei ZusammenstéBen mit Nukleonen entweder gestreut 
werden 


K++ p>K++p, Kttn>Kt+a, 
oder einen Ladungsaustausch erleiden 
K+ + n— K° + p. 
1) (H) In[42] ist nur davon die Rede, daB der zweite ProzeB vom erstgenannten experi- 


mentell nicht unterscheidbar war. ASHKIN (Varenna lectures 1958) zitiert ein Experi- 
ment von EISLER et al., bei dem 113 Reaktionen der ersten und keine der zweiten 


Art gefunden wurden. 
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Bei nicht allzu groBer Energie der K-Mesonen gibt es keine anderen Reak-,| 
tionen. Das hangt damit zusammen, daB kein System mit der Fremdheits-} 
quantenzahl +41 existiert, dessen Energie geringer als die des Systems} 
K + XN ist. Der Wirkungsquerschnitt fiir die Wechselwirkung von K*-} 
Mesonen mit Protonen ist bei Energien von 30 MeV bis 100 MeV nicht groBer 
als 20 mb. 

Unter allen Systemen mit der Fremdheitsquantenzahl —1 besitzt das. 
pyc K- +N nicht die geringste Energie. Die Systeme A +2 und! 
2 +2, denen dieselbe Fremdheitsquantenzahl zukommt, besitzen eine? 
wesentlich geringere Energie. Bei ZusammenstéBen eines K- (K°)-} 
Mesons mit einem Nukleon verlaufen daher neben Streu- und Ladungs- || 
austauschreaktionen mit groBer Wahrscheinlichkeit auch andere Prozesse, | 
bei denen K~--Mesonen absorbiert werden: 


K- + p> A° +n, K-+n—> A +a, 


t 
| 
| 
| 
/ 


2° + 2°, 2° +2, 
oh ae an + 7°. 
a +2. 


Der Gesamtwirkungsquerschnitt fiir die Wechselwirkung von K--Mesonen | 
mit Protonen ist bei Energien von gr6é8enordnungsmaBig 30 MeV von der | | 
GroBenordnung 100—200 mb. } 
BeiZusammenstéBen von A-Hyperonen mitNukleonen ist elastische Streuung | 
und, wenn die Energie des A-Teilchens geniigend groB ist, die Erzeugung von || 
2-Hyperonen méglich: 


ASD 2 ty 
AP > 2 ep | 
Uu. a. i| 
Wie Experimente zeigten, werden Kernsté8e von X-Hyperonen von einem | 
Ladungsaustausch | 
a-+p>D°+n 


und der Erzeugung von A°-Hyperonen 


a +p>A°+n 
begleitet. | 
Der Wirkungsquerschnitt fiir die Wechselwirkung. von 2--Hyperonen mit | 
Protonen betragt bei geringen Energien (~ 10 MeV) etwa 100 mb. 
Ohne Verletzung der Erhaltung der Fremdheitsquantenzahl kénnen die = 
Hyperonen bei ZusammenstéBen mit Nukleonen und Kernen nach aoe 
Reaktion 

5- + p> A°4 fe 


absorbiert werden, oder, wenn ihre kinetische Energie ausreicht, nach der || 
Reaktion 
Bp p> Ay. 20; 
Sn —> AP De) 
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Die erlaubten Erzeugungs- und Absorptionsreaktionen der fremden Teilchen 
sind in Bild 2 angegeben. 

Hyperkerne und K-Kerne. Bekanntlich kénnen A°-Hyperonen mit 
Nukleonen stabile Verbindungen bilden, die sogenannten A-Kerne (Hyper- 
fragmente). Die Lebensdauer dieser A-Kerne (= 10-1? sec) ergibt sich aus 
der Lebensdauer des A°-Hyperons. Die Metastabilitat der A-Kerne wird vollig 
verstandlich, wenn man beriicksichtigt, da8 das A°-Hyperon unter allen 
Teilchen mit der Fremdheitsquantenzahl — 1 die geringste Anregungsenergie 
besitzt. 

Die Erzeugung von A°-Hyperonen bei der Wechselwirkung von »-Hyperonen 
mit Nukleonen ist energetisch vorteilhaft und beziiglich der Fremdheits- 
quantenzahl erlaubt. 


Aus den Reaktionen 23 Nt i+2k 
S +p>A°s+n, 27 rs 
at +n—> Ao -+ p, N+N+K+K 
L°+n>A°t+n 19 N+ tk 

folgt, daB die Existenz von 17 

»-Kernen eigentlich unmég- 

lich ist. Wiirde jedoch der bk 15 

x-Kern aus einem 2~ (2*)- NS 


M, 
w 


Teilchen und einem oder eini- 
gen Neutronen (Protonen) be- 
‘stehen, dann ware der Uber- 11 
gang 2 <*> A wegen der La- 
dungserhaltung verboten. Ein I 
solcher Kern wéare stabil. 

Solche Y-Kerne wurden bisher 7 
anscheinend nicht gefunden. 5 
&-Kerne sind wegen der Re- 

aktionen 3 


E- 4+ p— A+ A®, =J B= 7 a7 0 +7 +2 +37 
504+ n> A+ A® Sooo 


Bild 2 


ebenfalls eigentlich unmdg- 
lich. Ein aus einem 3- (&°)- 
Hyperon und einem oder einigen Neutronen (Protonen) bestehendes System 
ware jedoch stabil. to 
Eine (in der Kernzeitskala) dauerhafte Existenz von K~ (K°)-Mesonen in 
der Kernmaterie ist unmdglich, da die Erzeugung von Hyperonen energetisch 
vorteilhaft und beziiglich der Fremdheitsquantenzahl erlaubt ist. 

Ein aus K+ (K°)-Meson und Nukleonen bestehendes System (K-Kern) ware 
in der Kernzeitskala stabil, weil inelastische Reaktionen der K-Mesonen mit 
Kernen beziiglich der Fremdheitsquantenzahl verboten sind. Die Lebens- 
dauer eines solchen Systems wiirde sich aus der Lebensdauer des K°-Mesons 
ergeben. Die Wahrscheinlichkeiten fiir mesonische und nichtmesonische 
Zerfalle der K-Kerne wurden in [43] berechnet. Damit die Bildung von K- 
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Kernen méglich ist, miBte zwischen Nukleon und K-Meson eine hinreichend | 
starke Anziehungskraft vorhanden sein. Eine Analyse der Interferenz zwi- | 
schen der Coulomb- und Kernstreuung der K-Mesonen zeigt [44], daB ein|| 
K-Meson vom Nukleon angezogen wird. : 
(H) Neuere Messungen der K+-Wechselwirkung ergaben folgende Resultate | 
[125—128, 89]: 
a) Die K*+-p-Wechselwirkung (7' = 1) erfolgt bis 150 MeV im s-Zustand und | 
ist eine kurzreichweitige AbstoBung. Der Wirkungsquerschnitt von etwa/ 
14 mb entspricht einem hard-core vom Radius 0,8 f/m, c. 
b) Im 7 = 0-Zustand tiberwiegt die p-Wechselwirkung. 

c) Der totale K+-n-Wirkungsquerschnitt ist etwa 5 mb. 

d) Die K*-Kernwechselwirkung ist bei der Beschreibung durch ein komplexes | | 
Potential abstoBend mit einem Realteil von etwa 15 MeV. 

Nach Pais [140] konnten bei ungerader K+-K°-Paritat trotzdem K®- Kerne. | 
vorkommen. . 


10. Starke Wechselwirkungen. 4 T = 0 


Bisher haben wir nur die Folgerungen aus der Erhaltung der Fremdheits- | 
quantenzahl (oder, was dasselbe bedeutet, 7) bei starken Wechselwirkungen | 
betrachtet. Diese Folgerungen stimmen vorziiglich mit dem experimentellen 
Material iiberein. Scharfer ist die Forderung, da8 nicht nur 7, sondern auch | 
T erhalten bleibt, das hei®t die Forderung nach Isotopeninvarianz der || 
starken Wechselwirkungen fremder Teilchen, die in den Arbeiten [1, 5, 6, | 
46—53] erértert wurde. i} 
Die Erhaltung des Isotopenspins benutzend, kann man die Wirkungsquer- | 
schnitte. von verschiedenen Reaktionen, die sich nur durch die Ladungs- 
zustande der in ihnen beteiligten Teilchen unterscheiden, miteinander ver- || 
knipfen. Fiir die Erzeugungsreaktionen des A°-Hyperons 


1.2 + p> A°+ K°, 
2. a+ +n—> A®°+ Kt 


ist z. B. die Beziehung.o, = o, giiltig. Diese Gleichheit ergibt sich schon aus 
der Forderung nach Isotopensymmetrie, die weniger scharf als die Forderung | 
nach Isotopeninvarianz ist. (Die Isotopensymmetrie fordert, daB die Wir- | 
kungsquerschnitte der Reaktionen, die durch Ersetzen aller Teilchen durch || 
Teilchen mit umgekehrtem Vorzeichen von 7 auseinander hervorgehen, 
einander gleich sind.) 

Die Beziehungen, die sich aus der Isotopeninvarianz ergeben, sind fiir Reak- 
tionen mit einem Deuteron, dessen Isotopenspin verschwindet, besonders || 
einfach. So gilt fiir die Reaktion 


1.K-+d>2-4p, 
2. K-+d>2° +n 
die Beziehung o, = 203. 
Diese und andere komplizierte Beziehungen ergeben sich einfach mit Hilfe || 


der Formeln, die in den Anhangen I und II angegeben sind’ Eine Reihe von 
Isotopenbeziehungen kann leicht mit Hilfe der Methode..von SmuSKOVIC || 
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[54, 55] abgeleitet werden. Beispiele solcher nach der Methode von SMuSKo- 
vit berechneten Beziehungen findet man in [47]. 
Die experimentelle Priifung der Isotopenbeziehungen stellt klar, ob die 
starken Wechselwirkungen der fremden Teilchen tatsaichlich isotopen- 
invariant sind. 
Falls die Wechselwirkungen der A°-Hyperonen mit Nukleonen isotopen- 
invariant sind, miissen die 4-Kerne, ahnlich den gewohnlichen Kernen, ein 
Isotopenmultiplett bilden [51]. Da der Isotopenspin des A-Teilchens ver- 
schwindet, muB seine starke Wechselwirkung mit einem Proton und einem 
Neutron schon wegen der Isotopensymmetrie die gleiche sein. 
Wir betrachten nun die einfachsten A-Kerne. Die Systeme Ap und An 
wurden nicht gefunden. Anscheinend ist die Wechselwirkung eines /°- 
Teilchens mit einem Nukleon nicht so stark wie die zwischen Nukleonen. 
AuBerdem muB der Radius dieser Wechselwirkung etwa zweimal kleiner 
als der fir die Wechselwirkung zwischen zwei Nukleonen sein. Das erklart 
sich daraus [50], daB die 1 —N-Krafte einerseits durch den Austausch von 
K-Mesonen, deren Masse von der GréBenordnung 3,5 m, ist und andererseits 
durch z-Mesonenpaare bedingt sind. Der Austausch von einzelnen z-Mesonen 
zwischen A°-Teilchen und Nukleonen ist verboten. Dieser Umstand hangt 
damit zusammen, da8B der Isotopenspin des A°-Teilchens verschwindet, 
wahrend der Isotopenspin derz-Mesonen gleich Eins ist. Daher ist der ProzeB 
A= A-+<2 verboten, und nur die Ubergange 1 > Y+n2undL>A+a2 
sind méglich. 
Der Isotopenspin von H% (A-Triton) ist Null, da die Systeme nnA und ppA 
(He3) nicht gefunden wurden. 
Die A-Kerne H* und He? bilden ein Isotopendublett. Es ist interessant, daB 
die Existenz des H* von Darirz [51] auf Grund der Isotopensymmetrie 
und der Existenz von He? vorausgesagt worden war. Die Bindungsenergien 
dieser Kerne sind bis auf Coulombkorrekturen genau gleich. 
Die Hypothese der Isotopeninvarianz der starken Wechselwirkungen fremder 
Teilchen gibt die Mdglichkeit, eine Analyse dieser Wechselwirkungen mit 
Hilfe der Amplituden zu gegebenem Wert 7 vorzunehmen. So liefern 
Experimente [37] zum K~--Hinfang in Wasserstoff fiir die Wahrscheinlich- 
keiten der Reaktionen 

1.K-+p>2> 42, 

2.K-4+ p> 2* +2, ‘ 

3. K- + p> 2° 4+ 27° 


das Verhaltnis w,: w,: ws = 2:1: 1. 
Mit Hilfe der Formel (3) aus Anhang II ergibt sich fiir diese Wahrschein- 
lichkeiten 


sh. Cnbprelal billy 
| Oxermacal OF 
Url errs at 
Ws = eel 
y6 
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Hier ist f, bzw. {, die komplexe Amplitude mit dem Isotopenspin T = 0) 
bzw. T = 1. Indem man f, = gpe*” und f, = 0,e*™ schreibt, kann man aus} 
dem Verhiltnis w, : w,: ws die Werte go/e, und (g) — 9g) zu 


V2 


= 3, 008 (% — m1) = 


bestimmen. Dieses Ergebnis stimmt nicht mit den Ergebnissen der Arbeit [52] | 
iiberein, deren Autor auf Grund einer Analyse von Daten tiber den K~-Ein-}| 
fang in Kernen zu dem Schlu8 gelangte, daB die Reaktionen i| 


K-+N>2+2 


hauptsachlich durch den Kanal mit 7 = 0 fihren. 

Wir fiihren ein weiteres Beispiel an. Daten tiber die Streuung von K+.) 
Mesonen der Energie < 100 MeV in Photoemulsionen [53, 56, 57] deuten) 
darauf hin, daB der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung an freien Pro- 
tonen 20 bis 28 mb betragt, waihrend der auf ein Kernnukleon entfallende 
Streuquerschnitt 6 bis9 mb ausmacht. Zur Deutung dieser Abweichung |} 
wurde eine Hypothese aufgestellt [53], nach der die Streuung der K*-Mesonen |} 
durch den Kanal mit 7 = 1 fiihrt. In diesem Falle kommt der elastischen | 
Streuung K+ + p—» K+ + p ein viermal grdBerer Wirkungsquerschnitt zu\} 
als der Streuung K+ + n— K+ + n (siehe Anhang II). i) 
Eine andere mégliche Deutung fiir die Kleinheit des Wirkungsquerschnitts |} 
fiir die Streuung an Kernen wurde in [58] gegeben. Diese Deutung griindet } 
sich auf die Tatsache, daB die inelastischen Reaktionen (und insbesondere }} 
die Ladungsaustauschreaktion K+ + n> K®+ p) bei ZusammenstéBen} 
von K-Mesonen verhaltnismaBig geringer Energie (< 50 MeV) mit Kernen | 
unterdriickt werden diirfen. Das ist durch das Pauliprinzip bedingt, das die} 
Anzahl der Zustinde des beim Ladungsaustausch gebildeten Protons ein-|] 
schrankt. In [59] wurde diese durch das Pauliprinzip bedingte Verringerung |} 
des Wirkungsquerschnitts auf Grund des Fermigasmodells berechnet. Sie}} 
wird mit wachsender Mesonenenergie unwesentlicher. | 
AbschlieBend heben wir hervor, dafS die Isotopeninvarianz der starken)| 
Wechselwirkungen fremder Teilchen vorlaufig nur eine Hypothese darstellt. 
Die experimentelle Bestatigung dieser Hypothese ist von fundamentaler }| 
Wichtigkeit?). 


11. Elektromagnetische. Wechselwirkung. 4S = 0 


Die elektromagnetische Wechselwirkung lat die Fremdheitsquantenzahl || 
ungeandert (Prinzip der minimalen Wechselwirkung). Das bedeutet, da8 die }} 
Erzeugung der fremden Teilchen durch y-Quanten (Photoerzeugung) un-|| 


1) (H) Bei der Reaktion x + N— 2+ K wurde eine Verletzung der Ladungsunab- 
hangigkeit gefunden [112]. Weitere Messungen anderten das Ergebnis aber so weit ab, | 
da es mit der Ladungsunabhangigkeit vertraglich wurde [89, ‘8. 150]. — Neuerdings } 
wurde die Frage der Paritatserhaltung bei starken Wechselwirkungen aktaell [737— 139]. || 


Fremde Teilchen 703 


bedingt assoziiert méglich sein mu8. Die paarweise Erzeugung von Hype- 
ronen, z. B. die Reaktion 


yt+d>A+ x 


und andere Reaktionen, die die Erhaltung der Fremdheitsquantenzahl ver- 
letzen, miissen verboten sein. Mit Ausnahme eines Falles, in dem sich die 
Fremdheitsquantenzahl nicht andert, kénnen auch die Zerfalle fremder 
Teilchen nicht durch elektromagnetische Wechselwirkung hervorgerufen 
werden. Der erwahnte Ausnahmefall ist der Zerfall des X°-Hyperons 


L°-> A°+ y. 


Wie fiir das 2°-Hyperon, so ist auch fiir das A°-Hyperon T; = 0, so daB fir 
diesen Zerfall AT, = AS = 0 gilt. Was den Isotopenspin anbetrifft, so ist 
fir das X°-Hyperon T = 1 und fir das A°-Hyperon T = 0, so daB in Ein- 
klang mit den Auswahlregeln fiir elektromagnetische Wechselwirkung 
AT =1 folgt. Es ist zu erwarten, daB die Lebensdauer des 2°-Hyperons 
etwa 10-*° sec betragt. 

Die elektromagnetische Wechselwirkung bedingt die Differenz in den Massen 
der fremden Teilchen, die zu einem Isotopenmultiplett gehéren und ins- 
besondere die zwischen 2*- und 2--Hyperonen. 

(H) Die Massendifferenz zwischen 2+ und 2~ widerspricht nicht dem Satz 
von der Gleichheit der Massen und Lebensdauern von Teilchen und Anti- 
teilchen [119, 120], denn 2* ist nicht das Antiteilchen zu X-, sondern es wird 
angenommen, da es neben dem Triplett X noch ein Triplett der Antiteilchen 
& gibt, ahnlich wie bei den Dubletts K, N, Z. Die Pionen machen eine Aus- 
nahme, das Triplett z ist mit dem Triplett der Antiteilchen identisch, d. h. 
z* und z~ sind Antiteilchen und 7° stimmt mit seinem Antiteilchen tiberein. 


Man kann die Massendifferenz zwischen +*- und 2--Hyperonen qualitativ 
verstehen, wenn man die virtuellen Ketten starker Wechselwirkungen be- 
trachtet, die einen Beitrag zu den Massen dieser Hyperonen liefern: 


SIN ot Kees 
2 Sat Ko 


In Abwesenheit einer elektromagnetischen Wechselwirkung sind die Bei- 
trige dieser Prozesse zu den Massen der X*- und 2~-Hyperonen gleich. Falls 
man aber die elektrischen Ladungen der reellen und virtuellen Teilchen , ,mit- 
rechnet‘‘, so entsteht ein Unterschied zwischen den Ketten fiir das 2*- und 


das 2-Hyperon: 


S+—> p+ Ke, SVS ASK 
ees ome, eS ga Ke 


und die Massen dieser Teilchen sind nicht mehr einander gleich. Wie in [60] 
gezeigt wurde, hat der Unterschied der 2*- und der 2--Hyperonen in der 
elektromagnetischen Struktur zur Folge, daB diese Teilchen auch verschie- 
dene magnetische Momente besitzen. 

49* 
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12. Zerfille fremder Teilchen. 4S = +1 


Unter den Zerfallen der fremden Teilchen betrachten wir jetzt nur die in 
stark wechselwirkende Teilchen (z-Mesonen und Nukleonen). Leptonen- 
zerfalle (K,2, K,3, K,3) werden wir nicht betrachten, da der Isotopenspin- | 
begriff auf Leptonen nicht anwendbar ist. 
Im Rahmen des Schemas der Isotopenmultipletts erklart sich die Meta- 
stabilitat der fremden Teilchen auf natiirliche Weise. Die Fremdheits- 
quantenzahl der fremden Teilchen ist von Null verschieden, wahrend die 
der 2-Mesonen und Nukleonen verschwindet. Daher sind Zerfalle fremder 
Teilchen in 2-Mesonen und Nukleonen durch starke und elektromagnetische 
7 Wechselwirkungen, die die Fremdheits- 
quantenzahl ungeandert lassen, verboten. 
Die Zerfalle fremder Teilchen wurden durch 
schwache Wechselwirkungen hervorgeru- | 
fen. Offensichtlich mu8 sich die Fremd- 
heitsquantenzahl aller Teilchen mit Aus- 
nahme des Kaskadenhyperons bei allen be- 
kannten Zerfallen in a-Mesonen und Nu- | 
kleonen um eine Einheit andern (Bild 3). 
Wahlt man fiir das &--Hyperon T = 1/5, 
so ist die Anderung der Fremdheitsquan- 
tenzahl bei dem Zerfall 5- > A® + 2 eben- 
falls AS =1. Nimmt man an, daB der bis- 
her nicht gefundene direkte Zerfall 


S 


32a +07 


MM 
lity — 
Sn~ & WY FH DY @ & 


verboten ist, so kann man folgern, daB 
schwache Wechselwirkungen S stets um ] 
eine Einheit andern. Die natiirliche Zer- | 
fallsart fiir das 5°-Hyperon ist 


pS 4 We 


wodurch das Auffinden des £°-Hyperons sehr erschwert wird. Gewohnlich | 
wird angenommen, da8 die Wechselwirkungen, die die Fremdheitsquanten- 
zahl um 2 andern, etwa um das 101%fache schwacher als die bekannten |} 
Wechselwirkungen sind. 
Die Erhaltungssatze fiir die elektrische Ladung und die Baryonenanzahl | 
sind absolut giiltig. Daher ergibt sich offensichtlich aus der Definition der | 
Fremdheitsquantenzahl, da ihre Anderung AS = + 1 bei einem Zerfall|| 
eine Anderung der Projektion des Isotopenspins um 47’, = F 1/, nach sich || 
zieht. i 
(H) Die AusschlieBung von |4 S| = 2 ist experimentell nicht gut gesichert. | 
Kine empfindliche Méglichkeit zum Nachweis von Ubergiingen mit |4.S| = 2. : 
ist beim K9-Zerfall gegeben. Nach [17] wird die fiir die Interferenzeffekte || 
maBgebliche Massendifferenz K? — K$ vorwiegend durch die virtuellen | 


Prozesse K® >» 227 -—» K® bestimmt, bei denen zwei schwache Wechsel-|| 
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wirkungen mit |4S| = 1 vorkommen. OkUN und PonTEcoRVO [J12, 89, 
S. 201] haben darauf hingewiesen, daB Uberginge mit |4S| =2 etwa 


durch K> A +N>A+ WN — K einen Beitrag geben, der bezitiglich der 
schwachen Wechselwirkungen schon in 1. Ordnung erscheint. Die ersten 
Messungen eines Interferenzeffekts liegen bereits vor [89, S. 175; 113]. 


1 


13. Zerfille fremder Teildhen. 4T = + = 


Nimmt man an, daB bei den Zerfallen der fremden Teilchen nicht nur 
AT, =1/{,, sondern auch AT = 1/, gilt, so ergibt sich eine Reihe interessanter 
Folgerungen [61—70], von denen einige mit dem experimentellen Material 
gut tibereinstimmen. 

Wir betrachten den Zerfall K+ > a+ + 2°. Fir die beiden bei diesem Zerfall 
gebildeten z-Mesonen darf eigentlich T' = 0, 1 und 2 sein. Der Wert T = 0 
ist jedoch ausgeschlossen, da fiir dieses System T; = 1 ist. Falls der Spin 
des K+-Mesons verschwindet, werden die beiden 2-Mesonen im S-Zustand 
erzeugt. Folglich mu8 ihre Wellenfunktion symmetrisch in den Isotopen- 
variablen sein. Dadurch wird der Wert 7 = 1 ausgeschlossen. Nimmt man 
nun an, da8 bei einem Zerfall AT = 1/, ist und beriicksichtigt, daB fir ein 
K-Meson 7' = 1/, ist, so wird auch der Zustand mit T = 2 ausgeschlossen, 
und der Zerfall K* > a+ + 2° ist verboten. 

(H) Dagegen ist K? >2* + 2° erlaubt, weil 7 = 0 jetzt zulassig ist. Das 
experimentelle Verhaltnis der Zerfallsraten ist 1:500 (Tab. 1 u. 2). Bei 
strenger Giltigkeit der Auswahlregel ware esNull. Um die beobachtete Zerfalls- 
rate des Kt-Mesons zu erhalten, mu8 angenommen werden, daB die Zerfalls- 
amplitude eine kleine Beimischung mit AT = 3/, (oder AT =°/,) enthalt. 
Diese Beimischung mu8 etwa 10% der Amplitude von AT =1/, betragen. 
Mit Riicksicht auf alles oben iiber den Zerfall Kt > 2x Gesagte ist leicht ein- 
zusehen, da die z-Mesonen bei dem Zerfall K® > 22 im Zustand mit T = 0 
entstehen. Daraus ergibt sich sofort das Verhaltnis zwischen den Wahrschein- 
lichkeiten der Alternativzerfalle 


1.§K°ow+n 
und 

2. K° > 2° + 2° 
ZU We|(Wy + We) = */s- ; ibe ' 
(H) Die Messungen von EIsLER et al. sind damit in schlechter Uberein- 
stimmung: 0,14 + 0,06. Vergleiche aber den Wert der Berkeley-Gruppe [89, 
S. 273]. r 
Die Hypothese, nach der bei dem Zerfall K+ > 3a die Anderung AT = "/, 
ist, hat zur Folge, daB die drei 2-Mesonen im Zustand mit 7 = 1 entstehen. 
Damit ist es méglich, die Wahrscheinlichkeiten der Zerfalle 


1.Kto2nat+na 
und 
9 Kt 25° AR a * 


miteinander zu verknipfen. 
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Es zeigt sich, daB w, = 0,25 w,, wenn alle z-Mesonen im S-Zustand hinaus- || 
fliegen [69, 71, 72]. Bei der Berechnung der Phasenvolumen ist die Beriick- || 
sichtigung der Massendifferenz zwischen 2+ und x° wegen der geringen ab- 
gegebenen Energie wesentlich [61]. Sie fiihrt zu der Beziehung w, = 0,325 w,, 
was mit den experimentellen Daten gut tibereinstimmt. | 
(H) Nach [89, S. 280] spielt aber in diesem Fall aus kinematischen Griinden | 
JANG) | = 3/, sowieso keine Rolle, so dafS man nur auf die Kleinheit des || 
AT| = */.-Beitrages schlieBen kann. | 
Fir die Zerfalle des A°-Hyperons 


1. A°>ptae 
und 
2. A°+>xn-+7° 


ergibt sich unter der Voraussetzung A 7 = 1/, das Verhaltnis w,/(w, + ws) | 
arte 

= 2/,. 

(H) Der neueste experimentelle Wert stimmt damit gut tiberein [89]: 
0,63 + 0,03. Allerdings hat MARSHAK gezeigt, daB auch eine Linearkombi- || 
nation von |A7T| = 1/, und |A7'| = 3/, zufriedenstellende Ergebnisse liefert. 


Analoge Isotopenbeziehungen kénnen auch fiir die Zerfalle der 4-Kerne her- | 
geleitet werden [63, 66]. So ergibt sich fiir die Zerfallswahrscheinlichkeiten | 
des A-Tritons, dessen Isotopenspin verschwindet, | 


w (H3 > a + 2p + m) + w (H3 > x* + 3n) = 2w (H3> x9 + 2n + p). 


Wechselwirkungen mit 47 = 1/, kann man als isotopeninvariant ansehen, | 
wenn man rein formal ein ,,Teilchen“ s einfiihrt, das ,,Fremdheit‘‘ transpor- | 
tiert (das s-Teilchen wurde als ,,Spurion‘‘ bezeichnet). Die Fremdheits- | 
quantenzahl des Spurions betragt + 1. Seine ee ist gleich Null. Dem so | 
definierten ,,Spurion“’ kommt 7 = 1/, und 7, = — }/, zu. 
Mit Hilfe des Spurions kann man die Zerfalle der fremden Teilchen in der 
Form 


Sima thes s+A>N+2a, 
s+ F>A-4a, K>s+2 


darstellen und zur Bestimmung der Isotopenbeziehungen die in den An- 
hangen I und II angegebenen Formeln benutzen. 

Ks ist zu beachten, da& bereits eine kleine Beimischung einer Wechsel- 
wirkung mit 47 = %/, das Verhaltnis zwischen den Zerfallen stark andert. 
Insbesondere trifft das fiir die Zerfalle des A°-Hyperons zu [70]. 

(H) Beim 2*- und 2° -Zerfall fiihrt die Auswahlregel |A7'| = 1/, zu einem 
Widerspruch mit den Experimenten [65, 66, 68, 37], wenn man die Er- 
haltung der Paritaét voraussetzt. Die Nichterhaltung der Paritaét beim 
2'-Zerfall konnte zwar noch nicht bewiesen werden (124), wohl aber ist dies 
beim A°-Zerfall gelungen [114, 115]. Die Methode wurde von LEE we al. [116] 
vorgeschlagen (s. a. [117]). 

(H) Die Diskussion des 2-Zerfalls mit der Beschrankung auf Ts oder CP-In- 
varianz zeigt, daB die experimentellen Ergebnisse mit \A Miles 2 Vertraglich 
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sind [83]. OKUBO [118] hat den Zerfall von X* mit dem seiner Antiteilchen 


verglichen. Die Verzweigungsverhaltnisse sind verschieden, falls C- oder 
T-Invarianz nicht gilt. 


14. Weitere mégliche Teilchen im Schema der Isotopenmultipletts 


AbschlieBend untersuchen wir die Frage, ob das oben betrachtete Schema der 
fremden Teilchen noch unausgefiillte ,, Vakanzen“ enthalt. Nimmt man alle 
moglichen Kombinationen aus B, T,, Q und S, so findet man leicht, da8B im 
Rahmen der einfach geladenen Teilchen die Existenz weiterer vier Teilchen 
méglich ist (zwei Hyperonen und zwei Mesonen). Die Isotopenspins dieser 
Teilchen mitissen verschwinden. 

Aus der Beziehung Q = T, + B/2 + S/2 fiir Hyperonen folgt, daB bei T =0 
ein positiv geladenes Teilchen mit Q = + 1 und der Fremdheitsquantenzahl 
S = + 1 und ein negativ geladenes Hyperon mit Q = — 1 und der Fremd- 
heitsquantenzahl S = —3 mdglich sind. GELL-MANN [J] bezeichnete das 
erstere als Z*+, das zweite als 2-. Fiir Mesonen ist Q = T, + S/2. Daher sind 
zwei weitere Mesonen mit T,; = 0 und S = + 2 méglich, die GELL-MANN 
als w+ bezeichnete. Dabei ist w- das Antiteilchen zu w*. (H) Vgl. [129]. 
Damit das Z+-Hyperon metastabil ist, muB seine Masse kleiner als die Summe 
der Massen von Nukleon und K-Meson sein. Das Z+ wiirde in ein Nukleon 
und ein z-Meson zerfallen. Die Anwesenheit eines Z+-Hyperons wiirde jedoch 
zu einer kleineren Schwelle fiir die Erzeugung von K~-Mesonen in den Reak- 
tionen des Typs : 
n+ p> Zt + K- 


fiihren. Ferner wiirde die paarweise Erzeugung von Hyperonen in den Reak- 
tionen des Typs 
ptn>Z-+ A? 

_méglich werden. 
Damit das Q--Hyperon metastabil ist, muB seine Masse kleiner als die 
Summe der Massen von ©-Hyperon und K-Meson sein. Das 2--Hyperon 
wiirde in ein 5-Hyperon und ein z-Meson zerfallen [oder auch in ein K-Meson 
und ein A (oder »)-Hyperon, falls die Energie ausreicht]. Wenn aber die 
Masse des Q--Hyperons geringer als die des Z-Hyperons ist, dann erfolgt 
der Q--Zerfall unter Emission von Leptonen, da dem Zerfall in gin A-Hyperon 
und ein z-Meson AS = 2 und dem Zerfall in ein Nukleon und ein z-Meson 
AS = 3 entspricht. 
Damit die w-Mesonen metastabil sind, muB ihre Masse kleiner als die doppelte 
K-Mesonenmasse sein. 
Ist m, > mx, so zerfallt das w-Meson mit 4S = 1 nach dem Schema 


wt —» K+ + 2x (oder y). 
Neben diesen Teilchen ist noch ein weiteres Teilchen méglich, namlich ein 
Meson mit T = 0 und Q = 0. Seine Metastabilitat — falls dieses Teilchen 
sich als metastabil erwiese — konnte jedoch nicht mehr durch die Erhaltung 
der Fremdheitsquantenzahl erklart werden, da letztere fiir dieses Meson 
verschwindet. 


708 L. Oxun’ 


Anhang I 


In diesem Anhang werden Formeln angegeben, durch die das Produkt von 
Wellenfunktionen mit den Isotopenspins 7 und T® und den Projektionen 
T und T®) durch die Eigenfunktionen des Operators des Gesamtisotopen- 


spins 7 und der Projektion T, ausgedriickt werden. Das entspricht der Ent- ||| 


wicklung der Wellenfunktion fiir zwei Teilchen, von denen das eine den 
Isotopenspin 7 und die Projektion T@ und das andere den Isotopenspin 
T® und die Projektion T?) besitzt, nach den Higenfunktionen von T und 
Ts. 

Wir fihren die folgenden Bezeichnungen ein: 

~(T%, T?; T), TY): Wellenfunktion fir zwei Teilchen mit den Isotopen- 
spins 7 und T® und den Projektionen T® und T?). Die ersten beiden 
werden im folgenden der Kiirze halber fortgelassen : x (7% OE2), 

y(T, T;): Wellenfunktion zum Isotopenspin T und der Projektion T;. Die 
Verbindung zwischen den Funktionen 7 und » wird durch die Clebsch- 
Gordan-Koeffizienten gegeben (siche ACHIESER-BERESTEZKI, Quanten- 
elektrodynamik, Seite 25 und 67; deutsche Ubersetzung im Druck): 


yp (1,0) + —— (0, 0), 


ih —-P=s 
sews stele i 


TH—1, THa1 


x (1,4) =o (Pe; 3/2), 


1 bh 
i (0, 4) a \z YP (3/2, 1/9) —_ rie YP (1/2, 1s); 
oa Vz P (P/s, — */s) — sit P (*/25 — Yo), 


X(— 1A, — 4) =e Cl Ah); 


~(0,-—3) = iB Y (7/2, — 1s) + le P (te, — *e), 
: y 
p= Veo (7/25 */2) + 12 3 ? (Yar 1/,): .- fe tN 


SS, 
~_-~ 
— 
. 

2 
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(oR! (2) ed 
TO = 3, T=} 


4 (2, 4) =¢@ (2, 2), 


V3 


3 
149) =Feen- sed, 


1 
t(— 4d) = 75 2 (2,0) — 757 tO) 


aoe V3 
1(- $d) = = e(2, =1) — 3 eth, = 1), 
tiara) 9 (2,,— 2) 
V3 


y (2,0) + —= (1, 0), 
3 | 


1 V3 


4 (3,-—4 =z 2p (2; 1) + 3 # (1, 1). 


TY = 2, TO=1 


1 (2.4) = 9% Cla la); 


2 1 
hs) = ya? (las °/a)) = ye’ 3/o, 3/9), 


Z(0, 5) = y2 Y (Plo, iF oe }2 P (F/e> 1/2), 
3 
y(—1,4) = Veet =oveg a i y= Y Pla, — 1/2); 
) 2 
= Cl, — pbs Ve" (3/s, — */o), 


iG Vex 2, —#) aa P (Plo TF Ie)» 


I 


4(— 2,4) 


y(-b- Poe ols = Wt Tee ple oy 


2 
1(0, — #) =2 @ (la — 4a) + yz 9 Pla» — +a), 
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(1,4) = Vs @ les te) + Is PCa» Ys), 


: 4(2, —4) = ar @ (5a, 8/2) + 7 @ (los ¥/o)- 


TH—1, Te=1 


~ (1,1) =» (2, 2), 


1 1 
0,1 Seen eee Jel. ae es Tea): 
x (9, 1) y (2, 1) Ve ) 


y2 
1 
4(—1,1) = (2, 0) — —=q (1, 0) + TP (0 0), 
ies r v3 
y (1, — 1) = y (2, 0) + ——¢ (1, 0) + —~¢ (0, 0), 
ii 73 i 
(0, 24) = Spereeacy (1): 
x(— 1, — 1) =¢@, —2), 
1 1 
1,0 ares 2,1 _j— 1; 8), 
x (1, 0) ya? Nt arg ed ) 
2 < 
+(0,0) = 1/2. (2,0) — /~ @ (0;0), 
z (0, 0) ee ) Vio ) 
1 1 
4 — 1,0 a 2, —1) —- ——= 1, —1). 
Ven ) ya?! ) ya?! ) 


Als Anwendungsbeispiel fiir die in diesem Anhang angegebenen Formeln 

betrachten wir die Reaktion K- + d> 2+ N. | 
Die Isotopenwellenfunktion des aus einem 2~-Teilchen (T = 1, T,; = —1) | 
und einem Proton (7 = 1/5, T,; = 14/,) bestehenden System wird im allge- 
meinen Fall durch die Isotopenwellenfunktionen zu T = 3/, und T = 4/5 | 
ausgedriickt. Aus Gleichung (2,-3) folgt | 


2) re 
1G) = > P (F/o, — 2/2) + ie P (“las — Ye). 


Analog hat die Funktion des Systems 2° + n die Form 


2 AR pee ee 
LErn = 3 Y (7/2; ale 1s) = /< Pp (*/2, ae) sy om aN 
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Der Gesamtisotopenspin des Systems K- + d betragt 1/,, da der Isotopen- 
spin des Deuterons verschwindet und der des K--Mesons gleich 1/, ist. Die 
Wellenfunktion dieses Systems bezeichnen wir mit yp'/. Ist die Wechsel- 
wirkung isotopeninvariant, so ist im Endzustand der Isotopenspin ebenfalls 
gleich 1/, und g’/: = 0. Die Amplituden der Reaktionen K- + d— 3- + p 


und K~ + d-» 2° + n haben die Form y2 (p'/, y'/?) und 1; (p'/:, p'/2). 


Die entsprechenden Wirkungsquerschnitte verhalten sich wie 2: 1. 


Anhang II 


Durch die in diesem Anhang angegebenen Formeln werden die Amplituden a 
der Reaktionen des Typs 


X (T®, T())) + Y (7T®, T?)) > U (T®, T(3)) + V (7, TS) 


durch Amplituden mit gegebenem Isotopenspin f? ausgedriickt. X (7, T()) 
kennzeichnet hier ein Teilchen mit dem Isotopenspin 7 und der Projektion 
des Isotopenspins 7); das gleiche gilt fir Y, U und V. Die Wirkungsquer- 
schnitte der Reaktionen sind mit den Amplituden a durch die Beziehung 


o =|a/? 


verkniipft. Die unten angegebenen Beziehungen ergeben sich einfach mit 
Hilfe der Isotopenfunktionen (siehe Anhang I), wenn man annimmt, da die 
Wechselwirkung isotopeninvariant ist, und beriicksichtigt, da8 die Funk- 
tionen orthonormiert sind. 

Der Kiirze halber lassen wir die Indizes T in den Amplituden a fort. Wir 
schreiben nur die Indizes T,: a (TY), T@), T®, T). Bei den Amplituden 
f7 lassen wir die Indizes fort, die sich auf T, beziehen. Wie man sofort sieht, 
gilt wegen der Isotopensymmetrie 


THD — T®— 7® = T® 


TO = T® =1, TO= TH =} 


Gy (154 784) Sey, 


Lan 1 
dz (0, 4; 9,5) = 3 (Zia apis), 
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a, (0,451, —3) = fF), 


; 1 3 : 1 
a, (—1,4;—1,4 = gM il: 


as(— 1,4; 0, — 4) = Le (fifi). 


To — TO— TO TY= 1 


ay ( r, ide i 1) = f?, 
a, (0,1;0,1I) =~ (P +f), 
ay (0, 15 1,0) => (P—P), 


a,(—1, 1; —1, 1) = (f? + 3f' + 27%), 
a;(—1, Ae 1; —1) a 
Git 


a 
1 

a 

1 

ie 

1 0 
& (ff — 3 + 2%), 
1 

= 

+ (ap + 99) 

; . 


0 fi 
Gs Ra ee eer 

fo fi 
a, (—4,4; —1, 1) = V6 2 


er ese 
as (—3; 4; 0, 0) Ve" ae ae 
ee tae 


Bild 22, Elektronenbeugungs-Aufnahmen vo! 


nm amorphem und kristallinem Jod, 
a Jod amorph, durch gleichzeitiges Aufdampfen von J und 6) erhalten. 


b Jod kristallin, durch Erwirmen von J amorph erhalten. 
¢ Jod amorph, durch vorsichtiges Aufdampfen von CdJ; erhalten. 


® 
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Mit diesen Formeln, in denen a durch die Amplitude f ausgedriickt wird, 
kann man Beziehungen zwischen den Wahrscheinlichkeiten von Reaktionen 
erhalten, die sich nur durch die Ladungszustinde der in ihnen beteiligten 
Teilchen unterscheiden. So erlauben es die ersten Formeln dieses Anhangs, die 
Wirkungsquerschnitte fiir die Wechselwirkungen von Kt-Mesonen mit 
Protonen und Neutronen zu vergleichen, wenn man annimmt, da8 der Kanal 
mit 7 = 1 der wesentliche ist: f! > f°. In diesem Falle sind die Amplituden 
der Reaktionen K++ p> K++ p, K++ n—>K++n und K++ n—> 
K° + p gleich f?, 4 f', 4 f1, wahrend die entsprechenden Wirkungsquer- 
schnitte sich wie 1 :1/,: 4/4 verhalten. 


Ubersetzt von Jiirgen Burmeister. 
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Das Werk ist eine Einfiihrung in das erst seit drei Jahrzehnten entwickelte 
Gebiet der Halbleiterphysik. Die groBe Bedeutung, die die Halbleiter fiir die 
standig fortschreitende Technik besitzen, erfordern die Kenntnis dieses 
wichtigen Teilgebietes der Physik. 

Der Verfasser beschrankt sich dabei nicht auf die rein elektronischen Vor- 
gange im Halbleiter, sondern behandelt auch die Physik des Kristallgitters. 
Ausfiihrlicher als iblich geht er bei den festen Elektrolyten auf Ionenleitung 
und -diffusion ein. Er erértert die Theorie der Metalle und gibt einen Uber- 
blick iiber die typischen Halbleitereigenschaften. Ferner stellt er die Grund- 
lagen der Quantentheorie des Halbleiters dar und die physikalischen Vor- 
gange in den Halbleitern. Hierbei behandelt er nicht nur den Themenkreis 
elektrische Leitfahigkeit, Beweglichkeit usw., sondern diskutiert auch die 
thermischen Eigenschaften und ihren EinfluB, den sie auf die fiir theoretische 
Aussagen und praktische Anwendungen sehr wichtigen thermoelektrischen 
Effekte ausiiben. Ebenso werden die magnetischen Effekte, insbesondere die 
Zyklotronresonanzen und die in der Halbleiterphysik iiblichen MeBmethoden 
beschrieben. AbschlieBend wird eine Ubersicht tiber die verschiedenen Halb- 


leitermaterialien gegeben. 
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Der Autor gibt mit diesem Werk eine Gesamtschau der statistischen Physik. 
In den Abschnitten: Prinzipien und Methoden der statistischen Physik — 
Spezielle Probleme der klassischen Statistik — Quantenmechanik und Stati- 
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